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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

0 ROZDELENT NEKTERYCH STATISTIK ZA PRITOMNOSTI
VNITROTRIDNI KORELACE

JAROSLAV HAJEK, Praha
(Doglo dne 6. zéH 1957) DT: 1821

Velmi jednoduchym zpdsobem je dokdzdno, Ze piitomnost vnitro-
t¥idni korelace nemd vliv na rozdéleni nékterych dileZitych statistik.
Dosazeny vysledek v sobd zahrnuje vysledek, ke kterému dospél
M. HALPERIN v prdei [1].

Véta. Mé&jme normdlnt ndahodné velidiny Yy, Ya, ---, Yn § libovolnymi strednims
hodnotams. Trdime, Ze ndsledujict dvé hypotesy H a H, o rozptylu a korelacmch
koeficientech

H;: Dy,= o2, ,j=1..,n;
Qi =10, F g <e<1li (1)
Hgl DyZ:(l-—Q)Gz, 1:37.=17';'7n; (0)
Qij =0 ) 'i # j:
vedou k témuZ rozdélent w vektoru (Y, — Y, «-- Yn — Y), kdey = — zyz >, @ tu-
=1
di% i u vech statistik tvaru s = s(yy — Y, - Yn — Y); kromé toho, pFi obou hypo-
tesdch je vybérovy privmér y nezdvisly na vektoru Wy — Y, ooy Yu — Y)-

Diukaz. Necht normélni ndhodné velidiny z,, ..., 2, se ehovaji podle hypotesy
H,, tj. jsou nezavislé na rozptylu (1 — g) ¢%. Pimym vypoétem se snadno
dokéze, Ze potom nahodné velid¢iny

1 T m—To) <
yi=zi_;(1_1/#®_—{_)—lﬁ);<zi—zuzi> (3)

se chovaji podle hypotesy H,, tj. maji rozptyl o2 a korela¢ni koeficienty ¢;; = o;
kromé toho stiedni hodnoty jsou stejné, My; = Mz,. Z (3) plyne, e ¥; — y =
=z —2 takie (¥ — Y, .., Yn — Y) = (2, — %, ..., 2, — 2), odkud plyne prvn{
tvrzeni véty. Déle z (3) a z My, = Mz, vyplyva, ze -

7— My =V1+__(n___1l§ z— Mz), (4)

l—op
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tak¥e nezévislost z & (2; — 2, ..., 2, — 2), jeZ je dobfe zndma, implikuje ne-
zévislost ¥ a (¥; — ¥, ---, Yo — ¥). Tim je dikaz proveden.

Véta umoziuje pfevést vysledky vypracované pro obvyklou hypotesu H,,
znamenajici nezévislost, na ponékud obecnéjsi p¥ipad popsany hypotesou H,,
znamenajici piitomnost vnitrot¥idni korelace, tj. korelace konstantni pro
viechny pary nahodnych veliéin.

P¥iklad 1. Piikladem statistik tvaru s = s(y; — ¥, ..., ¥, — ¥) jsou nejlepsi
linedrni odhady b; regresnich koeficientt g; ve vztahu

x
My; =u + ;2:1 Bilx; — ), (5)

dale residudlni rozptyl > (y, —y — Zb,(x; — ¥))?, déle vektor, jehoZ kom-
i=1

ponentami jsou pravé jmenované statistiky apod. Piitomnost vnitrotiidni
korelace mé na tyto a jim podobné statistiky stejny d&inek jako zména roz-
ptylu z 62 na (1 — g) o pii ponechani predpokladu nezavislosti.

P¥iklad 2. Pii ndhodném vybéru n elementt z IV elementt bez opakovéni je

Za predpokladu, %e rozdéleni pozorovani je zhruba normalni,

_ 1
=T N1
z nasi véty vyplyva, ze Studentiv pomér

)

=T

kde ¥ resp. ¥ je primér hodnot na vybranych resp. na viech elementech, ma

QQII

I =

2|3 tﬁl
M’

I
~

i

zhruba Studentovo rozd&leni s n — 1 stupni a nikoliv s n = , jak je do-
1 .
N
porudovano v CRAMEROVE knize [2] na str. 523. K témuz zdvéru dospéjemo,
predpokladame-li, 7 hodnoty ¥, ..., ynv tvoi{ ndhodny vybér z normalniho

rozdéleni a hodnoty vy, ..., ¥, ¢ast tohoto vybéru.

Pozndmka. Representace (3), kterd je ponékud jednodussi nez ta, kterou
pouzil J. E. WaLsH v [3], ndm dovoluje ihned najit hustotu pozorovani (v, ...,
Y.) PFL platnosti hypotesy H,. Skuteéné hustota vektoru (z,, ..., z,) je rovna

n - - 2
(2¢—Mz)? (2i-Mzi—z+ M3z n(;-Mjz)
-3 3, G2 -g[ . ]
j=1 (1-e)* Ty (1-e)o* (1-g)o*
Kle i=1 = Kle t=1

Lineérni transformaci (3), z které plyne z; — Mz, —z + Mz =y, — My, —
— Y + My a (4), dostavame hustotu (yy, ..., ¥) ve. tvaru

Wi—y—My;+ My) n g
—&[ + T-M; )*]
Kpe L% a=o)* (=Tl V| (6)
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Determinant kovariaéni matice p¥i hypotese H, je roven

o1 4 (n — 1) o] (1 — o)*1,
takze

E,= @m) 501 — o) "7 [1+ (n— 1) o]'s.

Z hustoty (6) vyplyvé, Ze maximalné vérohodné odhady regresnich koeficienti
v (5) jsou tytéz p¥i obou hypotesich H, i H,. Nemd tedy Halperin pravdu,
kdyz v [1] tvrdi, Ze nalezeni maximélng vérohodnych odhadd p¥i hypotese H,
je netimérné slozité. Ve skuteénosti odhady (3.3) uvedené v jeho praci [1]
nejsou ni¢im jinym neZ maximalné vérohodnymi odhady.
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Pesmome

O PACIIPEOEJIEHUN HEKOTOPBIX CTATUCTUH
[IPY1 HAJINYUU MEHIVKJIACCOBON KOPPEJALNN

APOCJIAB TAEK (Jaroslav Héjek), IIpara
(MMocrynumo B pegaknmio 6/IX 1957 r.)

B cratee pmokasmBaeTcd, 9TO 7-MEPHOMY HOPMAalIbHOMY paclpeleleHUIO
¢ IOCTOAHHOY gucmepcHedl o2 U ¢ KOSPOUIUEHTOM KOPPENANUE @ COOTBETCBYeT
naoTHOcTh BeposarHoctH (6). V3 Bmma mocienuell ciemyer, 9TO MaKCHMAIbHO
[paBIoONOgO0HEe OIeHKM KOo3(PUIHEeHTOB perpeccHu f; B COOTHOIEHUH
My; = a + > Bi(x;; — ;) He 3aBucAT 0T 9. OTHOBPEMEHHO BHIBOMATCA HEKOTO-
phle pe3ylbTaTH, cofepskammecd B [1] m [3].

Summary

ON THE DISTRIBUTION OF SOME STATISTICS IN THE PRESENCE
OF INTRACLASS CORRELATION

JAROSLAV HAJEK, Praha
(Reczived Septzmber 6, 1957)

The n-dimensional normal distribution with constant variance ¢2 and
correlation coefficient g is proved to possess the probability density (6). From
its form it is easily seen that the maximal-likelihood estimates of the regression
coefficients B; in the relation My; = a + Zf;(x;; — ;) are independent of p.
Some results contained in [1] a [3] are derived in addition.
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