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Časopis pro pěstování matematiky, roc. 83 (1958), Praha 

0 ROZDĚLENÍ N Ě K T E R Ý C H STATISTIK ZA PŘÍTOMNOSTI 
VNITROTftÍDNÍ KORELACE 

JAROSLAV HÁJEK, í>raha 

(Došlo dne 6. září 1957) D T : M9J72.2 

Velmi jednoduchým způsobem je dokázáno, že přítomnost vnitro-
třídní korelace nemá vliv na rozdělení některých důležitých statistik. 
Dosažený výsledek v sobě zahrnuje výsledek, ke kterému dospěl 
M. HALPEBIN V práci [1]. 

Věta. Mějme normální náhodné veličiny y±) y2> •••, yn & libovolnými středními 
hodnotami. Tvrdíme, ze následující dvě hypotesy H 2 a H 2 o rozptylu a korelačních 
koeficientech 

H-/. -%* = o2 , i, j = 1, -.., w; _ 

QU = Q, * > ^ - i r = r T < e < 1 ; ( 1 ) 

H 2 : Dyi=(l-Q)o\ i,j=l,...,n; ( 2 ) 

Qu = 0 , i * j , 
n 

^fim* i čem^z rozdělení u vektoru (yx —y,...,yn— y), kde y — — y Í/2- , a tu-
n ~? 

i = i 

díz i u všech statistik tvaru s = s(yx — y, . •., yn — 2/)í fo^ř íoAO, p n obou hypo-
tesách je výběrový průměr y nezávislý na vektoru (y± — y, ..., ^ — y). 

D ů k a z . Nechť normální náhodné veličiny z1} ...,zn se chovají podle hypotesy 
H 2 , t j . jsou nezávislé na rozptylu (1 — O) a2. Přímým výpočtem se snadno 
dokáže, že potom náhodné veličiny 

- — -ík-Wg^1)!*-** <3> 
se chovají podle hypotesy H 1 ? t j . mají rozptyl o2 a korelační koeficienty gť í = Q; 
kromě toho střední hodnoty jsou stejné, My{ = Mzt. Z (3) plyne, že y* — y = 
= Zi — z, takže (y1 — y, ..., yn — j/) = (zL — 5, ..., zn — ž), odkud plyne první 
tvrzení věty. Dále z (3) a z Myt = Mzt vyplývá, že 

y^My^i±^lI{ž-M-z), (4) 
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takže nezávislost z a (z* — i, „ . , zw — z), jež je dobře známa, implikuje ne­
závislost y a {yx — y, . - -, y* — ý). Tím je důkaz proveden. 

Věta umožňuje převést výsledky vypracované pro obvyklou hypotesu H 2 > 

znamenající nezávislost, n a poněkud obecnější případ popsaný hypotesou H 2 , 
znamenající přítomnost vnitrotřídní korelace, t j . korelace konstantní p r o 
všechny páry náhodných veličin. 

Příklad 1. Příkladem statistik tvaru s — s{y1 —y,.-.,yn — y) jsou nejlepší 
lineární odhady b5 regresních koeficientů fa ve vztahu 

Je 

My i = 11 + 2 A(*i - * ) , (*> 
j--=i 

n 
dále residuální rozptyl ^?{yi— y— ^b^Xj— x))2, dále vektor, jehož kom-

i = i 

ponentami jsou právě jmenované statistiky apod. Přítomnost vnitrotřídní 
korelace má na ty to a jim podobné statistiky stejný účinek jako změna roz­
ptylu z cr2 na (1 — Q) G% při ponechání předpokladu nezávislosti. 

Příklad 2> Př i náhodném výběru n elementů z N elementů bez opakování je 

Q -== — -= . Za předpokladu, že rozdělení pozorování je zhruba normální,. 

z naší věty vyplývá, že Studentův poměr 
. = • ý - y 

i-± 
N .)• 
ľ,I«»~ *>' 

kde y resp. y je průměr hodnot na vybraných resp. na všech elementech, m á 
n \ 

zhruba Studentovo rozdělení s n — 1 stupni a nikoliv s , jak je do-

1 ~~N ' • 

poručováno v CRAMÉROVĚ knize [2] na str. 523. K témuž závěru dospějemo, 
predpokládáme-li, že hodnoty y1} ...,yN tvoří náhodný výběr z normálního 
rozdělení a hodnoty yl9 ...,yn část tohoto výběru. 

P o z n á m k a . Representace (3), která je poněkud jednodušší než ta, kterou 
použil J . E . W A L S H v [3], nám dovoluje ihned najít hustotu pozorování {yly ..., 
yn) při platnosti hypotesy H 2 . Skutečně hustota vektoru (zl7 ..., zn) je rovna 

g, (Zi-Mztf [" » {Zj-Mzi-l + MZ* Hi-Mrf\ 

K i 6 *& <i-c>a- _ Í I 6 " * L Í - I Í 1 - ^ 3 Í 1 - ^ 4 J . 

Lineární transformací (3), z které plyne zť — iřz,- -- z -f- I fž = yť —• 3-̂ 2/ť — 
— y -f- ikTy a (4), dostáváme hustotu (Í/^ ..., yn) ve. tvaru 

l f y (yj-y-Mž/i + My)- n 1 

Z 2 e^L?i < i-^ ^ [ i + C - D r t ^ - ^ J ^ (6) 
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Determinant kovariační matice při hypotese B^ je roven 

c-»[i + ( » - - ) Q] (i - e ) " _ 1 . 
takže 

K2 = (2-í)-^tr-»(l - QTT [1 + (» - 1) e n • 

Z hustoty (6) vyplývá, že maximálně věrohodné odhady regresních koeficientů 
v (5) jsou tytéž při obou hypotesách H x i H 2 . Nemá tedy Halperin pravdu, 
když v [1] tvrdí, že nalezení maximálně věrohodných odhadů při hypotese H x 

je neúměrně složité. Ve skutečnosti odhady (3.3) uvedené v jeho práci [1] 
nejsou ničím jiným než maximálně věrohodnými odhady. 
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Pe3K)Me 

0 P A C n P E f l E J I E H H H HEKOTOPLIX CTATHCTHK 
n P H HAJIHHHH MEHiflYKJIACCOBOH KOPPEJIflHHH 

HPOCJIAB TAEK (Jaroslav Hájek), npara 
(IiocTynHJio B pê aKHiZK) 6/IX 1957 r.) 

B cTaTi>e aoKa3HBaeTCH, ^TO w-MepHOMy HopMajitHOMy pacnpejiejieHHK) 
C nOCTOHHHOH AHCTiepCHeH 0T2 H C K03$<$HWeHT0M KOppeJIflDiHH Q COOTBeTCByeT 
njiOTHocTL BepoHTHocTH (6). H3 BHAa nocJieAHeá cjie^yeT, HTO MaKCHMaJiBHO 
npaBAono^oĎHLie oiieHKH K03$$nu;HeHTOB perpeccra: f}s B cooTHomeHHH 
My i = a + ^?/3j(%ji — x5) He 3aBHCHT OT Q. OAHOBpeMemio BLIBOAHTCH HeKOTO-
pi>ie pe3ynbTaTH, coffep^anjiiecH B [1] 11 [3]. 

S u m m a r y 

ON THE DISTRIBUTION OF SOME STATISTICS IN T H E P R E S E N C E 
OF INTRACLASS CORRELATION 

JAROSLAV HÁJEK, Praha 
(Recsived September 6, 1957) 

The w-dimensional normal distribution with constant variance G2 and 
correlation coefficient Q is proved to possess the probability density (6). From 
its form it is easily seen t h a t the maximal-likelihood estimates of the regression 
coefficients /?,- in the relation Myt = a -f- ^s(

xn ~~ ^j) a r e independent of Q. 
Some results contained in [1] a [3] are derived in addition. 
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