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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 83 (1958), Praha 

O CENTRÁLNÍ AXONOMETRII 

LADISLAV DRS, Praha 

(Došlo dne 10. září 1957) DT: 515.69 

Věty obsažené v této práci umožňují vytvoření takové rovinné 
bodové konfigurace, kterou lze považovat za středový průmět bodů 
určujících pravoúhlou souřadnicovou soustavu v prostoru s jednot
kovými body na osách souřadnic. 

Úvahy jsou vázány na eukleidovský prostor rozšířený o ne
vlastní rovinu. 

Definice 1. Souřadnicová konfigurace je konfigurace bodů 0r, J í , J'29 J'%, 
U'i Uf

2i Uf
z splňujících t y t o podmínky: 

1. body O', J[, J2, Jz jsou vlastní; 

.2. úsečky O J[, OJ2, OJ'z jsou stejně dlouhé a navzájem kolmé; 

3. body U[, U2, Uz jsou nevlastní body přímek x\ = OrJ'i (i = 1, 2, 3). 

Definice 2. Přípustná konfigurace je konfigurace bodů 0, Jl9 J2, Jz, Ul9 U2, 
U3 vlastní roviny Q splňujících ty to podmínky: 

1. body O, J{, Ui jsou různé body téže přímky xt (i = 1, 2, 3); 
2. alespoň dvě z přímek xx, x2, xz jsou různé; 
3. body Ul9 U2i Uz neleží na přímce. 

Jsou-li přímky xl3 x2, xz navzájem různé, zaveďme toto o z n a č e n í : 
Ai = J5Jk n UJJk*) Body Al9 A2, Az leží podle Desarguesovy věty na 

přímce p. Je-li např. xt = xí9 označme At = JjJk n UjUk, Aj = JiJk o UJJk, 
p = AÍAJ, Ak = p n Xi. Stanovme harmonický pól P přímky p vzhledem 
k trojúhelníku U-JJ^U^**) Kuželosečka určená polárním trojúhelníkem 
U-JJ2U3 a pólem P s polárou p je imaginární. Neprotíná totiž reálně žádnou 
stranu svého polárního trojúhelníka, jak se snadno dokáže. Involuce sdruže
ných pólů, kterou tato kuželosečka indukuje na přímce UJJj, má jeden pár 
Ui9 Uj a druhý pár Ak = p n UtUj9 Ak = PUk n UiUj je jím rozdělován. 

*) Indexy i, j , k jsou navzájem různá čísla 1, 2, 3. 
**) Slovem „trojúhelník" rozumíme trojici nekolineárních bodů vlastních nebo ne

vlastních. 
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Involuce je eliptická a její samodružné body, t j . hledané průsečíky, jsou 
imaginární. 

V dalších úvahách nahradíme tuto kuželosečku kuželosečkou k, která ji 
reálně zastupuje. Nazveme ji kuželosečkou přidruženou k přípustné konfi
guraci. Kuželosečka k je tedy definována antipolárním trojúhelníkem UXU2U3 

a antipolárním párem P, p. Jestliže je ta to kuželosečka kružnicí, pak její La-
guerrovy body jsou na kolmici vedené středem kružnice k k její rovině Q ve 
vzdálenosti rovné poloměru kružnice k. 

Platí tato základní v ě t a : 
Přípustná konfigurace je středovým pr&métem souřadnicové konfigurace pravé 

tehdy, když je přidružená kuželosečka k kružnicí. Střed promítání S je Laguerrův 
bod kružnice k. 

Obr. 1 

D ů k a z je uveden v práci [2]. 
Poznamenejme jen, že přípustnou konfigurací s přidruženou kružnicí není 

souřadnicová konfigurace určena jednoznačně. Bod 0' lze totiž zvolit kdekoli 
na přímce SO, kromě jejího bodu nevlastního a bodu S. 

Věta 1. Má-li přípustná konfigurace přidruženou kružnici k, pak platí: 
Body Ak, Ak = PUk n UjUs jsou společným párem dvou involucí: involuce 
Ik, jejíž samodružné body jsou Ui9 Uó, a involuce Ík sdružených antipólů kružnice 
k na přímce UJJj. 

D ů k a z . Bod P je harmonickým pólem přímky p vzhledem k trojúhelníku 
UJJ2UZ a proto platí: (U{, Uj9 Ak, Ák) = — 1; body Ak,Ak jsou párem 
involuce ťk. Protože pár P, p je antipolární pár kružnice k, náleží pár Ak, ~Ak 

involuci Ik. Involuce Ik je hyperbolická, neboť má reálné samodružné elementy. 
Involuce ík je, jak známo, eliptická. Společný pár Ak, Ak obou involucí je re
álný. 

Sestrojíme-li body Ai9 A{ (i = 1,2 3) na přímce Uj Uk, leží vždy po třech na 
čtyřech přímkách. Uvažujme nejprve jen dva páry Ai9 Ai9 Ai9 A3- (obr. 1). 
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Určují ětyřroh o stranách p = AtA5, p{ = A{Aj9 pá = ÁiAi9 pk = AiAó. Bod 
Uk je vrcholem diagonálního trojúhelníka tohoto čtyřrohu, body Ui9 Uó leží 
na protilehlé straně diagonálního trojúhelníka a jeho další dva vrcholy Xk = 
= Vk n V-> Xk = VÍ n VÍ J s o u a ) harmonicky sdružené vzhledem k základním 
bodům Ui9 Uj, jak plyne z vlastností úplného čtyřrohu, b) antipolárně sdruženy 
vzhledem ke kružnici k, jak dokážeme. 

Antipolára x bodu Xk je spojnicí antipólů i", II přímek pi9 pj9 t j . bodů 
I = ÁJJi n - 4 ^ . 7/ = AJJ6 n -á.U,-. Antipolára x = III prochází bodem 
Xk, neboť je to osa perspektivních trojúhelníků AtAJJ i9 AiAJJj9 a proto ob
sahuje průsečík sobě odpovídajících přímek AiAJ9 AžAj} t j . bod Xk.- Body 
Xk, Xk jsou proto společnými body involucí Ik, ík na přímce UJJ3-. Kdyby byl 
tento pár jiný, než dříve sestrojený pár Ak, Ak, měly by obě involuce více než 
jeden společný pár, což není možné, a proto Xk = Ak, Xk = Ák. 

Věta 2. Má-li přípustná konfigurace přidruženou kružnici k, jsou body Ak9 Ak 

samodružnými body involuce I na přímce UJJj9 jejíž páry La, Lh jsou takto 
definovány: 

K libovolnému bodu L e UJJÓ je bod La antipolárně sdružen vzhledem ke kruž
nici k, bod Lh harmonicky sdružen vzhledem k základním bodům Ui9 Us. 

D ů k a z je uveden v práci [2]. 

Věty 1, 2 charakterisovaly projektivní vlastnosti přímky p. Uvažujme 
nyní o významu přímky p v prostoru. 

Věta 3. Má-li přípustná konfigurace přidruženou kružnici k, leží přímka p v ro
vině TI jdoucí středem promítání 8 rovnoběžné s rovinou J^J^J^ z příslušné 
souřadnicové konfigurace. (Je to tedy úběžnice roviny Jr

±J2J
f
z.) 

D ů k a z . Nevlastní přímka p' roviny J í J2JZ je osou prostorové perspektivity 
mezi trojúhelníky J^J^Jz, U[U2U

ř
3. Její průmět p je proto přímka v rovině, 

kterou udává věta. 
Dále uvedeme věty, umožňující konstrukci přípustné konfigurace s přidru

ženou kružnicí, j*sou-li známy jen některé body a přímky přípustné konfigu
race. N a základě přípustné konfigurace s přidruženou kružnicí lze pak řešit 
až na podobnost, vzhledem k poznámce za základní větou, metrické úlohy 
centrální axonometrie nepřímo a to tím způsobem, že je převedeme na tytéž 
úlohy v jakémkoli jiném promítání, které užívá také souřadnicovou soustavu 
a ve kterém lze ty to úlohy řešit snadněji. Na příklad v promítání Mongeově 
by bodům 0, Jl9 U1 odpovídaly projektivně na ose x12 body O12 J12 (libovolně 
volitelný) a nevlastní bod osy x12; bodům J2, Jz by odpovídaly body J\ n a 
ose yx (kde 0l2J\ = 012J\2) a J\ na ose z2 (kde O12-/2 = 012J^2)9 a bodům U2,UZ 

nevlastní body os y.9 z2. 
Až do konce budeme předpokládat, že dané a volené body a přímky splňují 

tytéž předpoklady, jako stejně označené body a přímky přípustné konfigurace. 
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Věta 4. Mějme dány body Ul9 U2, Uz: Pak přípustná konfigurace s přidruženou 
kružnicí existuje právě tehdy, když 

a) jsou body Ui9 Uó vlastní a bod Uk leží uvnitř pásu, omezeného kolmicemi na 
přímku UJJj jdoucími body Ui9 U3- a současné vně kruhu nad průměrem UJJ3; 

b) je bod Ui vlastní, U3 nevlastní a bod Uk leží kdekoli na kolmici bodem U\ 
k přímce UJJ3 kromě bodu Ui; 

c) jsou body Ui9 U3- nevlastní, směry je určující kolmé a bod Uk vlastní. 

D ů k a z . Podmínky jsou nutné a vyplývají z toho, že trojúhelník UJJJJZ 

přípustné konfigurace s přidruženou kružnicí je antipolárním trojúhelníkem 
této kružnice. Podmínky jsou dostačující. Kružnice k, mající UJJJJZ za 
antipolární trojúhelník, je v případě a) určena jednoznačně, v případě b) má 
za střed jakýkoliv vnitřní bod úsečky UJJk, je-li Uk vlastní, a bod Ui9 je-li 
Uk nevlastní; v případě c) má střed v bodě Uk a libovolný poloměr. Sestrojíme 
dále přímku p podle některé z předcházejících vět. Zvolíme bod 0 a t ím i přím
ky xi> x2> xz (xi — OUj). N a přímce xt zvolíme bod Jt a zbývající body Jj9 Jk 

sestrojíme tak, aby trojice bodů Jl9 J2, J 3 byla perspektivní s trojúhelníkem 
UJJJJZ vzhledem k ose perspektivity p. Tím je určena přípustná konfigurace 
-s přidruženou kružnicí a věta je dokázána. 

Věta 5. Nechť jsou dány body 0, J\, J3, Ui3 U3. Pak přípustná konfigurace 
O, Jl9 J2, J 3 , Ul9 U29 Uz s přidruženou kružnicí k existuje, 

oc) je-li nejvýše jeden z bodů Ui9 U3 nevlastní, vždy; 

/}) jsou-li oba body Ui9 U3 nevlastní, právě tehdy, když přímky xi3 x3- jsou kolmé 
aOTi = UT3. 

D ů k a z , a) Budiž xi 4= x3-. Sestrojme na přímce UJJ3fbody Ak = JiJ3 n UJJ39 

Ak9 kde (Ak, Ak, Ui9 U3) = — 1, (obr. 2). Body Ak, Ák jsou samodružnými 
body involuce J z věty 2. K nevlastnímu bodu L přímky U JJ 3 je bod Lh z invo-
luce I určen podmínkou (L, Lh, Ui9 U3) = — 1 a jemu odpovídající bod La 

v involuci I vztahem (Lh, La, Ak9 Ak) = — 1. Antipolára Z bodu L prochází 
bodem La kolmo k přímce UJJ3 a na ní leží bod Uk. Zvolme přímku xk tak, 
aby průsečík xk n l = Uk splňoval větu 4. Jsou-li body Ui9 U3 vlastní, zvolíme 
ji tak, aby bod Uk byl vně kruhu nad průměrem UJJ3, neboť bod La je vnitř
ním bodem úsečky UJJ3 a tedy přímka l uvnitř pásu, omezeného kolmicemi 
k přímce UJJ5 jdoucími body Ui9 U$. Je-li bod ř7ť vlastní, U3 nevlastní, je Lh= 
= Ui = La a bod Uk zvolme kdekoli na přímce l. Jsou-li body Ui9 U3>. nevlastní, 
je podmínka xi J_ x3- nutná, jak vyplývá z věty 4. Jako bod Uk zvolme libo
volný bod a sestrojme kružnici k se středem Uk a libovolným poloměrem. Dále 
musí platit JiJ3 || p = (k n UJJk) u (k n UJJk), cožw nastane tehdy, když 
OJ i = OJ 3. Je zřejmé, že podmínky jsou též dostačující. 

b) Budiž Xi = x5. Obě trojice Jl9 J 2 , J 3 ; Ul9 U2, Uz přípustné konfigurace 
s přidruženou kružnicí jsou perspektivní. Střed perspektivity je bod 0, osou 
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přímka p. Pro bod Ak = p n xt platí proto podmínka (O, Aki Ju ř7ť) = (O, -á*, 
•73, Uj); urcíme-li ještě bod Ak tak, aby platilo (Ak, Ak, Ui} U3) = —- 1, lze 
potom postupovat stejně, jako v části a). 

Věta 6. Mějme dánu kružnici h a přímhy xx, x2, xz. Pah přípustná honfigurace 
s přidruženou hruznici has body Jiy U{ (i = 1, 2, 3) na přímce x{ existuje 

a) pro Xi 4= xó právě tehdy, když involuce I, definovaná v diihazu vety, na 
přímce Xi je hyperbolická; 

b) pro x^ = Xj právě tehdy, jsou-li přímhy xi9 xk antipolárně sdruženy vzhledem 
he hruznici h. 

Оbr. 2. Оbr. 3. 

Důkaz, a) Budiž xt =f= xd (obr. 3). Podmínka je nutná: Trojúhelník U1U2UZ 

přípustné konfigurace s přidruženou kružnicí h je antipolární vzhledem ke 
kružnici h. Proto prochází každá jeho strana antipólem X ť přímky xt (i = 
= 1, 2, 3) vzhledem ke k. Tyto body leží na antipoláře o bodu 0 vzhledem 
ke h. Máme tedy sestrojit trojúhelník, jehož strany procházejí body Xx, X2, Xz 

a který je antipolárním trojúhelníkem kružnice k. Zvolme Hbovolný bod 
L € Xi. Budiž Z jeho antipolára, X = xó n 1, XXk n ceť = Lr. Tím je definována 
involuce I párů L, U na přímce x{. Kdyby byl L = L', byla by příslušná 
antipolára l stranou hledaného trojúhelníka a dále by byl U3- = l n xá, Uk = 
= Z n xk, Ui = L. Je tedy samodružný bod involuce I hledaným bodem Z7ť. 
Aby byl reálný, musí být involuce I hyperbolická. Podrobněji o tom pojedná
vají práce [1], [2]. Je-li naopak podmínka splněna, sestrojíme trojúhelník 
UXU2UZ a pokračujeme jako v důkazu věty 4. 

b) Budiž Xi = Xj. Podmínka je nutná. Přímka xt = x3- přípustné konfigu
race s přidruženou kružnicí h je stranou antipolárního trojúhelníka kružnice 
k, bod Uk jejím antipólem a tedy přímka xk (Uk e xk) antipolárně sdružena 
s přímkou x£. Podmínka je dostačující: Bod U{ zvolíme na přímce ^ libo
volně, bod U3- sestrojíme tak, aby byl s bodem U{ antipolárně sdružen vzhle
dem ke k a pokračujeme jako v důkazu věty 4. 
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Věta 7. Mějme dánu kružnici k, přímky xi9 x0> a bod U{. Pak přípustná kon
figurace O, Jl9 e/2j J$i U19 U%, Uz s přidruženou kružnicí kas přímkami Xi — 
= JJJi (i -= 1. 2, 3) existuje 

a) právě tehdy9 když xt 4= xó a body Uj9 O = x% n xs nejsou antipolárně 
sdružené vzhledem ke kružnici k; 

b) vždy, když x{ = xó. 

D ů k a z , a) Podmínka je nutná: Antipolární trojúhelník kružnice k m á 
vrchol Uj v průsečíku antipoláry % bodu U\ vzhledem ke kružnici k s přím
kou x5. Aby to mohl být bod přípustné konfigurace, musí být O = £cť n ^ =(= 
=1= U\ = Ui n £c3-. Podmínka je dostačující: Bod Uk je antipólem přímky UJJj ; 
dále pokračujeme jako v důkazu věty 4. 

b) Budiž Xi — Xj. Bod t/^ € xř- je antipolárně sdružen s bodem c7ť vzhledem 
ke kružnici k. Antipól přímky xi je bod Ufc. Dále pokračujeme jako v důkazu 
věty 4. 
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Pe3K>Me 

O LÍEHTPAJILHOH AKCOHOMETPHH 

JIAflHCJIAB flPC, (Ladislav Drs), Ilpara 
(nocTynHjio B pe#aKUPiio 10/IX 1957 r.) 

B paSoTe ^OKa3aHLi TeopeMH, onpe^ejiflioiiiiie njiocKyio Toierayio KOH^EC-
rypannio, KOTopyio MO>KHO craTaTL ^HTpajitHOĚ npoeKnnež npaMoyrojitHOH 
CHCTeMBI KOOpAHHaT B npOCTpaHCTBe C eAHHHHHHMH TOHKaMH Ha KOOpftHHaTHHX 

ocax. 

Zusammenfassung 

ÍJBER DIE ZENTRALE AXONOMETRIE 
LADISLAV DRS, Praha 

(Eingelangt am 10. September 1957) 

In dieser Arbeit beweist man Sátze, die Konstruktionen einer solchen ebenen 
Punktkonfiguration ermoglichen, welche man als Zentralprojektion eines 
ráumlichen rechtwinkligen Koordinatensystems mit Einheitspunkten an den 
Koordinatenachsen ansehen kann. 
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