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Časopis pro pěstováni matematik/, roč. 83 (1958), Praha 

REFERÁTY 

DOUSPOSÁDÁNÍ ČÁSTEČNĚ USPOŘÁDANÝCH GRUP 

(Referát autora o přednášce konané v „Diskusích .o nových pracích brněnských mate
matiků" dne 17. prosince 1956.) 

Částečné uspofádaná grupa je grupa 67, na které je definováno částečné uspořádání ^ „ 
svázané s grupovou operací -f podmínkou: a, b,c, dc 67, a ^ b = > d - f a - f c ^ d - f b -f c. 

Na téže grupě mohou být definována dvě různá částečná uspořádání; je-li třeba vy
tknout, že jde o grupu 67 s částečným uspořádáním g , píšeme (G íg). 

Částečně uspořádaná grupa (G g ) se dá douspofádat (je douspofadatelná), jestliže n a 
grupě G existuje jednoduché uspořádání -^ takové, že (67 -§) je jednoduše uspořádaná 
grupa a platí-li: a,b e 67, a ^b => a -<§ 6. Jednoduché uspořádání -§ nazýváme douspo-
fádánim grupy (67 ^ ) . 

Částečně uspořádaná grupa (67 <S) je reversibilně douspofadatelná, jestliže k libovolné 
dvojici nesrovnatelných prvků a,b e G existují douspořádání —?-, -?- grupy (67 5 )̂ taková„ 
že platí a -š 1 b, b --J» a. 

P ř í k l a d y . 1. Přímý součet jednoduše uspořádaných grup je reversibilně douspořada-
telný. 

2. Příklad částečně uspořádané grupy, která se dá douspořádat právě jednírn způso
bem a není jednoduše uspořádaná. Nekonečnou cyklickou grupu {na} částečně uspořádej
me takto: . . . < — 2a < 0 < 2a < ..., . . . < — a < a < 3a < (67 <J) se dá douspo
řádat podle pravidla: na -§ (n -f 1) a pro všechna celá n. Jiným způsobem se (67 g ) nedá 
douspořádat. 

3. Částečně uspořádaná grupa, která obsahuje prvek =f= 0" konečného řádu, se nedá 
douspořádat (protože jednoduše uspořádaná grupa je bez torse). 

p-ideálem na částečně uspořádané grupě G nazveme konvexní normální dělitel v G. 
Je-li H £>-ideál v G, dá se faktorgrupa G/H částečně uspořádat (relací, kterou budeme 
zase značit ž ) takto: pro A e G/H platí A ^ H o existuje a e AL tak, že a J> 0. Faktor
grupa s tímto částečným uspořádáním je částečně uspořádanou grupou; nazýváme ji 
p-faktorgrupou. £>-faktorgrupa G/H je dokonale uspořádána, když pro libovolné A e G/H, 
A > H, platí a > 0 pro všechna a eA. 

Platí ty to věty: 
Věta 1. Částečné uspofádaná grupa G je douspofadatelná, když a jen když v G existuje 

jednoduše uspořádaný p-ideál H a když existuje subdirektní součet © jednoduše uspořádaných 
grup a zobrazeni p-faktorgrupy G/H na @, které je isotonni a isomorfni (v grupovém smyslu). 

Věta 2. Částečně uspofádaná grupa G je reversibilně douspofadatelná, když a jen když 
v G existuje jednoduše uspořádaný p-ideál H takový, že p-faktorgrupa G/H je (v grupovém 
smyslu i co do uspořádáni) isomorfní se subdirektnim součtem jednoduše uspořádaných 
grup a že p-faktorgrupa G/H je dokonale uspořádána. 

242 



Yěta 3, Částečně uspofádaná grupa G je douspofadatelná právě jedním způsobem, když 
a jen když" v G existuje jednoduše uspofádaný p-ideál H, který má tyto dvě vlastnosti: 

1. Existuje jednoduše uspofádaná grupa ® a 
(*) existuje zobrazení p-faktorgrupy G/H na @, jež je isotonní a isomorfní (v grupovém 

smyslu). 
2. Existuje-li subdirektní součet @ jednoduše uspofádaných grup s vlastností (*), pak 

uspořádání v © je jednoduché. 
Některé z následujících charakterisací douspořadatelnosti pro abelovské grupy byly 

již dříve odvozeny jinými autory (a jinými metodami): 

Věta 4. Abelovská částečně uspořádaná grupa se dá douspofádat, když a jen když je bez 
torse. 

Veta 5. Na abelovské částečně uspofádané grupě G jsou následující podmínky ekvivalentnít 
1. G se dá reversibilně douspofádat, 
2. G je subdirektní součet jednoduše uspofádaných grup, 
3. a e 67, na ^ 0 pro nějaké pfirozené n => a ^ 0. 

Věta 6. Na abelovské částečně uspofádané grupě G jsou následující podmínky ekvivalentnít 
1. G se dá douspofádat právě jedním způsobem, 
2. jediná podgrupa nesrovnatelných prvků v G je nulová, 
3. k libovolnému a e G, a =j= 0, existuje n celé tak, že na > 0. 

František Šik, Brno 

SUBDIREKTNÍ SOUČTY USPOŘÁDANÝCH GRUP 

(Referát autora o přednášce konané v „Diskusích o nových pracích brněnských 
matematiků" dne 4. března 1957.) 

Bud G Z-grupa. Prvky x,y e G nazveme disjunktními, jestliže platí \x\ A \y\ — 0. 
Množina A, A C 67, se nazývá komponentou, jestliže existuje množina B CG taková, že 
A je množina všech prvků z 67, které jsou disjunktní s každým prvkem z B. Komponenta, 
která je normální podgrupou, se nazývá normální komponenta. 

Budiž dán systém {Gv} jednoduše uspořádaných grup. Označme x(.) funkci na množině 
indexů v takovou, že x(v) e Gv. Množina všech těchto funkcí (s algebraickými operacemi — 
sčítámm, suprémem a infimem — zavedenými obvyklým způsobem) tvoří Z-grupu, kterou 
nazýváme úplným přímým součtem systému jednoduše uspořádaných grup {Gv}. 

V dalším bude podána charakterisace různých typů Z-podgrup úplného přímého 
součtu ($ systému jednoduše uspořádaných grup {67„}. 

1. Subdirektním součtem, systému jednoduše uspořádaných grup {Gv} se nazývá 
Z-podgrupa G v ©, pro niž platí: k libovolnému av e Gv existuje x(.) e G tak, že ay = x(v). 

Věta. Následující podmmky jsou na l-grupě G ekvivalentní: 
1. G je subdirektní součet systému jednoduše uspofádaných grup; 
2. v G existuje systém l-ideálů {Jv} takový, ze n Jy -= 0 a že l-faktorgrupa G/J je jedno

duše uspofádaná pro každé v; 
3. každá komponenta v 67 je normální. 
Označme Gv množinu všech prvků z (&, pro něž platí x(u) — 0 pro jt* =j= v. 

2, Subdirektní součet 67 systému jednoduše uspořádaných grup {67„} se nazývá B-sub
direktní, jestliže 67 n Gv -= 0 pro všechna v. 
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