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Casopls pro péstovani matematiky, rok. 95 (1970), Praha

POZNAMKA K UZAVRENYM ZOBRAZENIM

VLAsTIMIL PTAK, Praha
(Doslo 20. ledna 1969)

Mezi nejcennéj8i i nejzajimav&jsi prostfedky funkciondlni analysy patfi bezespo-
ru — jak pro sviij dosah tak i pro matematickou eleganci — Banachova véta o otevie-
ném zobrazeni i jeji varianta o uzavieném grafu. Jak upozornil nedavno autor [2],
ob& tyto véty jsou specidlnimi pfipady obecn&j§i véty ,,0 uzaviené relaci a neni
mezi nimi podstatného rozdilu, i kdyZ pfedpoklady nabyvaji zdanlivé odli§nych forem.
At tedy pouZijeme Banachovy véty v té ¢i oné formé&, znana Cast prace k ovéfeni
predpokladil spodiva v dikazu uzavienosti daného zobrazeni.

Ukolem ptedloZené poznamky jest upozorniti na jednu metodu ovéfeni uzavie-
nosti zobrazeni, ktera i v pfipadech dosti sloZitych umozZiiuje vésti diikaz uzavienosti
velmi jednoduchym a ve své abstraktni form& prizraénym zptsobem. K ilustraci této
metody volime vétu o porovnani metod s¢itatelnosti fad, jeden z klasickych ptikladt
pouZiti v&ty o otevieném zobrazeni, obsaZeny jiZ v knize Banachové a dlouha léta
uvadény ve vysokoskolském kursu funkcionalni analysy na Karlové université.

PredloZena poznamka je rozdélena do dvou odstavci. Prvni odstavec rekapituluje
znamé definice a vysledky z teorie s¢itatelnosti, souvisejici s vétou o spojité zavislosti
feSeni nekonecného systému linearnich rovnic na pravé strané. Tato véta je vyslovena
bez diikazu; jeji dikaz provedeme pozdé&ji jako piiklad aplikace abstraktni véty,
kter4 je obsahem druhého odstavce. Vechny definice i vysledky prvniho odstavce jsou
znamé a jsou uvedeny jen pro Uplnost. Druhy odstavec obsahuje abstraktni vétu o pod-
minkéch, za kterych néktera pfirozenym zpisobem definovana zobrazeni jsou uzav-
fena. Jako priklad aplikace této abstraktni véty je uveden diikaz shora uvedené véty.

1. NEKONECNE SYSTEMY LINEARNICH ROVNIC A METODY SCiTATELNOSTI

Vyslovime nejprve hlavni vétu o spojité zavislosti feSeni nekonecného systému
linearnich rovnic na pravé strané. MnoZinu vSech pfirozenych &isel zna¢ime N.

(1.1) Véta. Necht Q je uplny normovany linedrni prostor jehoZ prvky jsou posloup-
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nosti redlnych Cisel y = {y; i € N}. Necht pro vSechna i € N soufadnice y, jsou spo-
Jjitymi linedrnimi funkciondly na prostoru Q.

Bud ddle A matice redlnych Cisel A = {a,; i, k € N} takovd, e pro ka¥dé y € Q
existuje prdvé jedna posloupnost redlnych éisel x = {xk; k e N} tak, %e

1° fada Y ayx, konverguje pro kadé i,

keN
2° pro kaZdé i jest Y ayx, = y.
keN

Polo%ime-li x, = f(v), potom pro kaZdé k jest f, spojity linedrni funkciondl na
prostoru Q.

Tato véta je jist& zajimava sama o sobg&; uvedme v3ak jednu jeji aplikaci na metody
sCitatelnosti. Pfipomefime nejprve nékteré definice.

(1,2) Budi# ddna nekonecnd matice redlnych Cisel A = {a,~,‘; i,k eN}. Rekneme,
%e posloupnost redlnych ¢isel x = {x,; k € N} je limitovatelnd metodou A k ¢&islu y,
JjestliZe

1° pro ka?dé i € N konverguje Fada Y. ayx,,

keN

2° oznacime-li y; soucet Fady Y, ayxy, pak platilim y; = y.

keN ieN

Jisté je ziejmé, co minime slovy ,,posloupnost x je limitovatelnd metodou A*.

Zavedeme nejprve n¥kter4 ozna&eni. Ozna&ime predeviim X linearni prostor viech
posloupnosti realnych &isel x = {x;; ie N}. Na prostoru X zavedeme linearni
formy gq;, i € N, jejichZ hodnoty jsou soufadnice prvki x, takZe q(x) = x . Oznadi-

me E podprostor onéch x € X, pro které existuje vlastni lim x,. Tuto limitu oznaéime
neN

L(x). Je-li dana matice 4, ozna&ime W(A) mnoZinu viech posloupnosti x € X limito-

vatelnych metodou A. Ziejm& W(A) je linearni podprostor prostoru X. Je-li 4 dané

matice, jejiz prvky jsou ay a je-li x € W(4), oznatime M{(x) soudet fady Y. ayx,
keN

a oznatime M ,(x) posloupnost, jejiz soufadnice jsou MP(x). Jest tedy M, linearni

transformaci prostoru W(4) do prostoru E. Vyrok ,,posloupnost x € X je limitova-
telnd metodou 4 k &islu y* znamena tedy totéZ jako x € W(4) a L(M 4(x)) = y.

(1,3) Budte? ddny dvé nekonecné matice A = {ay; i,ke N} a B = {by; i, ke N}.
Rekneme, Ze metoda B je silnéjsi ne# metoda A, jestlize W(A) = W(B).

Vsimnéme si, Ze v piedeslé definici neZddame, aby metoda B limitovala kaZdou
posloupnost, limitovatelnou metodou A4, kde stejnému &islu. Uvidime viak, Ze tomu
tak skuteéné jest pro dosti Sirokou tfidu metod séitatelnosti. K vymezeni této tfidy
budeme potfebovati nékteré dalsi pojmy.

Da se ocekavati, Ze bude rozumné omeziti se na takové metody, pro které posloup-
nosti konvergentni v obvyklém smyslu budou také limitovatelné k jejich limité&.

To vede k nasledujici definici
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(1,4) Metodu pFislusnou matici A nazveme permanentni, jestlife E < W(A)
a plati L(M ,(x)) = L(x) pro kadé x € E.

Matice, pro které pfisluin4d metoda je permanentni, lze snadno charakterisovat.

(1,5) Necht A = {a,; i, ke N} je nekonecnd matice. Potom metoda ji pFislusnd
Jje permanentni prdavé kdyZ jsou splnény ndsledujici tFi podminky.

1° sup Y'|ay| < oo,

i k
20 lim Zaik = 1,
i k

3° lim a;, = 0 pro kazdé ke N.

Diukaz. Oznaéme e posloupnost, jejiz vSechny soufadnice jsou rovny jedné. Pro
kaZzdé n e N oznaéme e, posloupnost, jejiz viecky soufadnice aZ na n-tou jsou rovny
nule, pfi ¢emzZ n-ta je rovna jedné. Ziejmé& podminka 2° je ekvivalentni poZadavku
ee W(A) a L(Me) = 1. Podminka 3° zfejm& znamen4, Ze pro kazdé pfirozené n

jest e, € W(A) a L(M 4e,) = 0. Abychom mohli dikaz dokongit, zavedeme do prosto-
ru E obvyklou normu |x| = sup |x,|. Prostor E, opatfeny touto normou, je tplny
ieN

normovany linedrni prostor, ktery budeme znagit (E, u). Necht nejprve jsou splnény
podminky na$i véty.
Oznatme predeviim B = sup ) |a,l|; plati tedy pro libovolné ie N a libovolné
i k

z € E nerovnost |[M{(z)| < Bz|- Budiz dano x € E a oznatme ¢ = L(x). BudiZ dano
¢ > 0. Existuji pfedeviim pfirozené Cislo n a &isla &, ..., &, tak, Ze prvek m =

= x — e — Y &;e; splituje |m| < /2(B + 1). Pro libovolné i e N bude pak
j=i

M) — & = (M9 - 1) + 3 & MP(e)) + MP(m)
takze

MOG) - o] < [(MPE) — 1) + 3 EMPe)] + 2.
j=i

Z podminek 2° a 3° plyne vak shadno, Ze vyraz v zavorce ma pro i — oo za limitu
nulu. Dokézali jsme tedy, Ze pro ka?dé x € E plati lim MP(x) = L(x).

Necht naopak metoda pfisluin& matici A je permanentni. Je-li dano pevné i e N,
pak pro viechny prvky x Banachova prostoru (E, u) konverguje posloupnost spoji-

tych linearnich funkcionalii g,(x) = Y aux, k limité MP(x). Odtud plyne, Ze MY
k=1

jest spojity linedrni funkcional na (E, u). ProtoZe déle posloupnost M{(x) jest ohra-
ni¢ena pro kazdé x e (E, u), jest sup [M%| < oo, tedy sup ¥ |au| < oo.
i i k

Vzhledem k tomu, co bylo fedeno o podminkach 2° a 3° je tim diikaz dokon&en.
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(1,6) Metoda pFislusna matici A nazyva se reversibilni, jestlife pro ka¥dé ye E
existuje prdvé jedno x € W(A) tak, Ze M ,(x) = y.

Pro reversibilni metody dostavame jako snadny dasledek véty (1,1) nasledujici vétu.

vewe

(1,7) Necht metoda pFislu$nd matici A je reversibilni a necht metoda B je silnéjsi
ne# metoda A. Potom MgM ' jest spojité zobrazeni prostoru (E, u) do sebe.

Diukaz. Protoze prostor (E, u) je uplny, stadi dokazat, Ze zobrazeni MpM;' je
uzaviené v (E, u) x (E, u). Z pfedpokladu reversibility metody A4 plyne, Ze pro
kaZdé y e E existuje pravé jedno x € W(A) tak, Ze M ,(x) = y; jeho k-tou soufadnici
ozna&ime fi(y), takZe fi(y) = gi(x). Podle véty (1,1) jsou viechna f; spojité linearni
funkcionaly na (E, u). Je-li dano pevné i, pak pro kazdé y € E konverguje fada

Pi()’) = k%:v by fk()’)

protoze W(B) > W(4) a p(y) = M “’M;‘ y. ProtoZe prostor (E, u) je uplny a p; je

limitou spojitych linearnich funkcionald Z bufr jest p; spojitym linedrnim funkcio-
nalem na (E, u).

Necht nyni y,,e(E u), necht plati y, —» y, a ziroved MzM 'y, —» z, oboji
v (E, u). Plati tedy pro kazdé ie N

Pi(¥o) = lim p(y,) = im MM 'y, = lim q(MpM;'y,) = z,,

odkud z; = p{y,) = MPM1y,, takie z = MgM'y,. Diikaz je dokonden.
Zavedeme nyni jest® dalsi vlastnost metod limitovatelnosti.

(1,8) Budi¥ ddina nekonecnd matice A = {ay; i, keN} takovd, ¥e limay =
pro vSechna ke N alim ), ay = 1. Necht platt ndsledujici podminka: ‘*
i keN
jestlife 'Y |u;| < 0 a plati Zcxa,,‘ =0 pro vSechna keN, pak o, =0
ieN .
pro vSechna ieN .
Potom podprostor vSech M ,(x), x € E n W(A), jest husty v (E, u).

Diikaz. Predevsim plyne z naSeho pfedpokladu o matici 4, Ze pro kazdé k jest
e, € W(A) a e € W(A). Necht nyni je spln¥na nade podminka a ptitom M (E n W(4))
neni husty v (E, u). Pak existuji &isla ¢o, oy, - - tak, Ze 0 < |o| + Z |oef] < o0 a jest

9(») = ¥ 2:gy) + #%L(y) = 0 pro viechna y € M(E n W(4)). Plau tedy zejména
ieN
pro kazdé ke N
0=9g(Mye) =Y aq i(MA(ek)) + % L(M (&) = };,v“ta ik
ieN te
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odkud plyne a; = a, = ... = 0. Zaroveni

0 = g(M(e)) = aL(M((€)) = % .

Vznikly spor dokazuje tvrzeni.
Poznamenejme je¥té, Ze podminka uvedena v pfedeslé v&té€ znamena vlastné poza-
davek, aby fdky matice A4 byly linedrn& nezévislé v jistém zesileném smyslu.

(1,9) Metoda pFislusnd matici A se nazyvd perfektni, jestlife je permanentni,
reversibilni a spliiuje vlastnost linedrni nezdvislosti z predeslého lemmatu.

(1,10) Véta. Necht metoda pFislusnd matici A je perfektni a budif B permanentni
metoda silnéjsi neZ A. Potom kaZdd posloupnost limitovatelnd metodou A je rovné?
limitovatelnd metodou B a to k témuZ éislu.

Dikaz. ProtoZe metoda pfislu$nd matici A je reversibilni, zobrazeni My;M !
je spojité na (E, u) podle (1,7). ProtoZe A je permanentni, jest E = W(4). Oznaime E,
mnoZinu viech M ,(x) pro x € E. Matice A zfejmé splituje pfedpoklady lemmatu (1,8).
Podle (1,8) jest tedy E, husty podprostor (E, u). JestliZe nyni y € E, jest M;'y € E
a z permanence 4 plyne L(y) = L(M M 'y) = L(M;'y). ProtoZe B je permanentni
a M 'yeE, jest MsMy'y) = L(M;'y). Ob& zobrazeni L(y) i L(MzM'y) jsou
spojita na (E, u) a jejich hodnoty souhlasi na hustém podprostoru E,. Plati tedy
L(MzM'y) = L(y) pro viechna y € E, &im% je diikaz dokongen.

2. UZAVRENA ZOBRAZENI{

V tomto odstavci uvedeme dv& abstraktni véty o uzavienych zobrazenich. Jako
bezprostfedni disledek druhé z nich dostaneme pak vétu o spojité zavislosti feSeni
nekoneénych systémi linedrnich rovnic na pravé strané. Prvni z téchto vét (2,1)
plati dokonce v daleko obecn&jsi form& [4]. Také druhou (2,2) Ize snadno zobecnit
pro prostory B-tplné [3], coZ pfenech4dvame &tenafi jako instruktivni cviSeni.

Nejprve nékolik poznamek k terminologii a oznadeni. Jsou-li E a F dva linearni
prostory a T linearni zobrazeni z prostoru E do F, budeme zna&it D(T) jeho defini¢ni
obor, R(T) jeho obor hodnot a G(T) jeho graf, podprostor kartézského souginu
E x F sestavajici ze viech dvojic tvaru [x, Tx] pro xe D(T). Abychom odlisili
zobrazeni viude definovana od zobrazeni, pro n&z pfipoustime i D(T) rtzné od E,
budeme mluvit o zobrazeni prostoru E do F, jestlize D(E) = F a o zobrazeni z prosto-
ru E do F, jestliZe rovnost D(E) = F nepoZadujeme.

(2,1) Necht E, E,, E jsou metrisovatelné lokdlné konvexni prostory, f, linedrni
zobrazeni z E, do E, f, linedrni zobrazeni z E, do E. Pfedpoklddejme ddle, ?e

1° f, je spojité a D(f,) = E,,
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o > pd ¥ r
2° f je uzaviené v E, x E.
Oznacéme F mno%inu vsech dvojic [xy, x,] takovych, ¥e fix, = f,x,.

Ez—“{2—>E

7
/fl
E,
Potom F je uzaviend v E, x E,.

Dikaz. Necht [x,, y,] € F a [x,, ¥,] = [Xo, ¥o]. ProtoZe x, — x, a f; je spojité,
platif,x, — f,x,. Plati tedy y, = yo af,¥, = f1X, = f1Xo- Z uzavienosti zobrazeni f,
plyne tedy y, € D(f;) a f,yo = f1Xo, takZe [x,, yo] € F.

Poznamenejme, Ze lemma (2,1) plati i za daleko obecné&jsich pfedpokladi.

(2,1’) Necht E,, E, a E jsou Hausdorffovy topologické prostory, f, zobrazeni
2 E  doE, f, zobrazeni z E, do E. Pfedpoklddejme ddle, Ze

1° f, je spojité a D(f,) = E,,
2° graf f, je uzavieny v E, x E.

Potom mnoZina F vsech dvojic [x,, x,] takovych, Ze fixy = f,X,, je uzaviend
vE; x E,.

Dikaz. Pro kazdé [x,, x,] € E; x E, poloZme h(x,, x,) = [x,, fi(x,)] € E, x E
takZe h je spojité zobrazeni prostoru E; x E, do E, x E. Ztejm¥ plati F = h™!(G),
kdeZ G je graf zobrazeni f,.

(2,2) Budte: P, Q, E, F metrisovatelné lokdlné konvexni prostory, L spojité li-
nedrni zobrazeni prostoru F do E, C spojité linedrni zobrazeni prostoru Q do E.
Ddle bud ddno linedrni zobrazeni H z prostoru P do prostoru F, které je uzaviené

vP x F.

P2 . F . E

Predpokldadejme, Ze ke kaZdému y € Q existuje prdvé jedno x € P tak, e LHx = Cy.
Jestlize prostory P, Q, F jsou uplné, pak zobrazeni y — x jest spojité.
Dukaz. PouZijeme ptedeslé véty (2,1), ve které poloZime E, = Q, f, = C, E, =

= G(H); za f, vezmeme zobrazeni, které dvojici [x, Hx] € G(H) pfifazuje prvek
LHx e E. ProtoZe f, je spojité zobrazeni prostoru G(H) do E, je podle (2,1) mnoZina
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viech dvojic [y, z]€ Q x G(H), pro n& Cy = f,z, uzaviend v Q x G(H). Podle
nadeho ptedpokladu je tato mnoZina grafem jistého zobrazeni prostoru Q do G(H).
Z uvedenych predpokladii plyne dale, Ze prostory Q i G(H) jsou tuplné. Podle véty
o uzavieném grafu je tedy zobrazeni y — z = [x, Hx] spojité. Tim spie je spojité
zobrazeni y — x.

Poznamenejme, Ze véta by byla pfimym dusledkem pfedeslé, kdybychom mohli
dokazat, Ze stiperposice Lo H zobrazeni spojitého a uzavieného je uzaviené zobrazeni.
Nesnaz lze obejit tim, Ze misto spojitosti zobrazeni y — x dokaZeme tvrzeni siln&;si,
Ze totiz zobrazem Q do G(H) pfifazujici prvku y e Q prvek [x, Hx] € G(H), je spo-
jité. '

Uvedeme jesté jeden bezprostiedni diisledek véty (2,1°) ve tvaru, ve kterém jej bu-
deme pozdéji potfebovat. V dikazu budeme potfebovat jedno. oznaleni. Jestlize S
je normovany linedrni prostor a T je dand mnoZina, oznaéime ST linearni prostor
viech zobrazeni mnoZiny T'do-S s topologii kartézského soudinu.

(2,3) Necht' P a S jsou metrisovatelné lokdlné konvexni prostory, T a V dané
mnoZiny. Pro katdé veV a te T bud ddn prvek g(v,t, .)€ P’. Pro kazdé veV bud
ddn prvek f(v, .)e S'.

Potom mnoZina vsech dvojic [x, z] € P xS takovych, Ze

f(v, z(t)) = g(v, t, x)

pro vSechna v, t, jest uzaviendv P x S7.

Ditkaz. Zvolme pevné ve Va t e T. Potom zobrazeni, které prvku [x, z] e P x ST
pritazuje &islo g(v, t, x) — f(v, z(t)), jest zfejm& spojitym linearnim funkciondlem
na P x ST. Jeho jadro N(v, t) je tedy uzavfend mnoZina. MnoZina uvedena v nafem
tvrzeni je zfejm& pranikem viech N(v, t) proveVateT.

Lemma (2,3) je oviem specialnim p¥ipadem obecného schématu (2,1). O tom se
presvédtime takto: stadi poloZiti E, = P, E, = ST, E = R"*T. Je-li x € P, potom
f1(x) bude onen prvek R"*T, jehoZ soufadnice na misté v, ¢ jest g(v, ¢, x). Je-li z € ST,
potom f,(z) bude onen prvek R”*”, jehoZ soufadnice na mist& v, t jest f(v, z(t)).
Ziejmé f, i f, jsou spojita viude definovana zobrazeni.

Vyslovime nyni v&tu abstraktni, z niz bezprostfedng plyne zostfeni véty (1,1).

(2,4) Budtez Q, P, S tFi uplné metrisovatelné lokdlné konvexni prostory, T a V
dané mnoZiny, pFi demZ necht T je spoletnd. Pro kaZdé te T bud ddn (t, .)e Q'.
Pro kaxdé v eV bud ddn f(v, .) € S'; mnoZina vSech f(v, .) necht tvoFi totdlni mnoZi-
nu v S’. Ddle bud ddn pro kazdé v a t funkciondl g(v, t, .) € P’. BudiZ u dany prvek
a€S'. Oznadme G mnofinu viech dvojic [x,z] € P x ST takovych, %e f(v, z(t)) =
= g(v, 1, x) pro viechna.v, t. Potom G jest grafem jistého zobrazeni H z P do ST.
Jestli%e z = H(x) a t je dany prvek mnoZiny T, oznacime H(t, x) = z(t).
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Predpoklddejme, e ke kaZdému y € Q existuje prdvé jedno x € P takové, Ze x €
€ D(H) a plati

u(H(t,x)) = c(t,y) pro viechna teT.
Potom zobrazeni y — x je spojité.

Dikaz. Podle (2,3) je G uzaviend v P x ST. Ze G je grafem jistého zobrazenf,
plyne ihned z totilnosti mnoZiny f(v, .), veV. Jest tedy H zobrazeni uzaviené
v P x ST. Vezm&me nyni ve v&t& (2,2) za F prostor S”, za E prostor RT. Protoze T
je spodetna, bude F opét uplny metrisovatelny lokaln& konvexni prostor. Zobraze-
ni La C definujme relacemi

z(.) = u(z(.))
y-e.,y)

Pfedpoklady véty (2,2) jsou pak zfejm& spln&ny.

(2,5) Véta. Necht Q a P jsou uplné metrisovatelné lokdlné konvexni prostory,
jejichZ proky jsou posloupnosti redlnych Cisel; pFedpoklddejme, e ka2dd souradnice
spojité zdvisi na prislu§ném prvku.

Necht A = {ay; i, ke N} je matice redlnych &isel takova, %e pro kaZdé ye Q,
y = {y:; i € N} existuje prdvé jedna x € P, x = {x;; k € N} tak, %e

1° Fada Z aux, konvergu_]e pro kaZdé i,
2° pro kazde i jest Z apX, = ;.

Potom zobrazeni y — x je spojité.

Dikaz. Ozna&ime S Banachiv prostor viech posloupnosti z = {z,; r € N} tako-
vych, Ze lim z, existuje; norma z = sup |z, .
reN
rozenych &isel a polozime pro ye Qa ze S c(t, y) = y, a f(v, z) = z,. PoloZime pro
kazdé x e P

v
g(t, v, x) =kz_:1a,,‘x,‘ )

Funkcional u e S’ definujeme vztahem u(z) = lim z,. Pouiijme nyni véty (2,4).

Zfejm& D(H) jest mnoZina viech x e P takovych, Ze fada Z a,x, konverguje pro
kazdé t e T, pfiCemz

H(t,x) ={Y apx,;; veN}.
k=1
Predpoklady véty (2,4) jsou pak zfejm& spln&ny.
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Summary
A REMARK ON CLOSED MAPPINGS
ViAsTIMIL PTAK, Praha

The article describes a simple sufficient condition for a linear mapping from
a normed space into another to be closed. This condition is used to establish a general
theorem about continuous dependence of solutions of infinite systems of linear

equations on the right hand side. As an application a (well-known) comparison theo-
rem for two summability methods for sequences is deduced.
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