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Casopis pro p&stovini matematiky, roZ. 95 (1970), Praha

POZNAMKA K VETE O SUBSTITUCI PRO RIEMANNUV INTEGRAL

DAvID Preiss, JAROMIR UHER, Praha
(Doslo dne 18. biezna 1968)

V &lanku [5] je uveden elementéarni dikaz (pochazejici od Roy O. DAVIEsE [1])
nasledujici véty o substituci pro Riemanniv integral, kterou dokézal H. KESTELMAN
v préci [3]:

Véta 1. Necht funkce g md Riemanniw integrdl v intervalu {a, b). Zvolme
se<a, b) pevné a polozme G(t) = [; g(w) dw pro vSechna t € a, b>. Necht funkce f
md v intervalu G({a, b)) = E[G(1); t € {a, b)] Riemanniiv integrdl. Potom existuje
Riemanniiv integrdl [© f(G(t)) g(t) dt a rovnd se [$&) f(x) dx.

Tim byla také feSena tloha J. Makika (Casopis pro pé&stovani matematiky 81
(1956), str. 247, uloha &. 2). Tuto tlohu jsme Fesili nezavisle pongkud jinym postupem
touto vétou: ' ’

Véta 2. Necht funkce g md Riemanniw integrdl v intervalu {a, b). Zvolme
s € {a, by pevné a poloZme G(t) = [% g(w) dw pro viechna t € {a, b). Necht funkce f
je omezend na intervalu {c, d) = G({a, b)). Potom plati:

Existuje-li jeden z integrdlit (Riemannovych) [ f(G(t)) g(t) dt, (2 f(x) dx, existuje
i druhy a plati rovnost

f f6@) gl di = [ £(x)dx.

G(a)

Vétu 2 dostaneme z véty 1 a z nésledujiciho tvrzeni:

Tvrzeni: Budte splnény pFedpoklady véty 2 a necht existuje Riemanniiv integrdl
[2£(G(9)) g(¢) dt. Potom také existuje Riemanniv integrdl [? f(x) dx.

Analogicky jako v [5] zachovivame nésledujici imluvy a oznadeni: Je-li v funkce
omezena na intervalu I, pak oscilaci funkce v na intervalu I nazveme &islo osc [v, I] =
= sup o(t) — inf o(t). Jeli I = <{a, b) uzavieny interval, klademe d(I) = b ~ a.

tel tel
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Misto slov ,,Riemanniv integral* hovotfime kratce o integralu atp. Pfi dukazu tvrzeni
pouZijeme podstatnym zpiisobem nasledujiciho kriteria (viz [4], str. 217—8, nebo [5],
véta B):

Lemma. Budi? v funkce omezend v intervalu {a, B). Potom v md integrdl od «
do B, pravé kdyz k libovolnym éislim n, > 0, n, > 0 existuje rozdéleni D intervalu
o, By takoté, Ze soucet délek d(I) vSech intervalii I rozdéleni D, pro né% plati
osc [v, I] > ny, je mensi nez n,. :

Dikaz tvrzeni. V diikazu se miZeme zfejmé omezit na pfipad, kdy f je kladna
funkce.

Budte spln&ny pfedpoklady véty 2 a necht existuje [ f(G(r)) g(t) dt. Bud M takové
gislo, M > 1, M > b — a, Ze plati |g(t)] < M, |f(G(1)) g(1)] < M pro viechna
te{a, b).

a) Budte ¢, 6 dana kladna &isla, ¢ < 1, 6 < %e. Podle lemmatu existuje rozd&leni D
intervalu {a, b) takové, Ze soucet délek vSech intervalt I € D, pro néZ plati bud
osc [g,I] = 6 nebo osc [f(G) g, I] = &, je mensi neZ e. Bud D, systém v3ech inter-
vali rozdéleni D, na nichZ G neni konstantni. PoloZme

D, = {I e Dy;0sc[g,I] < &, 0sc[f(G) g, I] < 6} ,
D, = {Ie Dy; inf|g(t)] > 4¢}, D3 = D, — D,, Dy = Dy — D, .
tel
Je-li I uzavfeny interval, I < <{a, b), a je-li N takové ¢islo, Ze pro vSechna tel je

lg()| £ N, pak pro libovolnad t,,t,e€l je |G(t,) — G(t;)] £ N|t, — t,| a tedy
d(G(I)) £ N d(I). Z definice systému D, D, a odtud snadno plyne, Ze

(1) Y d(G(1)) < e(b — a) + Me < 2Me.

IeD3uDg4

b) Zvolme pevné Ie D, a bud h = mf f(G(t)) g(1), H = sup f(G(7)) g(7). Podle
definice systému D, je mt Ig(t)l > e, osc [g, I] <4, osc [f(G) g. 1] <6, 4. H—
— h < 6. Kdyby funkce g nabyvala na intervalu I kladnych i zdpornych hodnot,
bylo by osc [g, I] > &, coZ neni moZné, nebot & < Je.

Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze g je kladna na intervalu I, a tedy pro
vhodné z > 3¢ je g(I) = (z,z + 8). Pro libovolné tel je proto h/(z + 6) <
< f(G(?)) < H|z, a tedy

h H-—h 0H

= +
z+6 z+4+06 z(z+9)
(2 0) <o

& & &2

IIA

P osc [f, G(I)] < ’;’ -
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c¢) Lemma lze formulovat také takto: BudiZ v funkce omezena v intervalu (o, B
Potom v m4 integral od « do B pravé tehdy, kdyZ k libovoln)'lm gslaim 5, > 0,
n, >0 existuji takové uzaviené intervaly I, 15, ... Ly J 1y J2s ooy Ty 28 o, B =
_UI uUJJ,Zd(JJ)<112azeosc[v I]<mnyproi=1,2,.

i=1 j=1 j=1

Oznaéme I,,I,, ..., I, viechny intervaly G(I),I€D,, a Jy, Js, ..., J, v§echny
mtervaly G(I), I € D3 U D,. Podle definice systému D,, D3, D, je {c, d) = UI v

i=1

v U J;. Jsou-li ny, n, kladna &isla a volime-li napf. & = min (3, n22M), 6 =
= mm (¢/4, €°n(/6M), plyne z (1) a (2) Zd(JJ) <mny osc[f,I;] <n, pro i =
= 1,2, ..., n. Podle lemmatu tedy integral ‘ f(x) dx existuje.
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Summary

NOTE ON THE THEOREM ON CHANGE OF VARIABLE
IN RIEMANN INTEGRAL

Davip Preiss, JAROMIR UHER, Praha

In the paper an elementary proof of the following theorem is introduced:

Let g be Riemann integrable function on {a, b). Let s € {a, by, G(t) = [%g(w)dw
for all tea, b). Let f be a function bounded on {c,d) = G((a, b»). Then, if
either of Riemann integrals [} f(G(1)) g(t) dt, [§5) f(x) dx exists, there exists also
the latter and these integrals are equal.

The proof is based on Davies theorem of [1].
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