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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 88 (1963), Praha 

О РАЗЛОЖЕНИЯХ ПЛОСКОСТИ НА НЕКОТОРЫЕ 
ПОДМНОЖЕСТВА ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ОКРУЖНОСТЕЙ 

ВАЦЛАВ ПОЛАК (Уаскиг РоШс) и МИЛАН СЕКАЛИНА (МПап Зекапша), Брно 

(Поступило в редакцию 25/7 1961 г.) 

В работе исследуются разложения плоскости Е 2 на топологические 
окружности из которых исключено определенное число точек, кроме того 
исследуются разложения» элементами которых являются прямые без ко­
нечного числа точек и разложение внутренности окружности. 

Ояределеше 1. Под разложением плоскости Эвклида Е2 понимаем такую 
систему I непустых подмножеств из Е2, что каждая точка из Е2 принадлежит 
точно одному множеству из Г. 

Определение 2. Под топологической окружностей понимаем подмножество 
из Е 2 гомеоморфное к окружности. 

Определение 3. Пусть / топологическая окружность, Ь с / любое множество 
мощности п, 0 ^ п ^ 2Ко. Тогда множество к = / — Ь назовем топологической 
окружностью типа (п) (топологическая окружность является топологической 
окружностью типа (0)). 

В последующем изложении предполагается, что в Е2 задана некоторая систе­
ма прямоугольных координат. Через М обозначим замыкание множества 
М с: Е 2 в смысле метрики Эвклида. Через 1(к) обозначим внутренность топо­
логической окружности к. 

Теорема 1* Не существует разложение плоскости, при котором все элементы 
разложения являются топологическими окружностями. 

Доказательство. Допустим, что такое разложение I существует. Пусть 
к± еI и х2, х3> ••• е с т ь множество всех точек из Е2 с рациональными коорди­
натами лежащих внутри кривой кг т. е. в 1(к±). Пусть х2 е к2 е I. Пусть хь 

точка лежащая внутри к2> имеющая наименьший индекс. Пусть х1з е к3 е I. 
Вообще пусть определена окружность кп и пусть х^+1 точка лежащая внутри кп 

имеющая наименьший индекс. После того пусть х^+1 екп+1 е1. Множества 
кп и 1(к„) замкнутые и имеет место 

кх и 1(кг) ^>к2 и 1(к2) => ... -э кп и 1(кп) з ... . 

В силу теоремы Кантора ()(кп и 1(кп)) Ф 0. 
л 

14 



Пусть х е 0(кп и 1(кп)). Существует такая топологическая окружность к е I, 
п 

что хек. Пусть у точка имеющая рациональные координаты, у е 1(к). Так как 
для всех п к и 1(к) *у кп и /(&„), то существует такой индекс I, что у = хг. Но 
это противоречие, ибо хь ф кп+х и 1(/сл+1) для всех п, начиная с некоторого ин­
декса N. Итак покрытие I с приведенными свойствами не существует. 

Теорема 2. Пусть п кардинальное число, для которого 1 ^ п ^ 2**°. Тогда 
существует разложение плоскости, элементами которого являются топологи­
ческие окружности типа (п). 

Доказательство, а) Пусть п == 1. Тогда 
пример такого разложения изображен на 
рисунке 1. Его элементами являются даже 
окружности, из которых исключена одна 
точка. 

б) Пусть 2 ^ п < К0. Для простоты 
обозначения докажем теорему для п = 3. 
Доказательство для любого п совершенно 
аналогично. 

Пусть ё > 0. Треугольник имеющий вер­
шины (0,0), (—1<5,1), (|<5,1) обозначим че­
рез Т\. Пусть Тс\ш„шшСк означает треугольник 
имеющий вершины (а, п) (эту вершину 
в дальнейшем изложении будем называть нижней вершиной) и (а — (3/4П) <5, 
п + 1), (а + (3/4П) <5, п + 1). Тогда треугольник имеющий вершины 

(а - (3/4П) <5, п + 1), (а - (3/4П) <5 - (3/4П+1) <5, п + 2) , 

(а - 3/4П +(3/4п+1)<5, п + 2) 

обозначим через Тс\ С к Д, треугольник имеющий вершины 

( а , п + 1 ) , (а-(3/4 п + 1 )<5,п+2). (а + (3/4П+1) <5, п + 2) 

обозначим через ТС1 Скл и треугольник имеющий вершины 

(а +(3/4п)5,п + 1 ) , (а + (3/4П) <5 - (3/4П+1) <5, п + 2) , 

(а+(3/4п)5+(3/4п + 1)<5, п +2) 

обозначим через ТС\ Скш3. Если за исходный взять треугольник Т{ и если опре­
делить вообще треугольник Тс\ .#,)С|с при помощи полной индукции, то получим 
при помощи приведенной конструкции систему з/х треугольников изображен­
ную на рис. 2. При этом в последующем изложении соответствующий символ 
Тс\,...,ск обозначает внутренность построенного треугольника. Его границу 
обозначим через к(Тс\,... >СЛ) и положим 

= Т*\....,скик(Тс\ С к ) . 

Pиc. 1. 

т i 
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Пусть 8{9 8ХХ9 8{2,..., 8с\штттаСп9... система всех связных компонент множества 
В2 — []Т, где соединение разумеется через все Те д#и причем обозначение вы­
берем следующим образом: 5]: есть та компонента, на границе которой нахо­

дится точка (0,0), 8еитлтлСп(п ^ 2) есть та компонента, граница которой имеет 
непустое пересечение с ^(Г/ >Си) г Н(ТС\ С п + 1 ) . Теперь образуем следующую 
последовательность я 1 : Сначала упорядочим нижние индексы (т. е. последова­
тельности (сх,...,-ск) у треугольников ГС*,...,С|С) лексикографически (т. е. последо­
вательность (с ъ ..., с*.) предшествует (с'х...9 с'к,)9 если к<к'9 или в случае 
к = к' если сх = с'х>..., с^ = с'р с3+х < с}+ 1 для подходящего ]). Пусть первым 
членом последовательности п1 является Т{ и Г^ и 5^. Предположим, что мы 
уже определили первых г членов последовательности я;1. Потом возьмем 
Тс?,...,** с наименьшим индексом, который не выступает между первыми г чле­
нами. Тогда пусть ТСиттт%Ск и ТС1тт^Скт2 и Х ^ ^ ^ д является (г -I- 1)-вым чле­
ном последовательности ж1. Легко убедиться, что у членов такой последователь­
ности будет каждое ТеиаштлтСк встречатся точно один раз и каждое 8\и_>Ск не более 
чем один раз. Пусть 8Си.„яСк обозначает область, которая не встречается ни 
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в одном члену последовательности яЧ Читатель легко убедится, что для каж­

дого -5*..,...,,* существует такое е > 0, что 81и„ш$Ск содержит множество 17 кон­

груэнтное с множеством точек, для координат которых имеет место — е ^ 

^ х ^ в, у > О (напр. для 5 ^ можно взять в = |(5). Построим систему V тре­

угольников, которую получим при помощи л/г заменой д на е и перемещением 

точки (0,0) на место точки (с + (2 . 3/4*) <5, /с + 1), где (с, /с) есть нижняя точка 

треугольника ГД Ск. Система этих треугольников лежит в I/ и следовательно 

в -5^.,,..,^ Обозначение будет аналогичное как у треугольников из «я^, только 

с той разницей, что верхний индекс положим равный (1; си ..., ск). Таким же 

образом обозначим связные компоненты дополнения к соединению замыканий 

треугольников из ^относительно множества -5*1,...,ск« При этом через §**с^—>Ск 

обозначим компоненту, имеющую на своей границе точку (с + (2 . 3/4*) <5, к + 1). 

После того определим последовательность ц11С1*""*Ск тем же образом как мы 

определяли я 1 . Обозначим соединение всех систем 7 д л я областей -5сь,..,Ск, ко­

торые не выступают в членах я 1 символом л/2 и соединение последователь­

ностей %1;С1 С1с символом я 2 . Вообще, если определено я/п, то я/п+1 обозначает 

ту систему треугольников, которая получена при помощи л/п таким построе­

нием, каким была при помощи з/х определена я/2. При этом каждому я/п со­

поставлена система я л множеств типа Ти V и 8, где ТкТ внутренности тре­

угольников и 5 одна из образованных компонент. Если обозначим через Рп 

полуплоскость Е((х, у); у й и — 1), то 

В(х; х е X е п\ к й п) => Рп - Е(х ; х е к(Т), Те я/х и ... и я/п). 

Оттуда следует 
к 

(г) Е(х; х е X е пк для некоторо- ?г —? 

го к) = Е 2 - Е(х; х е Н(Т), [(?(АО] < \ # А С ) / 

Тея/к для некоторого к). I \| А / 

При этом области Ти Т и 5 ^ х ^ - Х ^ / ^ 
\ 1 С / \ / попарно не пересекаются и гомео- \ ! / \ / 

морфны множеству Тх и Т2 и 5, _ 

которое определено следующим 

образом (см. рис. 3): Тх внутрен- Р и с - 3-

ность треугольника ВОО, В = 
= ( - | , - | ) , 1) = (~1э0), О = (0,0), Т2 внутренность треугольника ЕР О, 
Е = (1, 0), Р = (|, - | ) , и 5 полуплоскость Е((х, у); у > 0). Пусть А средняя точ­
ка отрезка ^0. Отобразим точки открытого отрезка АВ при помощи отораже-
ния ср на открытый интервал (0, ~п) так, чтобы АС < АСг -=> ср(АС) < (р(АС%) 
и пусть / возрастающее отображение интервала (0, |я) на интервал (0, со). Об­
разуем кривые к так, как изображено на рисунке (кривая симметрична относи­
тельно оси у). Если исключим точки ^, О, Е из каждой из этих кривых, то по­
лучим топологические окружности типа (3), которые образуют разложение 
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области Тг и Т2 и 5. Из гомеоморфизма вытекает, что тоже каждую область 
Хетск можно разложить на топологические окружности типа (3), следова­
тельно и Е(х; х е X е пк для некоторого к). 

00 

Из периметра каждого треуголньика из и $$п исключим концевые точки 

и середину стороны, параллельной оси х. Этим разложим множественное соеди­
нение Е(х; х 6 Н(Т), Те я#к для некоторого к) сторон треугольников на топо­
логические окружности типа (3). Итак имея ввиду (г) получим, что Е2 можно 
разложить на топологические окружности типа (3). 

в) Пусть К0 ^ п < 2*4 Пусть М с Е 2 любое множество мощности п. Пусть N 
такое подмножество положительных вещественных чисел, что саги N -= п и 
мощность пересечения множества N с любим открытым интервалом положитель­
ных вещественных чисел равно п. Пусть 11 система всех окружностей имеющих 
центр в точках из М и радиусы из N. Этих окружностей п. Каждая из них пересе­
кает остальные п окружностей из 1Х. Упорядочим 1± в последовательность со., 
где сос начальное число соответствующее мощности п. Итак 1Х = {к0, ки ... 
..., К,...} V < сог Пусть Р 0 множество всех точек пересечения окружности к0 

с окружностями ки к2,,.., К,... Положим к0 = к0 — Р0. Каждой точке х е Р 0 

сопоставим окружность к(х) е 11 — {к0} таким образом, что х е к(х). Далее 
определим к° = К — Е(}>; УеРо> К Ф к(у))9

 у = *• Множество Е(у; у е Р0, 
К Ф к(у)) п К очевидно не более чем двухточечное и сагё Р0 = п. Пусть 
II < сог Предположим, что для каждого % < ц определена последовательность 
множеств к1,..., к\9... таким образом, что 

(Н) 1. ц < %=>к! => &$, 

2. для V < ^ сап! (К — к^) = п , 

3. V ̂  § сагё (К — &Э = 2Д (где Д мощность соответствующая поряд­
ковому числу ц) и /су — к^ <= ку г> и кх , 

4. ц < %, V ^ У\ => /с* = й*, 

5. *г < <* => ^ п й* = 0, 0 ^ V < соь. 

Для предельного /х положим /с* ==- П к*. Если д не является предельным, то су-
$<и 

ществует # так, что /х = д + 1. Тогда положим /с* = к*. Пусть Р д = /с* п и 1с*. 

Так как саги ( и К п ^ ) = Д̂? сап! (1сд п и &у) = п и &у — к* с &у п и кр то 
* < / * уф;* * < / * 

сагё Р д = п. 

Каждому х е Р д сопоставим такое &*(<̂  > /х), что х е &*. Положим к* = к(х). 
Определим 

1. для Ч < Р ** = **, 2. ^ = / е * - Р д , 

3. Щ = к* - Е();; у е к* п **, Л* Ф Л(у)) для ц > /х. 
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Для последовательности к%, к{, к%,..., к*, ... очевидно имеют место соотноше­
ния (и). Положим к^ = П К. Итак последовательность к%с,..., /с^,... образует 

Ц<С01 

разложение на У /су и саго! (ку — к*1) = п. 
V < Û ) ř 

Pиc. 4. 

Пусть кроме того 12 система всех концентрических окружностей с центром 
в точке из {) ку. Пусть к* е 12 (индекс г означает радиус окружности), Рг мно-

жество всех точек пересечения окружности кг с множеством [] кх. Множество 

Рг имеет мощность п. Положим к] = /с* — Рг. Тогда система {1Со4,. • • > &уь> • • •} и 

и Е(/с̂ ; Г положительное вещественное число) является требуемым разложе­
нием плоскости Е2. 

г) Пусть п = 2К°. Так как точка является топологической окружностью типа 
(2**°) является разложение плоскости Е2 на одноточечные множества требуемым 
разложением. Теорема 2 доказана. 

Замечание 1. От разложения Г можно требовать различные свойства. Оче­
видно, что топологические окружности можно заменить простыми много-

19 



угольниками. Возникает вопрос, если из существования р азложения Г на много­
угольники типа (п), не вытекает некоторое условие для площади или периметра 
этих многоугольников. Рисунок 4 показывает, что нет. Здесь образовано раз­
ложение I на многоугольники типа (3) и заранее дано верхнее и нижнее огра­
ничение для их площади и периметра. 

I X 

Рис. 5. 

Замечание 2. Существует такое разложение I на топологические окруж­
ности к типа (2), что через каждую точку из Е 2 проходит не более чем конечное 
число топологических окружностей к, к е I (даже не более чем 2, см. рис. 5). 

Теорема 3. Пусть п целое неотрыцателъное число. Тогда не существует топо­
логическая окружность к типа (п) такая, что можно плоскость разложить на 
множества конгруэнтные с к. 

Доказательство. Допустим, что такая топологическая окружность к су­
ществует. Соответствующее разложение обозначим через I. Пусть кг е I. По­
ложим 1(к^) = 1(кг). 

а) Сначала покажем, что для никаких двух элементов кь к1 разложения Г не 
имеет место 
(ш) кг и 1(к^) => К; и 1(к^ . 
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Допустим сначала, что в (ш) не имеет место равенство. Тогда существует 
внутренняя точка (т. е. в 1(к)) кривой кь которая не принадлежит к] и 1(к}). До­
пустим, что в (ш) имеет место равенство. Но в этом случае границы обеих мно­
жеств к{ и /(&;), Л3 и 1(к3) равны т. е. кг = к}. Так как число сагё (кь — &г) = 
= саге! (/с,- — /с,-) конечно, то к{ п к] ф 0 и следовательно необходимо к{ = к3^ 

что и есть противоречие. Итак существует внутренняя точка множества к1 и 
и 1(кг), которая не принадлежит к] и I(к^). Так как мера (напр. мера Банаха) 
обеих множеств равна и в силу доказанного получаем, что мера множества 
(кг и 1(/С|)) — (к] и 1(к;)) ненулевая, то мы пришли к противоречию. . 

б) Докажем, что существует точка х, которая принадлежит пересечению 
п + 1 подходящих множеств 1(кк), 1(к^9..., 1(к1п+1). 

Пусть х' е1(к11) п ... п1(к1т), х' е к1т+1. Существует такая круговая окрест­
ность О точки х', что О с 1(кн) п ... г\ 1(к1т). Очевидно О г\1(к1т+1) Ф 0. Итак 
существует точка хеО г\ 1(к1т+1) т.е. х е 1(кк) п ... п 1(к1т+1). Оттуда при по­
мощи индукции вытекает утверждение. 

в) Теперь зафиксируем любую точку х, которая принадлежит пересечению 
п + 1 определенных множеств 1(кк) п ... г\1(к1п+^). Тогда существует такая 
круговая окрестность О точки х, что О с. 1(кк) п ... п1(к1п+1). Определим 
системыГЪГ2 элементов из I следующим образом: Г± = {кк,..., к1п+1}; ке! 
принадлежитГ2 только тогда, когда существует к' еГх и точка аек' — к' так, 
что а е к. Положим Г = Гх и Г2. Так как {} к является нигде не плотным мно-

ЛеГ 

жеством, то множество О — Ц1 к является плотным в О. Каждые две из топо-
кеГ 

логических окружностей ки,..., Е1п+1 имеют конечное число точек пересечения 
(максимально 2п). Множество всех таких точек пересечения обозначим через Р. 
Пусть 35 система всех топологических окружностей к для кеI — Г, которые 
проходит по крайней мере через две точки из Р. Через каждую пару точек из Р 
может проходит максимально 2(2) топологических окружностей к е 25, что 
и вытекает из того, что эти точки пересечения принадлежит к — к (дело в том, 
что всегда кфГ2ж топологические окружности конгруэнтны). Оттуда сагё 35 < 
< К0. Итак существует точка у е О - ^ к. Пусть к* е1, уек*. В силу а) к* 

имеет по крайней мере две различные точки общие с каждым из множеств 
к1т (т = 1, 2,..., п + 1). Так как /с* ф 58, то к* проходит максимально через 
одну точку из Р. Итак число точек пересечения топологической окружности к* 
и множеств к1т равно по крайней мере п + 1. Так как /с* фГ2, то каждая из этих 
точек пересечения является элементом множества К* — /с*. Но это противо­
речие, так как сагё(1е* — &*)•== п < п + 1. Доказательство теоремы 3 завер­
шено. 

Проблема 1: Имеет место теорема 3 и для бесконечных п < 2**°? 

Проблема 2: При доказательстве теоремы 2 мы построили разложение 
плоскости на окружности без п точек, К0 = п ^ 2Ко. На рисунке 1 изображена 
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система окружностей без одной точки, покрывающая плоскость. Существует 
система окружностей без п точек, 2 ^ п < К0, которая является разложением 
плоскости? 

П 

Определение 4. Пусть ^ прямая и 6 ее подмножество мощности п. Тогда 
множество р = # — ^ назовем прямой типа (п). 

Теорема 4. Пусть п натуральное число. Тогда не существует разложение 
плоскости Е2 на прямые типа (п). •. 

Доказательство. Для п = 1 теорема доказана в [1]. Пусть п ^ 2. До­
пустим, что Г разложение плоскости на прямые типа (п). 

Сначала докажем, что через каждую точку плоскости не проходит больше, 
чем п6 прямых р,реХ (р прямая, для которой р гэ р). Пусть через точку х е Е2 

проходит прямые ри ..., рт9 т > п6, ри ...9 ртеЕ9хе ри Тогда очевидно 
хфр2. Пусть Ьи-.^ЧпеЕМ^ ...иц^с\р2 = рг-~ -р2. Пусть 1и...91ге19 

п п п п 

1 = 1 1 = 1 1 = 1 1 = 1 

Число прямых Ци ..,, §и, ?!,..., 1г ^ га + п2(<пъ). Так как т > п6 > | ) + 

+ л3, то среди прямых р2, • -•> Рт существует такая прямая (обозначим ее через 
р)9 что она отлична от прямых Ци ..., ЦЮ1Х>..., 2Г, не проходит через ни одну 
из точек пересечения этих прямых и не является параллельной никакой из них. 
Тогда р пересекает все прямые Ци ..., Цп в точках принадлежащих множествам 
Чи ..., ^п. Так как хфр9 то сагё (р — р) ^ л + 1, что и есть противоречие. 

Далее докажем, что существует бесконечное число направлений прямых 
р9ре1. Пусть существует конечное число таких прямых (их число обозначим 
через т ) , что каждая прямая р9ре19 параллельна некоторой из этих прямых. 
Тогда между прямыми р, р е 19 существует бесконечное число параллельных. 
Обозначим одну такую бесконечную систему всех прямых р, р е Х9 взаимно 
параллельных через Г. Итак Г = {ри р2,...}. Пусть ^и ...9^пеI9(^^ и ... 
... и ^п) п рх = рх — ри Тогда существует точка х е Ци которая не принадле­
жит § 2 и ... и §„ и х е Цг — чи Так как (#1 и ... и #п) п р = р -~ р для бес­
конечного числа р в Г (в силу соотношения сагй (р — р) = п для реI 1), то для 
р* е Г, для которого хер*, имеет место р* еГ. Тогда существует такая точка 
у в р* — р*, что у ^ Зг и ... и Цп. Опять в силу уже приведенных соображений 
у е р**, р** еГ. Но тогда р** Ф р*, р** п р* Ф 0, что и есть противоречие. 

Теперь выберем т = п6(п + 1) 4- 1 любых непараллельных прямых р9 ре I. 
Обозначим их через ри .... рт. Пусть для %и ...9^^еX имеет место 

т т т т 

и(рь ~ Рг) = (Чх ^ -.^ Чг)п ^р^> ЧХ гл\)рг^ 0,..., -1Г п II р г ф 0. 
/ = 1 1 = 1 * = 1 1 = 1 



Возьмем некоторую прямую р,ре!9 различную от прямых р19..., рш, с[19.., 
..., Цг. Тогда прямая р пересекает по меньшей мере п6(п 4-1) прямых из семей­
ства р19..., рт а именно в точках принадлежащих р 1 5 . . . , рот. При этом различ­
ных точек пересечения будет по крайней мере (п6(п + 1))/га6 = п + 1. Эти 
точки пересечения принадлежат р — р и это противоречит равенству 
саго! (р — р).= п. что и мы хотели доказать. 

atd. 

Pиc. 6. 

Замечание 3. Для п = 0 и п _• К0 разложения на прямые типа (п) суще­
ствуют (см. тоже [2]). 

Замечание 4. Таким же образом как определялась топологическая окруж­
ность, можно ввести понятие топологической прямой в Е2 (в обе стороны бес­
конечная линия гомеоморфная прямой). Если п любое натуральное число, то 
существует разложение I плоскости Е2 на топологические прямые типа (п). 
(Построение приведено для п = 3 на рис. 6.) 

В следующем будем изучать разложения Г внутренности I зафиксированной 
окружности к. 

Определение 5. Пусть $ а I любая хорда окружности к (т. е. хорда без своих 
кондовых точек), 5 с: .у любое ее подмножество мощности л. Тогда множество 
г = .у — 5 называется хорда типа (п). (Пишем 8 = !.) 

Теорема 5. Пусть п любое натуральное число. Тогда внутренность окружнос­
ти нелзя покрыть хордами типа (п). 

Докажем эту теорему от противного, при помощи двух лемм. Пусть в обеих 
этих утверждениях I обозначает покрытие области I, элементами которого 
являются хорды типа (п). Сначала докажем следующее утверждение: 

(IV) Пусть а е/. Тогда существует по большей мере п + 1 различных хорд 
1Ь *г 6 I таких, что а е 1( (/ = 1, 2, ..., п + 1). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть существует по крайней мере п + 2 таких различ­

ных хорд *ге19 что а е ^ (* = 1, 2,.. ., я -Ь 2). Очевидно существует такая кру­

говая открытая г-окрестность 0(а, в) точки а, что имеет место 

(V) Ъ е 0(а9 е), I хорда, Ъ €^ => ^ пересечет по крайней мере п + 1 хорд из хорд 

1-1- ?2> •••> м̂ + 2* • - ' ' 

Обозначим Г 0 = {?х,..., *л + 2}- Очевидно Г 0 с Г. Положим Г! = Е(*; ^ е X и 
••»-+2 

пусть геГ0 или 2 п У (^ — Г,-) Ф 0). При помощи матемаяической индук-

ции определим системы Г2,Г3 итд. Очевидно Г 0 с Г1 с: ... с I. Положим 
00 

Г = У Г,-. Г с I, множество Г не более чем счетное и имеет место: 

(VI) Точка с е ? — * для некоторого г е Г => существует такое *' еГ, что се1'. 

Очевидно множество 0(а, г) —. у * не является счетным и оно плотное 
-бГ 

в 0(а,е). В силу (V), (VI) имеем, что для каждой точки Ъ этого множества 
г(а, Ъ) е Г (хорду, соединящую две различные точки а, Ъ внутренности I обозна­
чаем через 1(а, Ъ). Также, если некоторая из точек а, Ъ лежит на окружности к. 
Если существует 5 6 1 так, что 5 = г(а, Ъ), то пишем 5 = 1(а, Ь)). Имеет 
место более сильное утверждение: 

(VII) Ъ 6 1 , Ъ Ф а => г(а, Ъ) е I. 

(Дело в том, что если г(а, Ъ) ф 1, то существует такая точка с е 0(а, г) — \] X, 
*еГ 

что с е *(а, Ь). В силу предшествующего утверждения *(а, с) е Г, но это противо­

речит, так как г(а, с) = г(а,Ъ)) 

Очевидно существует такая 1еТ, что а ф I. Пусть х, у концевые точки этой 

хорды т. е. I = г(х, у)ш Так как %а, х), г(а, у) е X, то можно предположить 

а ф *(а, х). Так как г(а, х) е1, то существуют такие взаимно различные 1%,... 

..., 1пе1, что 

*4 п (1(а, х) - *(а, х)) Ф 0 для I = 1, 2,..., п . 

Очевидно все /| Ф *. Очевидно существует г е * 

так, что для каждого и между х, г есть и е * 

и сагё (?(а, и) п У 1() = п (вытекает из утвер-
*в-» 

ждения (VII) — см. рис. 7). Так как ие1, 

то ие(1(а,и) - х(а,и)) и следовательно сагй 

(1(а, и) - г(а, и)) = п + 1 - противоречие. До­

казательство утверждения (ГУ) этим закончи-

Рис.7. лось. 
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(VIII) Существует несчетная система У с I обладающая следующими свой­
ствами: 

(ос) гх, 12е У, 1Х Ф х2 => 1х п 12 = 0 , ((3) Ь еI => существует 1е & 

так, что Ъ е X. 

Доказательство проведем при помощи построения. Пусть А любое счет­
ное множество плотное в I. Определим &$0 = Е(*; % е I, I содержит по крайней 
мере одну точку из А). В силу (IV) $40 счетное множество. Определим $$г = Е(х; 
Те! я пусть I€^о и л и ? п У (I - /) + 0). При помощи математической ин-

дукции определим системи &$2, $0Ъ,... Очевидно $0О с ^ с . с ! Положим 
00 

«Р/ = ^ ^ . Система «я/ с X счетная и обладает следующими свойствами: 
. / = 1 

(к) аеХеЪ — я4 (эту систему обозначим через $), I е <я/ => а ф I. 

(х) Точка ае1 — I, \е$ существует по большей мере одна \е^ так, что 
а е / (если такая / существует, то даже имеет место а е /). 

(х1) Множества точек {] Х,1 — \} X плотные в I и несчетные. 

Кроме того очевидно $ несчетная система элементов из I (так как «я/ счетная). 
Так как I — и X = \) х является в силу (ш) тоже множество и г несчетным 

гея? * е $ ^еЗ§ 

и плотным в I. Пусть ХиХ2е @1,хг п 12 Ф 0, гх Ф Х2. В силу (1х) и (х) существует 
по большей мере п хорд типа (п) из $0, замыкания которых пересекают хорду 
1Х. Оттуда и в силу (х!) существует такая последовательность {/*}̂ 1 хорд 
и е «я/, что 1ш 1{ = ?! и всегда 11п11 = 0. Не ограничивая общности можно 

I = 00 

предположить, что все 1г взаимно различны и для всех 1̂  п 12 Ф 0. В силу (к) 
и (х) есть х2 п /| с ?2 - х2. В силу (х) точки 12 п /г, ?2 п /7- для / Ф / различ­
ны - противоречие, так как сагё (?2 — Х2) = п. Итак предположение 1± п г2 Ф 0 
привело к противоречию. Следовательно имеют место следующие два 
утверждения: 

(хй) Система 38 имеет свойство (а). 

(хш) Множество ^ X несчетное и плотное в I. 

В силу (хй) существую г такие точки и^ек, что (если обозначить через т1, ш2 

обе дуги, которые определены на окружности к при помощи точек и, V), для 

каждой хорды 1,ХеМ, имеет место X = х(х, у), где хеш1,, уе шг2 (для и = V 

имеем у = и = V). Пусть, скажем, ш?1 дуга ненулевой длины. Тогда концевые 

точки х хорд х, х е & образуют множество плотное в ш?1 (следствие (хп) и (хш)). 

Пусть Ъе1 и для каждого X е 2% имеет место Ъ ф и Если система 3$. такая, что 

и = V, то положим 5 = 1(и, Ъ). В силу предположения не существует / б 0& так, 
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что 1 = 8. Пусть такая I не существует ни в з#. В силу свойств системы ^ су­

ществует такая точка гез, что гф [) X. Так как г е / и ! есть покрытие, то су-
tGJ& 

ществует такая I е Г, что г в X. Так как г ф я&, то X е ^ , и так как каждая хорда 
типа (п) из $ имеет начало в точке м = о, то ? = а — противоречие, так как Ь не 
принадлежит никакому множеству из 38. Итак существует \е л#,\ = 5 . Очевидно 
/ п у г = 0. 

t є $ 

Рис. 9. 

В случае и Ф V построим множества &ъ &2 <= ^ при помощи определений: 

<^1 { 2 ) = Е(г; * € Ш, точки Ь, ^ лежат в равных (различных) областях, на которые 

делит хорда ? область I). Очевидно Шг п Ш2 = 0, 0$г и ^ 2 = @* Докажем, что 

имеет место: 

(XIV) Хи 12 е ^ , Хх 6 ^ 1 ? хх> х 2 их концевые точки на дуге ш?1, х2 между м, хг на 

дуге иг1 -=> 12 е @1 (см. рис. 8). 

(Дело в том, что когда бы было Х2 е ё$ъ то 1Х п 1г Ф 0 — противоречие.) Она-
логично докажется: 

(XV) *15 ^ 2 е ^ , ^ е ^ 2 > х ь хг и х концевые точки на дуге №1,х2 между г, х х на 
этой дуге => %2 е ^ 2 . ^ ' 

Так как множество концевых точек х множеств из 8$ на дуге ш?1 плотное, то 

вытекает из (XIV) и (XV) существование такой точки и> е ид1, что концевые точки х 

множеств из 8$1 лежат на дуге им и концевые точки х множеств из ^ 2 лежат на 

дуге ш;. Положим 8 = х(Ъ, м>). В силу предположения не существует 1е& 

таким образом, что I = 5. Пусть такая / не существует ни в «я/. Тогда ана­

логично предшествующему существует точка г езяхе^ так, что т, е г. Не огра­

ничивая общности можно предположить, что I е Мх. Для концовой точки х 

хорды 1 на дуге ш?1 имеет место, что х находится между и, и> (см. рис. 9). Итак 
5 п I Ф 0. Очевидно каждая хорда хъ Хх е$и концовая точка х± которой до­
статочно близка точке и! пересечет хорду % что противоречит свойству (а). Итак 
существует такая / е «$/, что 1 = 8. Очевидно 1 п [) I = 0. 

Легко проверить, что хорды I (построенные для различных точек Ь ф \) I 

взаимно не пересекаются. *€* 
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Пусть Ъ е I и существует такое X е ^ , что Ъ е ?. В силу (а) такое множество I 
существует только одно. 

Построим систему У при помощи определения У = Е(*; пусть X е $ или X 
некоторое из множеств / е $4 построенных предшествующей конструкцией). 
Легко проверить что У обладает свойствами требуемыми утверждением (уж). 
Этим эта лемма доказана. 

Приступим теперь к самому доказатель­
ству теоремы 5. К заданному покрытию I 
построим систему У с I (как это было сде­
лано выше). Доказательство теоремы будет 
завершенно, если удастся найти множество 
1е1 — У так, что хотя бы одна его концовая 
точка была отлична от точек и, V. Тогда про­
тиворечие легко выведем тем же способом 
как мы завершили доказательство утверж­
дения (.IV). Докажем существование множео Р и с ю, 
тва /; 

Пусть X е У любой элемент из У, точка се\ — X. Существует такая Г е I, что 
с е Г. Очевидно /' ф У. Если хотя бы одна из концевых точек х, у множества Г 
отлична от точек и, V, то достаточно положить / = Г. Итак пусть Г = х(и, V). 
Пусть точка Л е V — Г (см. рис. 10). Очевидно йфЪ. Существует 1Х е 1 , й е 1Х. 
Если 1Х ф У, положим / = /х. Если 1± е У, пусть точка ее /х - /х. Существует 
/2 е I, ее /2. Очевидно /2 ф У, 12 Ф /'. Положим / = /2 и мы готовы. Теорема 5 
доказана. 

Замечание 5. Если п = 0 или К0 = п = 2**°, то покрытие I внутренности I 
окружности хордами типа (п) всегда существует. 

Доказательство. Для п = 0 и п = 2**° утверждение тривиально. Пусть 
К0 = п < 2Ко. Пусть аек, & система хорд 1(а, х), причем х пробегает такое 
множество точек на к, что пересечение каждой дуги 5 с этим множеством имеет 
мощность п, У? система всех хорд / в I параллельных касательной к к в точке а. 
При помощи элементов из ЗГ построим трансфинитную последовательность 
{?д} таким образом, чтобы каждая хорда из ЗГ выступала в этой последователь­
ности точно п раз. Упорядочим элементы из «Й7 в простую трансфинитную 
последовательность {/у}. Если исключим из ?у все ее точки пересечения с хор­
дами х из ЗГ9 получим хорды 1У типа (п). Из хорд системы ЗГ и 3? построим 
хорды типа (п) при помощи трансфинитной конструкции: 

Пусть / хорда с наименьшим индексом в последовательности {/у}, которая 
пересечет хорду Хх. Точку пересечения исключим из хорды 1Х и прибавим ее 
к хорде /. Из последовательности {1У} хорду I вычеркнем. Пусть 5 хорда в новой 
последовательности, имеющая наименьший индекс, пересекающая хорду х2. 
Эту точку пересечения исключим из хорды х2 и прибавим к хорде 5. Хорду 5 из 
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последовательности вычеркнем. Таким образом продолжаем при помощи 
трансфинитной индукции, причем для предельного порядкового числа V после­
довательность хорд определена как множественное пересечение последователь­
ностей принадлежащих порядковым числам меньшим чем V. Так как в после­
довательности {г̂ } хорды повторяются каждая точно п раз, п < 2**°, сагй У? = 2Но 

и в последовательности {1у} каждая из хорд 16 -_? выступает точно один раз, то 
исключим из каждой из хорд г е 3~ точно п точек, между тем, как к каждому из 
множеств 1,1е<& прибавим только одну точку. Таким образом получим по­
крытие I области I, все элементы которого суть хорды типа (п), что и мы хо­
тели построить. 

Замечание 6. Соединением теоремы 4 и 5 получаем следующее утвержде­
ние: Абсолютную плоскость нелзя разложить на прямые типа (п), 1 ^ п < К0. 
Авторам не удалось доказать это утверждение для Евклидова и не Евклидова 
случая одновременно. 
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У^гаЬ 

О К02КХАОЕСН КОУШУ КА Л8ТЁ РООМЖ)2ШУ 
ТОРОЕ001СК1ГСН К К ^ М С 

V. РоьАк а М. ЗЕЮДОША, ВГПО 

V ргас! }&ои зШёоуапу гогЫаёу гоунгу Е2 па 1оро1о$1скё кгияшсе, % тсМ }ъ од.-
§1гапёп реупу ргедет с!апу росе1Ьоёй (к!:ег^ ]е %$ъ рго у&еекпу 1оро1о§1скё кги2-
шсе). Оа1е ^ои &Шёоуапу готккёу, }фсШ ргуку х&ои ргшку Ьех копеспёпо (реу-
пёпо ргедет с1апепо) рос!и. Ъойй. РозксЫ уё!а §е Цкк гогккёи ушггки кгигтсе. 

Зихптагу 

ОИ ОЕСОМР081ТЮШ ОР ТНЕ РЕАШ 1ОТО 8У8ТЕМ8 
ОР 8ЦВ8ЕТ8 ОР ТОРО^ООIСА^ С1КСХЕ8 

V. РоьАк апс! М. 8ЕКА>*ЖА, Вгпо 

ТЬе яие$1:юп& згиШеё ш Йш рарег аге, йгз!, йесохпрозШопз оГ 1ае ЕисШеап 
р1апе Е2 тХо 1;оро1о&юа1 снс1е$ йгош ЛУЫСП а §1Уеп пишЬег — йхес! т асгуапсе — оГ 
рот*з .18 отягШеё; апё зесопй, ап апа1о§ош ргоЫеш \УЙЬ з1хащп1:1шез т${еа<1 оГ 
агсЬз. А йпа1 Шеогехп сопсегпз десотро&Шопз оГ гпе питог о!* а гагс1е. 
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