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Casopis pro p&stovani matematiky, ro€. 85 (1960), Praha

ULOHY A PROBLEMY

K tiloze & 2 polozené Janem Makixem v Casopise pro péstovéni matematiky
roé. 82 (1957), str. 100:

Bud m celé > 1. Necht pro z € E,, a pfirozené 1 e {1, m) znatt symbol x; i-tou souradnici
bodu z, pro A C E,, a « ¢ B, bud A3mnoZina viech x € A, pro néé x; = «.
Rozhodnéte, zda plati tato véta: Bud A Fidkd mérfitelnd mnofina v E,,. Necht katdd mno-
Zina AF (1 = 1, ..., m, « e E;) md jen spoletné mnoho komponent. Potom md A miru 0.
Pozndmka. Podle véty 1 z fldnku J. Marika ,,Pozndmka o Fidkych mmnoZindch v E,,*,
Ltery vydel v tomto Sasopise, roé. 81 (1956), str. 337—341, plati véta pro m = 2.
Jelim > 2, je odpovéd na tuto otdzku zdpornd, jak ukazuje tento piiklad:
Pisme K, = (0,15, K, = K, _; X <0,1> (n = 2, 3, ...). Oznaéme symbolem L,, m-roz-
mérnou Lebesgueovu miru.
Ukézeme, ze ke kazdému prirozenému n = 3 a ke kazdému a ¢ (0, 1) existuje mno-
Zina A o nésledujicich vlastnostech I—III:
I AcK,, A je kontinuum ¥idké v E,,.
I L, 4A=a.
III Pro kazdé « € E; a kazdé piirozené ¢ e (1, n) je mnoZina A% souvislé.
Zvolme tedy a ¢ (0, 1) a piirozené n = 3 pevné. Bud C kontinuum ¥idké v E,, C c K,,

A
L, C = a. Necht C je konvexni obal mnoziny C. Umluvme se, Ze symbol K, — pokud se
nékde objevi jako faktor v kartézském soudinu — vzdy vypustime a polozme

A
B=CxK,,, D=CXxK,_3x{1}.

Pak mnozina 4 = B U D mé vlastnosti I—III. Vlastnost I je splnéna, nebot B, D
jsou kontinua ¥dké v E,, BnD=+=0, BuDCcK,. Déle je L,(BuD)=L,B=
= L,C = a, takZe plati také podminka II. Pro pfirozené 7e<3,n) méme B¥ = C X
X K;_g X {a} X K, _; jestlize ae<0, 1>, B = @ kdyz « ¢ E; — <0, 1). Déle je D% = §
pro & % 1, D} = D, D% = @ kdykoli « ¢ B, — 0, 1),

A
DF = O x Ky X {0} X Kpgoy X {1)
pro & € <0, 1> a prirozend ¢ € (3, n). Vidime, Ze pro 3 =¢ <= jsou mnoziny B, D} ve-
smés souvislé, a neni-li nékters z nich prézdnéd, pak BY n D¢ =+ @; tedy také A% = Bfu D%
je souvisld mnozina.
Je-li koneénd ¢ = 1 nebo ¢ = 2, pak
A
B =0¢ X K,_,, D¥=0%x K, 4% {1}.
Mnozina D% je souvisl4 a v pfipadsé BY == () mé kazdé komponenta mnoziny B¢ neprézdny
prunik s D¢. Mnozina A% = Bf U D% je tudiZ rovnéz souvisld. Tim je podminka ITI ové-
Tena.
J osef Krdl, Praha
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K problémiim &. 1 a 4, poloZenym Janem Makfrrm v Casopise pro péstovani matema.-
tiky, roé. 84 (1959), str. 105 a 374:

Bud Y archimedovsky K-linedl, ktery je zdroves, Banachovym (tj. vplnym normovanym
linedrnim) prostorem s normou ¢. Predpoklddejme, Ze

(1) (@) = ¢(al)
pro ka¥dé a ¢ Y. Rozhodnéte, zda plati implikace
(2) a,beY, 0=a =b= g) = ¢0d).

Odpovéd na tuto otdzku je zépornd, coz ukdzeme na piikladé. Necht ¥ je prostor viech
redlnych funkei s konednou variaci na intervalu <0, 1>; necht Y je linedl vSech spojitych.
funkef z prostoru V. Variaci funkee f na intervalu 0, 1) oznaéme var f. Pro a ¢ V polozme

¢(a) = |a(0)] + vara.
Je zndmo, %e V s normou ¢ je Banachdv prostor. Necht a,eY (n=1,2,...), aeV,
lim ¢(a, — a) = 0. Potom pro kazdé f ¢ 0, 1) plati
N—>0
|@n(¢) — a(¢) — a,(0) + a(0)| < var (@, —a),
la,(t) — a(t)] < var (@, — a) + |a,(0) — a(0)] = pla, —a).
Vidime, Ze lim a,,() = a(t) stejnomérnd, takZe funkce a je spojitd, a ¢ Y. Odtud plyne, ze
>0
prostor Y je uzavieny ve V a tedy uplny.

Pro a, b ¢ Y necht a < b znadi, Ze a(t) < b(¢) pro vSechna ¢ € {0, 1>. Potom je Y archi-
medovsky K-linedl, jestlize pro a ¢ ¥ klademe a () = (a(t)).; snadno se ovéif, Ze a, e Y.
Ukézeme, Ze platf (1). Bud tedy a libovolny prvek z Y. Protoze |a|(0) = |a(0)|, stadi do-
kézat, ze var @ = var |a|. Snadno se zjisti, Ze var |a| < var a. Bud naopak 0 = 4, < t; <
< ... < t;, = 1libovolné dé&len{ intervalu <0, 1. Ke kazdému ¢ (1 < ¢ < k), pro néZ jedno
z élsel a(t;—y), a(t;) je kladné a jedno zdporné, existuje x; ¢ (t i—1> ) tak, ze a(z;) = 0. Mno-
zxna. viech bodi ¢; spolu se vSemi body x; tvori ddlen{ 0 =, < ] < ... < t;, = 1. Potom
z la@;) —alt;o)| = z [a(t )—a,(t,._l)| = z Ha[(t ) — la| tj_l)] < var |a|, takZe je té%
var @ < var |al. Pla.ti tedy (1). Polozfme-h vsa.k pro t <0, 1>

a(t) = sinat, b()=1,
paka,beY, 0 =a < b, p(a) = 2, p(b) = 1 a tedy (2) neplati.

Jan Hejemar, Praha
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