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CGasopis pro p¥stovéni matematiky, rod. 76 (1851)

RECENSE KNIH A CLANKU

KNIHA O VEL’KE) TRADICII SOVIETSKE) TEORIE CISEL
' ST. SCHWARZ, Bratislava.

(Referat o knihe 5. H. [Jenone: IleTepGyprckas mKoJa TeOpHA 4mCed.) 1)

Sovietski matematici vracaji sa vo svojich vedeckych précach neustéle ku
klasikom ruskej matematiky & &erpaji pre svoju précu z bohatych zdrojov domécej
tradicie. To sa javi napriklad vel’mi zretel'ne v editnej &innosti Akadémie vied
S8SR, ktord v posledn ch rokoch opitovne vydala sobrané spisy Cebydeva, Loba-
éevského, K k ukovského, Markova, Krylova, Ljapunova, aplygtmamyoh
Vietei tito klasici, ktori znamena.h sudasne vrchol vtedajéej svetovej vedy, st i dnes
Zivi a aktuslni. Rad déleZitych problémov, ktoré tito riekili, nakiel v praci mladiich
sovietskych matematikov déstojnych nésledovnikov. Obromny rozvoj sovietskej
matematiky vznikly po Vel’kej oktébrovej socialistickej revolicii, tak jasne vyzna-
&eny v dobre zndmej knihe MaremaTnka B CCCP 8a Tpnanats jrer 1917—1947,%)
je predovietkym désledkom starostlivosti s akou socialisticky &t&t podporuje tvor-
&¢iu ginnost svojich vedeckych pracovnikov. Je viak i désledkom zamerne pestova-
ného zdravého navazovania na vel’ké domébce tradicie.

Jednou z knfh, ktorej titel je vo shode s prdve uvedenymi tendenciami, je kniha
popredného sovietskeho dfselného teoretika (pracujiceho v teérii algebraickych &fsel
a v geometrii &fsel) B, N. Deloneho, vyilé v r. 1947 pod ndzvom Petrohradské skola
teérie &isel.?)

Ciel’om tejto kmhy je obozndmit Zir§ie kruhy matematikov {menovite tyoh,
ktori nepracujt priamo v teérii &fsel) so Zivotom a précou niekol’kych vyznasnych
predstavitel’ov ruskej teérie disel a matematiky v8beo.

Kto su tf delni predstavitelia petrohradskej skoly teérie disel? Prvym z nich je
vlastne Leonhard Euler, ktory bol 80 rokov &lenom petrohradskej Akadémie vied,
ktory tu %il, pracoval a vytvoril tu mnohé zo svojich vznadnych diel. No, petrohrad-
skou ékolou teérie &isel v uziom slova smysle naz§va autor &kolu symbolizovand me-
nami oby&'w, Korkin, Zolotarev, Markov, Voronoj a ekte Zijticeho akademika Vinogra-
dova. Rozbor hlavnych préc tychto matematikov tvorf viastny obsah tejto kmh_x

Autor sa hned v ivode omltva, e iba obmedzeny rozsah knihy mu bréni pri-

" brat rozbor préc dalfich vyznadnych vedcov, ktorf sa vyaledkami svojej price radia
po bok spominanym. 8t to napr. fiaci a pokradovatelia petrohradskej skoly, Delone

1) B. H. Jeaone, IlerepGyprckan mKoja Teopwmu gucen. (B. N. Delone,
Petrohradské #kola tedrie &isel), Vydavatel’stvo Akadémie vied SSSR, Moskva-
Leningrad 1947, str. 419, cena 20 r, tird# 3000 exemplérov.

1) ,, Matematika v SSSR za osledngeh) 30 rokov*, orms, Moskva-Leningrad,
1947, str. 1044, cena 51 r, tir&x oogoexempll.rov.

3) B.N.Delone (nar. 1891) bol od r. 1922—1935 profesorom petrohradskej uni-
‘verzity, Je Slenmom-koreSpondentom Akadémie vied SSSR; teraz #ije a pracuje
‘v Moskve. ‘ i
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sém, Venkov, Kuzmin, Tartakovsks), Linnik, nedédvno zosnuly kazafisky matematik -
Cebotarev a tiaci moskovskej dkoly Chindin, Snirelman, Qel’fand.

Treba vopred pripomeniit, e obsahom knihy su iba &iselne — teoretické préce
menovanych matematikov a to oviiem tieZ len hlavné préce. O ostatnej ¢innosti sa
Delone nerozéiruje. Jednak by to bola Gloha nadmieru obtiaina, jednak by rozsah
knihy nevyhnutne mnohonésobne vzaéstol.

U kaZdého z menovanych autorov je najprv kratky Zivotopis v rozsahu 4—6
gtran; potom krati{ alebo dlh&{ rozbor charakteru ich éfselne-teoretickych préc. Po-
dl’a moZnosti je vo viacerych pripadoch (kde to rozsah dovol'uje) viac-menej Gplné
reprodukeia origindlneho znenia préce. Nakoniec je Deloneho kommentér, ktorého
ciel’om je zaradit vysledky a ocenif ich dosah z hl’adiska dalsieho historického a ma-
tematického vyvinu problému. )

Netreba zddraziiovat, Ze Delone vlotil do knihy i kus svojej vlastnej vedeckej
tvorby. Jeho komentére, tvoriace vel’'mi podstatnu &ast knihy, st pisané svieZim
slohom a &ftaji sa vel’'mi I’ahko. Charakteristickym znakom tychto kommentérov
je, ze Delone prekladé v8etky aritmetické (¢asto umele vypadajice) obraty skoro z4-
sadne do jasnej & ndzornej geometrickej reti. To je ostatne v intenciach celej jeho
vlastnej vedeckej tvorby.

Kniha poskytuje vel’'mi dobry pohl’ad do Zivota celej petrohradskej koly; do
vzdjomnych vztahov skoro troch generéeif; do intenzivnej préce jej delngch repre-
zentantov, f#ivo zainteresovanych préve na najtaisich sidasnych matematickych
problémoch. Kde-tu utrisend malitké prileZitostné pozndmka zo stikromnych vzta-
hov, alebo vieobeonejsie tivahy o réznych typoch matematikov, vel'mi osvietuj&
text. Delone dbal starostlivo o to, aby nikde nebolo ani stopy po suchopérnosti.

Vo shode s ciel’om knihy nie je prirodzene podet strén venovanych jednotlivym
predstavitel’om vidy timerny vyznamu aky oni zaujimaji v celkovom vyvine ruskej
matematiky vébec. Cebydevovi st venované strany 5—43, Korkinovi 43—93, Zolo-
tarevovi 93—141, Markovovi 141—196, Voronojovi 196—321, Vinogradovovi 321
af 410.

Na konoi diela je pre nis vel'mi cenny soznam vdetkych préc menovanych
matematikov, majtcich vztah k teérii &fsel.

Nie je préve 'ahké podat primerany prehl’ad o obsahu tejto 400strankovej
knihy. Ved kniha sama je akymsi hodnotenim préc spomenutych vedeckych pracov-
nikov. Ni¢menej vyutijeme tuto prileiitost, aby sme si pripomenuli tie vel’ké z4-
sluhy, ktoré mé petrohradské Skola tedrie dfsel & celéd ruské veda pro rozvoj teérie
8isel a matematiky v8beo. Kde-tu (pokial’ to dovolf charakter preberanych problé-
mov) pokusime sa i naznadif formuldciu a riefenie zésadnych problémov a zaradit
ich do daldieho vyvinu matematiky. Nebude to snad celkom vinou recenzenta, ak sa
to nepodari viade tak, ako by to bolo Zelatel'né,

1.

- Magryrait JInsosua YeGumes (P. L. Jebydev, 1821—1894) bol profesorom
- petrohradskej univerzity po dobu 35 rokov (od r. 1847 do r. 1882). Od r. 1859 bol
risdnym 3lenom Akademie vied. Vynikajtei vedec a stiéasne dobry uditel’ zanechal
trvalé stopy v mnohych odboroch matematiky. Tak napr. v teérii pravdepodobnosti,
v integrélnom poéte, v teérii isel, v tedrii mechanizmov a mnohych ingch odvetvi-
ach. V tom smeru sa Cebydev podobé vel'kym klasikom Eulerovi a Lagrangeovi. Do
teérie disel spada 10 jeho vedeckyoh publikécif. V predlotenej knihe st reproduko-
,vané podstatné dasti jeho dvoch préc ,,O0 onpeneseHAn YACHa MPOCTHX YHCEJI,
He NPEBOCXORAAMHUX RAHHOA BeaMYMHN'‘ (O urdeni podtu prvodisel meniich ako
dané 31alo), 1848 & Mémoire sur les nombres premiers (O prvodislach), 1850.
. m.:li::btva fundamentélny vyznem oboch tyohto préc? Od Euklida po
Usbydeva nebolo o rozdelen{ prvodisel znéme nis iného ako to, e ich je nekonedne



mnoho. Oznadme znakom 7(z) potet prvodfsel < z. Bolo teda zndme iba, #e
limn(z) = + oo. Legendre udal (1808) empiricky vzoreo
Z==® .

z

&) = oo 108366 ®
O odvodeni nebolo oviem redi.
V prvej préci dokézal Cebydey toto: Funkeia ni(z) vyhovuje v intervale (2 o)
nekonetne mnohorazy nerovnosti

Cf dx «.®
(@) > f logz ~ log™x ‘
2

a nekonedne mnohorazy nerovnosti

dz ®.z
J‘l(x) < f log-:c + log"z' .
2

nech je pritom «'akokol’vek malé a n 'ubovol’ne vel’ks.
Z toho plynie, %e je

" En(:::)Sl lim n(m)21

gmeo T T a:—w z_
logz logz
Ak teda existuje limita
' lim 22, @
==
logz

potom je ona nutne rovné &fslu 1. :
V druhej préci sa podarilo Cebydevovi odhadntt ako sa asi odchyluje funkois
x R .
n(z) od foge" Z jeho vysledkov plym?

lo 1

T4to nerovnost bola odvodend (z dne¥ného hl'adiska) alemant.é.rnou, ale vel'mi
vtipnou metédou, Nerovnost (3) mé podstatny vyznam pre rozvoj teérie &sel a zna-
mené vel'’ky medznik v matematike vébec. Oboma gem&lnyrm précami zadina sa
petrohradské Skola tedrie &isel.

Zlepsit numerické konstanty v nerovnosti (8) sa podarilo po vel'kej ndmahe
neskdr Sylvesterovi. Ze limita (2) existuje podarilo sa viak dokézat a¥ 50 rokov
neskdr (1896) nezévisle na sebe (a to komplikovanymi funkdne-teoretickymi metd.
dami) Hadamardovi a de la Vallée Poussinovs.

Zo svojich vysledkov ukézal Cebydev, jednak Ze vzoreo (1) jo prmmpxélne ne.-
sprédvny pre vel'ké z, ]edna.k dokézal — ako prvy — tak zvany Bertrandov postuldt,
te totiZ medzi n a 2n je vidy aspoil jedno prvodislo.

Aky je dalsf vyvin problému o rozdoleni prvodisel odkazujem ditatel’s na refe-
rét prof. V. Jarnéka v 1. dale tohto rotniku Casopisu a na tam oitovami litera-
taru.4)

0,92120 —>— < a(z) < 1,10655 ——. (3)
8z oga

.

4) V. Jarnék, TFi sovsteké knihy o analytioké theorii §fsel, Gmpn pro pldo-
vhi matematiky, ros. 76 (1951), str. 35—868. :
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Ak sa Delone obmedzil vo svojej knihe na dve hlavné prace Cebydevove robil tak
i z toho dévodu, Ze biografif o Jebydevovi vyslo ut mnoho, daleko viac ako o ostat-
nych predstavitel’och ruskej vedy, o ktorych bude v dalsom res.5)

, 2.

Anexcarnp HnkonaeBuu Hoprkus (4. N. Korkin, 1837—1908) predné4sal na
petrohradskej univerzite po dobu skoro 50 rokov. Od roku 1868 tam bol profesorom.
Bol matematikom vel’mi viestrannym. Z jeho Ekoly vysiel rad veducich ruskych
matematikov, napr. tiet Krylov. Z tedrie &fsel napisal v podstate tri préce. Vietky
tieto préce vydal spolu so Zolotarevom, o ktorom bude re¢ niZ&ie. Tieto tri prdce ro-
zober4 Delone dost obéfrne, nakol’ko maly znaény vliv pre vznik a rozvoj celého od-
vetvia tedrie disel.

Ide o aritmetické vlastnosti kvadratickych foriem. Je dané pozitivne definitné
kvadraticks forma s redlnymi koeficientami f(z, ..., #n) = Zagxax 8 diskriminan-
tom D = la,k Dosadzujmedo f(z,, ..., Zn) & (@}, ..., Tn) Vietky mozné n-tice celych
&fsel rézne od n-tice (0, ..., 0). Je zrejmé, Ze pre istt n-ticu (zj, ..., n) nadobuda
forma { najmensiu hodnotu Toto &fslo nazyvame minimom formy f M,. Dve formy,
z ktorych jedna vzniké z druhej linedrnou substituciou s celodiselnymi koeﬁclentaml
8 determinantom -1 nazyvajt se ekwvalentnymx

Je zrejmé, e vietky ekvivalentné formy maji rovnaké minimum. Myslime si
teraz vietky mo#né pozitivne definitné formy v n premennych daného diskrimi-
nantu D. Pre kaZdd z nich sostrojme &islo M,. Oznaéme znakom M hornd hranicu
disel M. Problém znie: néjst dislo M, alebo aspott €0 mo#né ostry odhad shora. Cislo
M mé potom zrejme tito viastnost. Nech f(zy, ..., s) je I'ubovol’né poz. definitné for-
ma s diskriminantom D, Existuje taky bod (x3, ..., Z5) 8 celodiselnymi sﬁmdnicami,
ze f(’lo ceey xﬂ) S M.

“Pre pripad binérnej kvadmtlcke] formy rozriedil tito tlohu uZ Gau.sa Nech
Hz, y) = ax® + 2bxy + cy® je forma s diskriminantom D = b?— ac < 0. Potom
existujt také celé &isla zq, Yo, 0 (2o, ¥o) < VﬂD] Konstanta na pravej strane tejto
nerovnosti sa nedé zlepiif, kedie forma V{[D] (2? + 2y + ¥*) ma diskriminant D
& nadobtida ako najmensiu hodnotu zrejme #isla |/§[D]. Je teda M = |}|D|.

Korkin & Zolotarev riekili ti ista tlohu pre pozitivne definitné formy v n. pre-
mennygch. Podarilo sa im dokézat, ¥e &fslo M spliiuje tiito nerovnost:

=,
§—M-T VD! pre n._2m,

2

3m(m-1)D

Pre n= 2, 3, 4 davaja tieto vzorce presni hodnotu &fsla M. Pre n = 5 uZ nedosté-
vame presntd hodnotu. Korkin a Zolotarev dokézali viak inou cestou, e pre n — & je

éillo M rovné [/-r]

Problém, ktory sme tu nastinili, ukézal sa byt nie préve Pahkym. Ostatne,
svojho M '3 nim nevedeh dobre pohniit ani matematici takého formAtu akym bol

%) Sobrané sp: kzixl.{ Cebylevove vyily ut vo viaceryoh vydaniach v Akadémii vied

SSSB Z noviioh podrobne osvetl'uje jeho Livot z najréznejiich I'udskych i ve-
- knsini!kn. B. E. prm!m«on I1.J1. YeOumes, y4enniit u me-
r (V B melm P. L.Oobylev s pedagog), Yaneraus, Moskva, 1950,



Hermite. Ukézalo sa neskoér, Ze prave tak ako u mnohych inych uloh aritmeticke
tebrie foriem fazkost wlohy rastie vel’mi rychle s rasticim n. Pre n = 6, 7 nasiel
presnd hodnotu é&isla M az Blichtfeld (1926). V poslednom &ase boly néjdené hodnoty
M ipre n= 8, 9.%)

Tymto trom préacam venuje Delone obsirny komentér, v ktorom ukazuje aku
geometricku interpretéciu mozno daf préve formulovanému problému i jeho vy-
sledkom. .

3.

Erop BanoBuu 3osorapes (E. I. Zolotarev, 1847—18178), o ktorom sme préve
hovorili, bol neobyéajne nudanym matematikom. Za vedenia Cebydevd a Korkina sa
stal oskoro natol’ko vyspelym, Ze uz v 21 rokoch bol pripusteny za stikromného do-
centa petrohradskej univerzity. Profesorom sa stal v roku 1876. BohuZial tragick4
smrt (Zelezni¢né nestastie) v 31 rokoch Zivota pripravila matematickd vedu o jed-
noho z vel’mi néddejnych pracovnikov.

Zolotarev publikoval vedecky vlastne len 10 rokov. Za tento pomerne kratky
&as napisal rad vedeckych préoc, z ktorych najddlezitejsie (v podte 10) sa tykaji
teorie &isel.

Este délezitejsie ako jeho préce z teérie kvadratickych foriem st jeho préce
z tedrie algebraickych é&isel.

V tejto recenzii nie je dost dobre moiné podat ani podstatné myslienky jeho
tedrie. Kratko povedané Zolotarev vybudoval v rokoch 1874—1885 teériu delitel’-
nosti celych &isel daného algebraického &iselného telesa, ktord je ekvivalentné s De-
dekindovou tedriou idedlov. Z dnesného hl’adiska vyvinu algebraickej tesrie ¢&isel jo
délezité, ze Zolotarev prvy krat rozvinul tedriu, ktord dnes nesie ndzov lokélna teéria
idedlov. Tejto témy sa tykajt tri jeho préce a to ,, TeOpns meJHX KOMIIEKCHHX
Yyuced ¢ NPUIOHEHNEM K MHTerpallbHOMY HCYHCIeHHI0 (doktorskd dizertécia,
Cn6, 1874), ,,Sur les nombres complexes* (Bull. de ’Acad. Sci. de St. Pétersbourg
3 série, 24, 1878), ,,Sur la théorie des nombres complexes‘* (Journal de Math. pures
et appliquées, t. 6, 1885). V prvej z tychto préc je ete ist4 nedokonalost, lebo jeho
teéria neplatf pre prvodisla, ktoré delia takzvany index telesa. V dalsich dvoch pra-
cach je viak ukézané ako doplnit tedriu i pre tieto vynimo¢né prvotisla (ktorych
je ostatne v katdom telese iba kone&ny podet). Tedria algebraickych ¢isel bola kon-
com minulého & zagiatkom tohoto storo¢ia, hlavne vplyvom Hilberta, hlboko roz-
vinuté. Vysiel rad knfh. Je pozoruhodné, e v #iadnej z tychto knfh nie si Zolotare-
vove préce spomenuté. Je to tym dudnejsie, e prace Dedekindove (ktorého zésluha
tym nemé byt nijako zmensované) vysly aZ o nieto neskdr, totiz v rokoch 1877 a%
1895. A% sovietsky matematik N.G. Cebotarev (zomr. 1947) upozornil v r. 1925 po-
drobnejsie na Zolotarevove préce v pojednani, ktoré bolo hned prelozené tiez do
angli¢iny a vyslo v americkom &asopise Amer. Math. Monthly.?) -

Dedekindova tedria je vyssie postavens s hl’adiska teoretického, kedZe operuje
pojmami vieobecnejkej koncepcie. Zolotarevova tedria mé viak jednu vel’kd vyhodu.
Umotiiuje numericky vypodet idedlov v katdom konkrétnom pripade. To je nanaj-
vy8 dbleiité, lebo— ako znémo— je otézka numerickych vypostov slabinou alge-
raickej teérie &isel vbbec.

%) Noviie vysledky ako i prisluémi literatiru tohto problému néjde &itatel’
v knihe J. F. Koksma, Diophantische Approximationen, 1937.

7) Z priletitosti vyrodia stych narodenin Zolotareva rozéiril Cebotarev tento 8l4-
nok a uverejnil ho znova pod nézvom ,,06 060CHOBAHAH TEOPHH HAEANOB MO
BoxorapsBy‘* v éasopise YcrtexH MaTeMaTHYeCKAX Hayk, ToM II, 1947, str. 52 at
67. Poznamenajme, %e v tomze &isle toho istého Sasopisu je na str. 22—51 i 8l4nock

* P. O. Kyssumus, }lasus ¥ Hayunada neAreasHocTs Eropa JBanosuua 3osoTapesa
(R. 0. Kuzmin, Zivot a vedecké dirmost E. I. Zolotareva). T
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'V recenzovanej knihe vykladéd Delone na 40 stranéch zdsadné momenty Zolo-
tarevove; teérie v pdvodnej (ale skratenej) forme. V kommentaroch ukazuje na zé-
klade geometrickej interpretacie ekvivalenciu Dedekindovej a Zolotarevovej tedrie.8)

° 4.

Anppeit Aunpeesny Mapkos (4. 4. Markov, 1856—1922), ktorému je veno-
vany #tvrty diel knihy, bol profesorom petrohradskej univerzity od r. 1886. Od
r. 1896 bol rindnym &lenom Akadémie. Jeho vedecké dielo je znadne obsiahle a réz-
norodé, Markov sa zaoberal tedriou &isel, diferencialnymi rovnicami, refazovymi
zlomkami, diferenénymi rovnicami, interpoléciou, teériou pravdepodobnosti a apro-
ximéociou funkeii.

I Markov je Ziakom éebyJevam To sa zradi obzvlést v tedrii pravdepodob-
nosti, v ktorej nadto zaloZil jedno celkom nové odvetvie, majice dnes vel’ky
vyznam najma vo fyzike.

Bolo by iluzornym pokusit sa na niekol’kych desiatkach stran zachytit hl’bku
celej jeho vedeckej ¢innosti. Preto sa i Delone obmedzuje na jedinu z jeho prée, totiz
magisterskd pracu z roku 1880. Jej nazov znie ,,0 GMHAPHWX KBagpPaTHYHHIX Pop-
Max IOJIOMHTEILHOr0 onpepenuteaa’ (,O bindrnych kvadratwkych forméch
skladnym diskriminantom‘‘). Delone hovori, #e t4to préca (vysoko cenena Cebydevom)
patri medzi najhlbsie vysledky petrohradskej &koly tedrie ¢isel, ba dokonca snad
1 celej ruskej matematiky. I ked bola stiéasne uverejnené (francﬁzsky) v Matema-
tische Annalen nenasla pochopenia u sudasnikov. A% v poslednych 10—15 rokoch,
ked uZ bola do znaénej miery vybudované tzv. geometria &isel, dostalo sa jeho dielu
plného ocenenia.

O &o ide? Hore sme hovorili uz o pracach Korkina a Zolotareva o pozitivne defi-
nitnych bindrnych kvadratickych forméch. Korkin a Zolotarev sa zaoberali tieZ
bindrnymi indefinitnvmi kvadratickymi formami (s diskriminantom D > 0). Nasli,
%e &islo M, o ktorom sme howvarili, Je pre takéto formy rovné é&islu V{D T. j. mini-
mum absolatnej hodnoty T'ubovolnej kv. indefinitnej formy s diskriminantom D je

< V $D. Toto &islo sa nedé zlepait, kedze ho dosshuje forma

VD — 2y — y?). , (4)
Medzi formami s D < 0 a D >0 je viak podstatny rozdiel. Pre D < 0 sme nasli
hore M — V}IDI Ak zvolime 'ubovolné &fslo t, 0 < u < 4, potom sa dé dokézat,

Ze je mo#no najst také formy f(z, y), ktorych minimum je presne Vp]D] Celkom
inak je tomu u foriem indefinitngoh (D < 0). Ak vylugime vietky formy ekvivalent-

mé 8 (A), potom horné hranica minfm ostévajicich foriem sa 1lf5i od V-}D o kone¢nu
hodnotu. Je totiZ rovn4 &islu V;-D Pritom tohto minima nadobtda skutoéne forma

V4D(a? — 25y — y?). (B
Z toho vysiel Markov. Jemu sa podarilo ,,predl'2it do nékone¢na‘‘ tento proces
vylugdovania.?) Ak totiz vylutime dalej vsetky formy ekvivalentné s formou (B)
ostani formy, pre ktoré je ¢islo M rovné VH»fD a toto minimum nadobuda forma

V— (62 — 1lzy — 5y?).

®) Sobrané spisy Zolotarevove vydala v roku 1932 Akadémia vied SSSR. Tvoria
dva sviizky; obsahuja 20 vedeckych préic a vel’'mi obsiahlu korespodenciu, menovite,’
8 Korkipem (64 dopisov).

9) Moino tedy povedat, e u foriem s D < 0 tvoria minima akésx dmkrétne
,,spektrum“ u foriem 8 D > 0 8pojité ,,spektrum ‘.
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Markoy viak dokézal podstatne viac. Cisla 4, 4, 43}, ...'st prvé éleny klesajt-
cej postupnosti &isel a;, &g, &3, ..., ktord ma tieto vlastnosti: a) Ku ka2dému &fslu ox
existuje trieda idenfinitnych bmémych kv. foriem s diskriminantom D, ktorej

minimum sa rovné Va,c D. b) Ak pre nejaku triedu bindrnych indefinitnych kv.
* foriem s diskriminantom D Ziadna z foriem neméze pre celé z, y nadobiidat hodnét

mensich ako Vo‘kD potom minimum tejto triedy sa rovna ]ednomu z &isel Voch

ch,D v ]/ockD c¢) Postupnost ¢&isel x; konverguje k ¢islu 4. Pritom existuje ne-

koneéne mnoho tried indefitnych bin. kvadr. foriem s diskriminantom D, pre ktoré
je minimum %VD. d) Vietky &isla ok su tvaru (% — ‘;l—) 1, kde za g treba vziat
také celé &fsla, pri ktorych mé diofantickéd rovnica p? + g2 + 72 = 3pgr nekonedne
mnoho celodfselngch riekenf pre dvojicu p, 7. Cisla g nesii meno Markovovych disel.

Markov dostal tieto vysledky uzivajic metédy retazovych zlomkov.

Delone v obiirnom kommentére (33 stran) ukazuje na geometricky vyznam
problému i Markovovej metédy.

Suitasné tedria &isel sa snazi (ale je zatial’ len v zactiatkoch!) zovieobecnit
Markovove vysledky v dvoch smeroch. Za prvé tym, e uvaiuje kvadratické formy
viac premennych (menovite n = 3, 4). V tomto smere pracuje predovietkym i dnes
(skoro 70 rokov po pévodnej praci Markovovej) americké skola Dicksonova. (V knihe
L. E. Dickson, Studies in the Theory of numbers, 1930, je na stranéch 79—150 rad
docielenych vysledkov, naviazujucich na Markova, ktoré vysledky boly medzitasom
v niektorych drobnostiach uz prekonané). Druha skupina zovieobecneni spodiva
v tom, Ze uvaZujeme indefinitné formy nekvadratické, menovite kubické. Do tohoto
oboru spadé rad pric vynikajacich su¢asnych é&isel'nych teoretikov ako Mordella,
Davenporta, Mahlera a inych, uvetejnenych v poslednych 10—15 rokoch.1%)

5.

T'eopruit ®epgoceenuy Bopouoit (GQ. F. Voronoj, 1868—1908) je odchovancom
a prisludnikom petrohradskej Skoly tedrie ¢isel i ked bol napr. od r. 1894 profesorom
na univerzite vo Varsave. Voronoj pracoval len v teérii ¢fsel. Za pomerne kratkeho
zivote napisal iba 12 préc; jeho préce su vdak zna¢ného dosahu. Na jeho préce na-
vizuji v prvych publikéciach Vinogradov, v niektorych pracach Delone, Zitomirskij
a Venkov.

Za hraniciami boly préce Voronojove do nediavna pomerne mélo zndme. Ak
Delone venuje Voronojovi 120 strén textu ide mu tiez prave o to, sozndmit SirSiu
svetovi vere]nosf, s jeho vysledkami. Nadto tu ide o okruh myslienok, v ktorych
Delone sém najviac vytvoril.

Prvy problém, ktory Voronoj riesil, je konstrukeia bazy celych &isel kubického
telesa. Voronoj doviedol riedenie tohto problému aZ k vzorcom, ktoré sa hodia k nu-
merickym vypoétom. Tieto otézky st detailne prepracované v knihe B. [lenoHe -
M. @apees: ‘‘Teopua uppanuoHagbHOCTeH TpeTselt cremenu‘‘ (B. Delone-D. Fa-
déev, Teobria kubického telesa), ktoru recenzent nemé bohuzial’ k dispozicii.

Dalsia — a to prvotriedna — préca, ktord bezprostredne stvisi s teériou
kubického telesa mé nézov: ,,006 onHoM 0000umeHnH anropudmMa HempepLHBHHX
ApoGeft” (O zovieobecnenf algoritmu refazovych zlomkov), doktorskd dizertéocia,
Varsava, 1896. V tejto préciudal Voronoj metédu, ako najst tak zvané fundamentéine
jednotky kubického telesa (a to pre pripad kladného i zéporného diskriminantu).

Zékladné veta o existencii a struktire mnoziny jednotiek obecného alg. &is.
telesa hola dokézané u% Dirichletom (1846). Tento dokaz ddva zdsadne tie? moznost

10) Vysledky tejto druhej skupiny problemov neboly este kniZne spracova.ne
a 81 roztrusens iba po &asopisoch. Niekol’ko mélo vysledkov s prisluinou literatiirou
najda sitatel’ v knihe Hardy-Wright, An introduction to the Theory of Numbers,

1945 (menovite na str. 399). N
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po konednom poéte krokov ndjst systém fundamentélnych jednotiek telesa. V kon-
krétnych pripadoch viak hl’adat jednotky podl’a tejto metody je prakticky nemoz-
né. Ako sme uZ hovorili alg. teéria &isel sa hemii pripadmi, kde od existenéného do-
kazu ku skuto¢nej konstrukcii je znadny skok. Preto matematici algoritmického
razenia (a takym bol i Voronoj) sa s tym nespokojuju a hl’adaju algoritmus, ktory
vyluduje skukanie, alebo aspoi potet skiiSok obmedzuje na minimum. V tomto pri-
pade je tito otézka obzvlast akutna. Je dobre znéme, e hl’adanie fundamentélnej
jednotky kvadratického telesa (diskriminantu D) sa redukuje na riesenie tzv. Pello-
vej rovnice 23 — Dy® = 1. T4ato rovnica sa rieki elegantne metédou retazovych zlom-
kov. Problém, ktory si Voronoj postavil (a ktory ostatne trapil uz Jacobtho) je tento:
Je mozno sostavit nejaky algoritmus, ktory by hral v kubickom telese tu ist tilohu
ako algoritmus retazovych zlomkov v telese kvadratickom ? Voronoy’om? sa to sku-
to¢ne podarilo..

Delone venuje vykladu jeho metédy 30 stran. Treba podotknnﬁ Ze tento vy-
klad je geometricky, zatial’ ¢o Voronoj postupuje forméalne aritmeticky. Delone viak
podtrhuje, Ze Voronoj myslel vyslovene geometricky. Priatelia Voronoja vykladaju,
%e v jeho konceptoch sa kupily a navriovaly na seba systémy rovnobeznfikov, valcov,
rovnobeznostenov a najroznejdich geometrickych telies a obrazcov. V tej dobe ne-
bolo vak v méde v otézkach tedrie &isel uzivat geometrickych pojmov. Preto jeho
aritmetickd formulécia je zrejme akymsi kompromisom.!!) Vzhl’adom k tejto a dalsim
précam mozno Voronoja povaZovat vedl’a Minkowskeho za jednoho zo spoluzakla-
datel’ov geometrie ¢isel. Deloneho kommentér je sém o sebe vysokohodnotny, kedze
v jasnej a srozumitelnej forme vedie &itatel’a k hlbdiemu vniknutiu nielen do samot-
ného problému, ale i do metédy geometrie &isel vobec.

Daldou pracou Voronojovou (ktoré je v svetovej literatire dobre znéma) je
jedna otézka z tedrie mreiovych bodov. Oznadme znakom S(n) podet mrezovych
bodov vnutri a na hranici rovinného ttvaru ohrani¢eného osamiz >0,y > 0 a hy-
perbolou zy = n. Dirichlet nasiel (pomerne elementérne), ze pre S(n) plati

S(n) = nlogn + n(2C —1) + O(VE)’

kde C je Eulerova konstanta. Islo o to, néjst lepai odhad pre chybu O(Vﬁ). Voronoj
vo vel’kej (40strankovej) préci nasiel v roku 1903 (metodou tzv. Fareyovych zlom-

3
kov), %e tito chybu moZno nahradit vyrazom O(Vn logn). V dalsom vyvine sa tento
problém ukézal byt neobydajne ,,tvrdym. Kazdé dalsie seba-mensie zlepenie si
vytiadalo vel’kej ndmahy. Presny rdd chyby nie je dodnes znémy.

- Z dalifch prac Voronojovych je vyznamné préca, ktord v konitruktfvnom slova
smysle dovrsuje price Korkina a Zolotareva o hornej hranici M minim M, pozitivne
definitnyeh kvadratickych foriem n premennych. Voronoj odvodil algoritmus ako po
konetnom podet krokov néjst pozitivne kvadraticku formu v n premennych, ktoré ma
&islo M skutoéne za svoje minimum. Tym nasiel v istom smysle (v roku 1907) obecné
riekenie tlohy, poloZenej ddvno predtym Hermitom.

Posledné préca Voronojova ,,Recherches sur les paralleloédres primitifs** vysla
a# po smrti autora v r. 1908 a 1909 v 134- & 136-tom svézku Crellovho Journalu. M4
okolo. 200 stran. Posledné dve préce zapadaju u% vyslovene do geometrie &fsel.
Problém, ktory Voronoj ried je tento: n-rozmerny euklidovsky priestor je tiplne vy-
plneny shodnymi konvexnymi mnohostenmi, nemajtcimi spoloényoh vmitornych
bodov, 8 hranami rovnobeZne uloZenymi. Otézka znie: aké st vietky mo%né typy ta-
kychto mnchostenov.!¥)

11) 40 rokov po Voronojovi uverejnil nemecky matematik Bullig (1939) algo-
- ritmus, ktory je v manohych ohl'adoch celkom analogicky Voronojovej metéde.

’ 11) Napriklad trojrozmerny euklidovsky priestor moZno takto vyplnit kr,%hla-
mi alebo hranolmi o zékladni rovnej pravidelnému Sestuholniku.
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Z jednej Minkowskeho prace plynie, Zo takyto mnohosten musi mat stred su-
mernosti a %e takychto mnohostenov méze existovat len konedny potet. Tento
problém je opiét neobyéajne taiky. Pre n = 5 je do dnesnej doby nerozrieleny.
Voronoj zG%il svoju otdzku tym, e hl’ada iba tak zvané primitivne vyplnenia
priestoru. Tak nazyva také vyplnenia priestoru mnohostenmi, pri ktorom v kai-
dom vrchole sa styka najmensi moZny potet mnohostenov. Ten &inf v n-rozmernom
priestore n + 1. Napriek tomuto zjednoduseniu nesie tdto praca, podl’a slov Delo-
neho, pecat genidlnosti. Voronoj vo svojej praci nasiel a) algoritmus, ako néjst vietky
primitivne vyplnenia n-rozmerného priestoru pre dané n, b) nasiel vietky pr isluiné
mnohosteny umoziiujice primitivne vyplnenie priestoru pre n = 2, 3, 4. .

Na tGto prdcu Voronoja navazuje vo svojich pracach Delone, Zitomirskij
a A. D. Alexandrov. Vysledkom tychto prac je, Ze je dnes problém uplne rozrieSeny
(bez akéhokol’vek obmedzenia) pre priestor dvoj, troj a tvorrozmerny. V kommen-
taroch k tejto praci pojednava Delone (na 20 strénkach) o vysledkoch vlastného
béadania, v ktorom sa mu podarilo vel’mi zjednodusit Voronojove metédy. Tieto
problémy maji zrejme podstatny vyznam pre kridtalografiu.

6.

Poslednym zo Sestice matematikov, ktorych Zivot a pracu Delone v predloZenej
knihe hodnoti, je akademik Ban MarBeeBuu BunorpamoB (I. M. Vinogradov).
Vinogradov sa narodil 1891. Od r. 1920 bol profesorom polytechniky a od r. 1925
univerzity v Leningrade. V r. 1929 sa stal riadnym ¢lenom Akadémie vied & od r.
1932 je riaditel’om Matematického institutu Akadémie vied SSSR.

Vinogradov, jeden z veducich matematikov sudasnej doby, zasvitil svoju pracu
analytickej teorii ¢isel. To je té East tedrie sisel, ktoré uzivak rieseniu svojich problé-
mov metddy matematickej analyzy, menovite prostriedkov tedrie funkeif komplex-
nej premennej. Stylom jeho préace treba Vinogradova jednoznaéne priradif k petro-
hradskej §kole a k vel’kym néasledovnikom Cebyseva. MoZno tak urobit tym skér, Ze
zalozenie analytickej tedrie &isel je vlastne dielom tejto skoly. Prvé dolezité vy-
sledky tohto druhu ndjdeme u Eulera. Tieto pokraduji potom précami Cebydeva,
pracou Voronoja v otdzkach mrefovych bodov a nachddzaji svoje vyvrcholenie
v stitasnej dobe v priacach Vinogradova.

Hlavné zésluha Vinogradova je v tom, Ze nasiel nové metédy, ktoré moino
nazvaf elementérnymi a to v tom smysle, Ze sa v nich uziva metod analyzy &o naj-
menej. To znameni, Ze taZisko pri rieseni problémov sa presunulo do znaénej miery
zpiit do aritmetiky. Pritom st tieto met6dy natol’ko moené, %e vo viésine problémov
davaju vysledky aspoii rovnocenné doterajsim vysledkom, avdak v specidlnych
partidch (ako Waringov problém, Goldbachov problém) doterajsie vysledky pod-
statne a neakane zlepiuju. Vysledky Vinogradovove nie st oviem vytrhnutou kapi-
tolou z matematiky. Vznikly akousi synthézou jeho neobyé¢ajne ostrych odhadov
roznych (napr. trigonometrickych) suétov s vysledkami ingch matematikov, tyka-
jucich sa predovietkym otézok rozdelenia prvodisel -v aritmetickych postupnos-
tiach. Za svoju znameniti knihu ,, HoBuit MeTox B ananuTnyeckolt reopuu yiacen‘
(,,Nova metdda v analytickej tedrii sisel‘, vydala Akadémie vied SSSR, 1937) bol
odmeneny v roku 1941 Stalinskou cenou 1. stuptia. V roku 1945 dostalo sa mu od
Prezidia Najvy#ieho Sovietu SSSR vysokého vyznamenania Hrdinu socialistickej
prace.

V sozname préac uverejnenych do roku 1946 uvédza Delone 108 publikécif & ve-
deckych prée, ktoré vyily v rdznych domécich a zahraniénych &asopisoch. V tychto
pracach studuje Vinogradov tieto hlavné problémy: a) Podet mrezovych bodov
v znadnej obecnej triede rovinnych utvarov, b) podet tried bindrnych kvadratickyoch
foriem, c) odhad najmensicho primitivneho koreria dl’a daného prvoéiselného mo-
dulu, d) problém Waringov, e) prablém Goldbachov, f) odhad Weylovych stdtov,
g) problémy rozlozenia modulo 1, h) odhady réznych inych &pecidlnych sustov.
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Ak sa v tejto recenzii ani nepokusime zaoberat sa bliZgie detailnou formuléciou
tychto problémov, mé to tri hlavné dévody:

a) Je beznddejné v takejto recenzii podat — &o ilen kratky — obraz minulosti
a pritomnosti vietkych tychto problémov. Sam Delone, ktery venuje Vinogradovo-
vyg précam skoro 100 strén, zdoraziiuje, %e sa moze zaoberat iba niekol'’kymi
podstatnymi problémami. Pritom v tejto 8asti knihy i Delone uptsta od detailnej-
sipho uvédzania toho, ¢o bolo v tychto problémoch urobené ingmi matematikmi.
Obmedzuje sa nakoniec na kratky vypotet prac najdéletitejiich spolupracovnikov
! a giskov Vinogradova, ako Cudakova, Mardsanifviliho, Linnika, Kuzmina a
Gel’bkeho.

b) Druhym momentom, ktory ul’ahéuje méjmu svedomiu v tejto veci, je
okolnost, 3e v prvom &fsle tohto roéniku Casopisu podal prof. V. Jarnik znaéne vy-
derpavajuci obraz (priamej i nepriamej) Vinogradovovej &innosti (predovietkym
v otdzkdch Waringovho a Goldbachovho problému). (Vid poznamku pod-giarou %).)
Odkazujem &itatel’a na tito dokladnt a majstrovsky jasne podanu recenziu.

¢) A nakoniec treti dovod. Vinogradov je vedec nachédzajtci sa v plnej sviezesti,
uprostred tvorivej préce. (V septembri tohto roku mu bolo 60 rokov.) Neméze byt
reti o nejakej zdvere¢énej bilancii jeho &innosti. Od r. 1946, kedy konéi obsah Delo-
neho knfzky, uplynulo 5 rokov. Behom tjchto rokov obohatil Vinogradov teériu &isel
o rad novych vysledkov, Niet pochybnosti o tom, Ze akokol’vek dokonaly referat
o celkovej jeho &innosti sa stane skoro prekonanym. To tym skor, Ze Vinogradov sa
zaober4 problémami, ktoré st dnes vyslovene ,,vo varu‘‘. Pritom Vinogradov sém
do znadnej miery diktuje smer tohto napredovania. Ze Delone napriek tomu (a ve-
domy si tejto skutodnosti) pojal Vinogradova do svojej knihy, svedéi samo o obrov-
skom podiele, ktory Vinogradov mal a mé pre rozvoj sovietskej matematiky.

Nakoniec este pér slov o knihe samej. Ako som uZ zddraznil na zatiatku m4
kniha svieii styl a $ita sa — myslim — plynule i odbornikovi, ktorého tatisko préce
nie je zrovna v tedrii &isel. Kniha méze posluZit nielen tym &itatel’om, ktori cheu
ziskat obraz o vysokej urovni sovietskej matematiky a joj skvelej tradicii, ale i tym,
ktor{ pred za¢atim Studia pdvodnych pojednani cheu ziskat prehl’ad o doterajiom
stave a o metédach uZfvanych pri rieSenf mnohych réznych Specidlnych problémov.

H. H. Myczeauweuau: CHHTyJApHHEe MHTErpaJIbHHE ypaBHeHUA. (N..J.
Muscheliévili: Singularni Integrdini rovnice.) OGIZ, Moskva-Leningrad 1946,
str. 468, cena 23 r., tirdz 5000 vytisku.

Tato kniha se zabyvéa theorii singulérnich integrélnich rovnic, které mimo
jiné majf znadnou diilefitost v theorii rovinné pruznosti. (Viz N. I. Muschelisvili:
Nékotorye osnovnyje zadati matématiteskoj téorii uprugosti.)

Kniha se déli na %est kapitol. .

Kapitola I studuje vlastnosti integrélu Cauchyova typu, ktery jest zakladem
tdvah v kapitolach dalsfch. .

Definujme nejprve nékteré pojmy.
Definice 1. UzavFenou linif I nazveme konedny pocet hladkych Jordanovych
jednoduchych ktivek v komplexni rovin® tvofici hranici Jordanovy oblasti.

Zobecnénim linie pfichézime k dalsi definici. ‘

Definice 2. Otevienou linif nazveme konedny pocet disjunktnich, hladkych, jed-
ndduchych oblouku a hladkych, jednoduchych kfivek.

-Daléfm dilefitym pojmem jest podminka O. Héldera.

-Definice 3. Budi# @(¢) komplexni funkce definovanéd na uzaviené linii L.
Funkde p(s) spliiuje podminku Holderovu — fikéme podminku H — jestlize -

‘ I@les) — p(t))] < Aty — t,]#5 12, 8 € L,
" kdy% A je konstenta a u < 1. - .

\
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Definujme nyni integril Cauchyova typu.
" Definice 4. Integrélem Cauchyova typu s hustotou ¢ nazveme integral
_ 1 [ema
T omJ) t—:z
L

D(z)

pro z € L jest brati integral ve smyslu hlavni hodnoty Cauchyho. Snadno se ukéze,
jestliZe @(t) splituje podminku H, hlavni hodnota existuje.

Dalsim dulezitym pojmem jest funkce po ¢astech holomorfni.

Definice 5. Nazveme funkei P(z) po &astech holomorfni, je-li holomorfni
v kazdé komponent$ E — L a je spojité prodluZitelné na hranici kazdé této kompo-
nenty, kdyz E jest komplexni rovina a L uzaviend linie, pfi dem% L jest hranici
Jordanovy oblasti. Spojité prodlouZeni z této oblasti budeme znagit @*(t), pro-
dlouzeni z komplementu @~ (¢).

Jednou z hlavnich vét kapitoly prvé jest nasledujfcf

Véta 1. Necht g(t) spltiuje podminku H, potom funkce

D(z) = 1 f"i')_q‘.t

2riJ t—z .
jest po tastech holomorfni a jest pro ¢, ¢ L

. . 1 d
@) = o) + o [ PO,
1 di
o) = —toto) + 5 [ PO,
L
z ¢eho# plyne, Ze
Dt (t) — D~ (t) = @(t,),
' 1 [ode

niJ t—t,’
L

D (ty) + D (t,) =

Uvedme zde jeité jeden dusledek této véty.
Véta 2. Necht funkce @(z) je po &astech holomorfni, déle d(0) = 0; a
O (t) — D (t) = @(t) na L,
kde @(¢) mé vlastnost H na L. Potom funkce &(z) jest uréena jednoznaéné vztahem
t
L

Dile se zabyva autor dalsfmi vlastnostmi integrélu Cauchyova typu a to jak
pro linie uzaviensé, tak i oteviené.

Hlavnim problémem v kapitole II jest homogenni a nehomogenni Hilbertiv
problém.

Definice 6. Homogennim Hilbertovym problémem nazyvéme tento problém:
Jest urditi funkei @(z) po &éstech holomorfni s p6lem pitedepsaného ¥adu.v bodé
z = o0, aby “
D) = Q)P (¢),

kde G(¢) jest funkee splitujicf podminku H & G(¢) % 0 pro ¢ ¢ L.
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Tento problém prevudl se na vétu 1, resp. 2. Rovnice se pfevede na tvar
1g®D*(t) — logd~(t) = 1gQ(2),
pti ¢em? se uzije dale jednoduchého obratu, aby 1gG(t) spliiovalo podminku H.

Definice 7: Nehomogennim Hilbertovym problémem se nazyvé problém uréeni
funkce &(z) po d4stech holomorfni takové, aby

D (t) = Q)P (t) + g(t),
kde g(t), G(t) vyhovuji podmince H & G(t) 3 0 pro ¢ ¢ L.

Tento problém se fesf celkem snadno pomoci problému homogenniho a véty 2.
Dalsf d4st kapitoly II se zabyvéa singularnimi integrélnimi rovnicemi normal-
nfho typu na uzavienych liniich.

Definice 8. Singulérni integrélni rovnici normélniho typu nazyvéme rovnici
Kp=1,

B(to) pt)de 1 fK(to, t) p(t) dt,
i t—ty, i t—tg
L

kdyz
Ke(to) = A(ty) plty) +

L

kdy# L jest uzaviena linie, funkce 4, B, K(t,, t) vyhovuji podmince H a
S(t) = A(t) + B(t) + O na L,
D(t)= A(t) — B(t) & 0 na L.

Definice 9. Charakteristickou rovnic{ rovnice K = f ﬁazveme rovniei
K= f,
B(t.,) ple)de -
t— 1ty

kdy?
Kop(t) = A(t) plt) + ——

Operéitor Mp
B(to) q)(l) de
Tt
L

Mq’ = A(t,) W('n) + —

budeme nazyvat operatorem charakteristickym.

Nejprve autor provadi uvahy o charakteristické singularni integralni rovnici,
které pak zobecni pro rovnici normélni. Hlavn{ my#lenkou studia charakteristické
rovnice jest pfevod na Hilbertav problém. PoloZme .

1 (p(t) dt

2ni t—z
L

(to) = (p+(‘o) - _(‘o)y

q)(t) dt
:n t—
L

D(z)=

potom podle véty 1

=" (t) + D ()

& problém charakteristické rovnice so pfevede na nehomogenni Hilbertav problém,

phi némiz .
o (4 4+ B)P* — (4 —B) D™ = |.

Normélni singulérn{ rovnice se pfevadi na rovnici Fredholmovu s jidrem s nepod-

statnou singularitou a rovnici charakteristickou. Hlavni myslenkou jest zde tento

postup: Je-li rovnice normélni
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K‘P =f, ! (l)
potom tato rovnice jest v uréitém smyslu ekvivalentnf Fredholmové rovnici tw;m
bud

NKp = Nf, (2)
nebo
KN'P =/,

kde N je jisty charakteristicky operator.

ZdAanlivé jest rovnice (2) ekvivalentni rovnici (1). Ve skute¢nosti viak l1ze uké-
zat, 26 nutné a postadujici padminka pro ekvivalenci rovnie (1) a (2) jest nezépor-
nost t. zv. indexu rovnice. Tento index zévisf pouze na charakteristické rovniei nor-
mélni singulédrni integrélni rovnice. Tento index hraje v theorii singuldrnich rovnic
znaénou tulohu.

V kapitole III jest pouZiti singularnich rovnic pro uréité okrajové problémy.
Pro ilustraci uvedme zde vétu Privalovovu.

Jestlie realnd c¢ast funkce @(z), holomorfni v Jordanové oblasti, jest spomé
prodluzitelna na hranici L a zde spliiuje podminku H, potom i imagindrnf d4st jest
spojité prodluzitelnd.

O dalsich duleutych vétéch, jako na p¥. o vété Vekuové, ktera hrajo podstatnou
tlohu ve Vekuové knize: Novyje metody reienia eliptieskich uravnénij, nebudeme
se zde zminovat.

Hlavni my3lenkou je zde opét pievod na singulédrni rovnice a problém Hil-
bertav.
Prvé tii kapitoly tvori prvou ¢ast knihy zabyvajici se uzavienymi liniemi.

Kapitola IV fesf problém Hilbertuv pro linie oteviené, kapitola V se za-
byvé singulérnimi rovnicemi pro linie oteviené. Zavéretné kapitola VI zobeetiuje
déle vysledky a to problém Hilbertiv pro ndkolik funkei a zobeciiuje theorii singu-
lérnich rovnic na systémy rovnic.

Kniha Muschelisviliho jest vyznamnou praci nejen po strance theoretické, ale
zejména zékladem modernf theorie rovinné pruznosti mimo jinych dulezitych apli-
kaci. Jest uréena pro aspiranty a studenty vyéélch ro¢niku fysikélné-matematickych
fakyult a pro inZenyry theoretiky. Jest psina ve velmi srozumitelné a jednoduché
formé. Predpoklddéd v podstatd pouze znalost zékladi theorie funkei komplexni
proménné a zéklady theorie Fredholmovych intagralnich rovnie.

Jest velkou 8kodou, Ze tato kniha jest u nés pouze v nékolika exempla¥ich,
nebof je&ts s dilem téhoz autora ,,N&kotorie osnovnye zadadi matematiteskoj teorii
uprugosti‘’ jest zékladem moderni theorie matematické rovinné pruznosti.

Ivo Babudka, Praha.

I1.C. Aaexcandpce: Bpepenie B O0IUYI0O TEODHIO MHOMECTB M (GyHKOMHA.
(P.S. Alexandrov: Uvod do obecné theorie mnoZin a funkci.) OGIZ, Moskva-
Leningrad 1948, str. 441, cena 8,6 r., tird% 25 000 vytiska. :

Kniha pojednavéd o matematické discipling, kterd svym velkym vlivem na
rozvoj matematiky v poslednich padesiti letech si ziskala misto ve vyudovéni na
universitdch a vyssich pedagogickych ugilistich.

Kapitoly 1, 2, 4, 5 tvoii.souvisly celek elementarndjsiho rézu.

V 1. kapitole se ¢tendt dovida o zékladnich pojmech z theorie mnoZin & nej-
jednoduddich mnoZinovych operacich, o pojmu zobrazeni, mohutnosti, uspofddani
a spodetnosti mnoziny,

'V 2. kapitole se zavaddji redlné &¢isla pomoof Dedekindovyoh ez a dokazuje se
nespodetnost mnoZiny redlnyoh &isel, Tato kapitola je nutnym zékladem ke kapi-
tole 5, jejim obsahem jsou duleZitdj#i viastnosti redlngch funkef jedné redlné pro-
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ménné (spojitost, limita, chovani funkce v b odech nespojitosti, nékteré véty o mono-
tonnich funkefch a funkeich s variacf konetnou, véty o limitéch funkénich posloup-
nostf, diilezité Weierstrassova véta o aproximaci spojité funkce pomoci Bernsteino-
vych polynom\‘x véty o derivacich spojité funkce 8 uvedenim van der Wa.erdenova
pfikladu spojité funkce nemajicf derivaci v Zadném bods).

Ve &tvrté kapitole autor seznamuje Stendfe s dileZitymi zdkladnimi pojmy,
tykajicimi se mnoZin na piimce a v roving, jako jsou: oteviené, uzaviené, dokonalé,
husté, #{dké mnotiny, mnoZiny typu F, a G, a mnoziny 1. a 2. kategorie.

Kapitola Sesté prenéaf pojmy ze 4. kapitoly do libovolnych metrickych prosto-
ra a déle definuje souvislost a spotetnou basi prostoru.

Kapitola sedmé je vénovéna kompaktnim a iplnym prostorim. Po definici
kompaktnosti jsou studovéna spojité zobrazeni kompaktt & je dokézéno, %e kaidy
kompaktni metricky prostor je spojitym obrazem Kantorova diskontinua. Dalsi
uvahy uka#i &tendfi, %e kaZdy metricky prostor 1ze doplnit na tplny prostor a kazdy
metricky separabilni prostor lze vnofit do Hilbertova kviddru (Urysohnova véta).

V dodatefch ke kapitole festé a sedmé jsou vylozeny zaklady obecné topologie
& zobecnéno mnoho vét platnych pro metrické prostory. Na rozdil od jinych autora
bikompaktnim prostorem zde Alexandrov rozumi takovy prostor, z jehoZ kazdého
otevieného pokrytf 1ze vybrat pokryti konetné. V téchto dodatcich jsou také uve-
deny Urysohnovy véty o metrisovatelnosti topologickych prostoru a zaveden pojem
topologického soudinu, k ndmuz se vézi Tichonovovy véty o topologickém soudinu
bikompaktnich prostorii a o vnofenf \iplné regulérniho prostoru charakteru z do
Tichonovova kvédru téhoz charakteru.

Tret{ kapitola je pondkud odlifného rézu nez ostatni kapitoly. Na zdkladé po-
znatka z prvni kapitoly pfichézi zde autor k pojmim uspofddané, a dobfe uspofé-
dané mnoZiny, ordinilnim a kardindlnim &fslim. Za predpokladu axiomu vybéru,
ktery je zde uveden v nékolika formulacich, je dokézéna Zermelova véta o moznosti
dobrého uspotédéni libovolné mnoziny.

Kniha je pro sviij jasny methodicky vyklad vzornou uéebnici a velmi dobfe se
hodf k samostatnému studiu. Ponskud obt{Zn&jsf je pouze studium §§ 6. a 7. kap. 3.
a§ 10. kap. 7. tistdnych drobnym tiskem. J e)i pfednosti je mno#stvi piikladu, které
umoztiujf pochopeni probirané latky.

Referat vypracoval kolektiv studentt matein. analysy na Karlov® universits,
kteff ve stud. roce 1950/51 samostatnd prostudovali tuto knihu.

" A. II. Bapwwnuros: Ilepcnextua. (4. P. Barysnikov: Perspektiva.)
ISKUSSTVO, Moskva-Leningrad 1949, str. 132, cena 8,50 r.

Kniha je uréena pro vysoké umslecké skoly a obsahuje létku piredepsanou
osnovami pro pfednisky o perspektlvé na téchto 8koldch. Neobrac{ se tudiz k poslu-
chadum deskriptivni geometrie, nybrz k budoucim architektéum, malffim, grafikim
a jingm uméleim. Proto sé autor iumysln® snazil (jak sém v predmluvé zduraziiuje)
vylotiti 14tku co mo#né ptistupné a srozumitelns bez velikych néroki na predbszné
znalosti z geometrie; hlavnf diraz klade na uzitf perspektivy v praxi raznych ums-
leckych oborti. PFesto bude dobfe, kdyZ se i nasi deskriptivafi seznami 8 obsahem
tét,o knizky.

- Utebnice se nejprve struéné zmifiuje o zdkladnich zobrazovacich methodéch
deskriptivni geometrie dalezitych pro umslee, t. j. o promitani Mongeovs, o pravo-
Ghlé a kosotihlé axonometrii a jejich zvlé§tnich p¥{padech. Potom autor vyklddsd —
bez explicitniho zaveden{ nevlastnich prvki — zékladni zékony ‘stiedového pro-
mfiténi, aniZ by je ptesnd a soustavn® vyvozoval Té%istd knihy jo ve vykladu riz-
nych konstrukel a jejich tprav v b&2né praxi architekta a malife. Podrobnd probiré
autor prusetnou methodu a jeji poutiti p¥i konstrukei perspektiv m‘ehxwktur, inte-
rieurt a detaild ataveb (schody, #msy a pod.). Kroms$ perspektivy kruznice je v kni-
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ze také vylozena konstrukce perspektivnich obrazi rotadnich tdles; jejich zdénlivy
obrys se zde sestrojuje jenom jako obalové ¢ara obraza kruhovyoh fezu. Autor také
probiré uZiti siti v praxi architekta i malife a podrobn® rozebird konstrukce stini
jednoduchych geometrickych téles (hranoly, jehlany, vélce, kuZele a rotaéni tdlesa),
hlavn$ p#i rovnobéiném osvétleni; struéns se té% zmituje o konstrukei zrcadelnych
obrazt pfedmétu zobrazenych v perspektivnim obraze. Jedna kapitola je vénovéna
strudné historii perspektivy; je doplnéna fadou reprodukei znémych obrazu starych
italskych mistra i umélen ruskych a sovétskych. U jednotlivych obrazu analysuje
autor jejich perspektivu (volba distance, hlavniho bodu, vy#ky horizontu). Tim
kniha zna¢nd pfipominé nadi krasnou kniZzku prof. Kadefdvka, vydanou v Praze
r. 1922; neobsahuje viak tolik zajimavych podrobnosti jako kniha Kadefavkova.
Posledni kapitoly knihy jsou vénovény perspektivé kreslffské, reliefnf, divadelnf
a cylindrické. Dost podrobné vyklada autor konstrukei panoramat a dioramat.
Kniha obsahuje tedy znaéné mnozstvi latky a p8knd ukazuje uziti deskriptivni
geometrie v préci architekt, malifa a jinych umsélei. Proto se ji miZe dobie uZfti
nejen na Skoldch umdleckych, nybrz i pfi vyudovéni deskriptivni geometrie na
gymnasiich (ve IV. t#idé) tim spise, Ze vyse zminéné kniha prof. Kadefavka je ddvno
rozebrana. - E. Kraemer, Praha.
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