
Časopis pro pěstování matematiky

Recense knih a článků

Časopis pro pěstování matematiky, Vol. 76 (1951), No. 4, 291--305

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108421

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1951

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/108421
http://project.dml.cz


Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 76 (1951) 

RECENSE KNIH A ČLÁNKŮ 

KNIHA O VEťKEJ TRADÍCII SOVIETSKEJ TEORIE ČÍSEL 
ST. SCHWARZ, Bratislava. 

(Referát o knihe E. H. fiejwne: IIeTep6yprcKafl mKOJia TeopHH nnceji.) l) 

Sovietski matematici vracajú sa vo svojich vědeckých pracaoh neustále ku 
klasikom ruskej matematiky a čerpajú pře svoju prácu z bohatých zdrojov domáoej 
tradicie. To sa javí například vel'mi zreteFne v edičněj činnosti Akademie vied 
SSSR, ktorá v posledných rokoch op&tovne vydala sobrané spisy Čebyševa, Loba-
6ev8kého, Kovalevskej, Žákovského, Markova, Krylova, Ljapunova, Čaplygina a inýoh. 
Váetci tito klasici, ktorí znamenali súčasne vrchol vtedajéej světověj vědy, sú i dnes 
živí a aktuální. Rad dóležitých problémov, ktoré tito riešili, našiel v práči mladších 
sovietskych matematikov dóstojných následovníkov. Ohromný rozvoj sovietskej 
matematiky vzniklý po VeFkej októbrovej socialistickej revolúcii, tak jasné vyzna
čený v dobře známej knihe MaTeMaTHKa B CCCP 8a TpHflnaTb JIBT 1917—1947,1) 
je predovšetkým ddsledkom starostlivosti s akou socialistický' stát podporuje tvor-
čiu činnost svojich vědeckých pracovníkov. Je vsak i ddsledkom záměrné pěstova
ného zdravého nav&zovania na veťké domáce tradicie. 

Jednou z knih, ktorej účel je vo shodě s právě uvedenými tendenciami, je kniha 
popredného sovietskeho číselného teoretika (praoujúceho v teorii algebraických čísel 
a v geometrii čísel) B. N. Deloneho, vyšlá v r. 1947 pod názvom Petrohradská Škola 
teorie čísel.*) 

Cieťom tejto knihy je oboznámit širšie kruhy matematikov (menovite týoh, 
ktorí nepraoujú priamo v teorii čísel) so životom a práoou niekoPkých význačných 
představitelův ruskej teorie čísel a matematiky vobec. 

Kto sú ti čelní predstavxtelia petrohradskéj Školy teorie čísel? Prvým z nich je 
vlastně Leonhard EuLer, ktorý bol 30 rokov členom petrohradskej Akademie vied, 
ktorý tu žil, pracoval a vytvořil tu mnohé zo svojich význačných diel. No, petrohrad
skou školou teorie Čísel v užšom slova smysle nazývá autor školu symbolizovánu mě
nami Čebyiev, Korkin, Zolotarev, Markov, Voronoj a ešte žijúceho akademika Vinogra-
dova* Rozbor hlavných práč týchto matematikov tvoří vlastný obsah tejto knihy. 

Autor sa hned v úvode omluva, že iba obmedzený rozsah knihy mu bráni při
brat rozbor práo dalších význačných vedcov, ktorí sa výsledkami svojej práce radia 
po bok sponunaným. Sú to napr. žiaci a pokračovatelia petrohradskej školy, Delone 

x) B. H. JJeAone, IIeTep6yprcKafl mKOJia TeopHH qnceji. (B. N. Delone, 
Petrohradská Škola teorie Čísel), Vydavate lovo Akademie vied SSSR, Moskva* 
Leningrad 1947, str. 419, cena 20 r, tiráž 3000 exemplárov. 

») „Matematika v SSSR za (posledných) 30 rokov", onm, Moskva-Leningrad, 
1947, str. 1044, cena 51 r, tiráž 6000 exemplárov. 

3) B. N. Delone (nar. 1891) bol od r. 1922—1935 proíesorom petrohradskej uni
verzity. Je členom-korešpondentom Akademie vied SSSR; teraz lije a pracuje 
v Moskvě. x 
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sám, Venkov, Kuzmin, Tartakovskij, Linnik, nedávno zosnulý kazaňský matematik 
Ůebotarev a Žiaci moskovskej Školy Chinóin, šnirelman, Oďfand. 

Třeba vopred připomenut, že obsahom knihy sú iba číselné - teoretické práce 
menovanýoh matematikov a to ovsem tiež len hlavné práce. O ostatnej činnosti sa 
Delone nerozšiřuje. Jednak by to bola úloha nadmieru obtiažna, jednak by rozsah 
knihy nevyhnutné mnohonásobné vžaástol. 

U každého z menovanýoh autorov je najprv krátký životopis v rozsahu 4—6 
stráň; potom kratší alebo dlhší rozbor charakteru ich číselne-teoretických práč. Po-
dTa možnosti je vo viacerých prípadoch (kde to rozsah dovoPuje) viac-menej úplná 
reprodukcia originálneho znenia práce. Nakonieo je Deloneho kommentár, ktorého 
oiePom je zařadit výsledky a ocenit ich dosah z hradiska dalšieho historického a ma
tematického vývinu problému. 

Netřeba zdórazňovat, že Delone vložil do knihy i kus svojej vlastnej vedeckej 
tvorby. Jeho komentáre, tvoriace vePmi podstatná část knihy, sú písané sviežim 
slohom a čitajú sa vePmi Pahko. Charakteristickým znakom týchto kommentárov 
je, že Delone překládá všetky aritmetické (často umele vypadajúce) obraty skoro zá
sadné do jasnej a názornej geometrickej řeči. To je ostatně v intenciaoh celej jeho 
vlastnej vedeckej tvorby. 

Kniha poskytuje vePmi dobrý pohPad do života celej petrohradskej školy; do 
vzájemných vztahov skoro troch generaci í; do intenzívnej práce jej čelných repre-
zentantov, živo zainteresovaných právě na najtažších súčasných matematických 
problémoch. Kde-tu utrúsená maličká příležitostná poznámka zo súkromných vzta
hov, alebo všeobeonejšie úvahy o róznych typoch matematikov, vePmi osviežujú 
text. Delone dbal starostlivo o to, aby nikde nebolo ani stopy po suchopárnosti. 

Vo shodě s ciePom knihy nie je prirodzene počet stráň věnovaných jednotlivým 
predstavitePom vždy úměrný významu aký oni zaujímajú v celkovom vývine ruskej 
matematiky vóbec. ČebyŠevovi sú věnované strany 5—43, Korkinovi 43—93, Zolo-
tarevovi 93—141, Markovovi 141—195, Voronojovi 195—321, Vinogradovovi 321 
až 410. 

Na konci diela je pre nás vePmi cenný soznam všetkých práč menovanýoh 
matematikov, majúcich vztah k teorii čísel. 

Nie je právě Pahké podat primeraný prehPad o obsahu tejto 400stránkovej 
knihy. Ved kniha sama je akýmsi hodnotením práč spomenutých vědeckých pracov-
níkov. Ničmenej využijeme tuto příležitost, aby sme si připomenuli tie vePké zá
sluhy, ktoré má petrohradská Škola teorie čísel a celá ruská veda pro rozvoj teorie 
Čísel a matematiky vóbec. Kde-tu (pokiaP to dovolí charakter preberaných problé-
mov) pokusíme sa i naznačit formuláciu a riešenie zásadných problémov a zařadit 
ich do dalšieho vyvinu matematiky. Nebude to snad celkom vinou recenzenta, ak sa 
to nepodaří všade tak, ako by to bolo želatePné. 

1. 
na$HVTHft JlbBOBHH HefonneB (P. L. Čebyšev, 1821—1894) bol profesorem 

petrohradské} univerzity po dobu 35 rokov (od r. 1847 do r. 1882). Od r. 1859 bol 
riadnym členom Akademie vied. Vynikajúoi vedeo a súčasne dobrý učitel* zanechal 
trvalé stopy v mnohých odboroch matematiky. Tak napr. v teorii pravděpodobnosti, 
v integráínom počte, v teorii čísel, v teorii mechanizmov a mnohých iných odvetvi-
ach. V tom směru sa OebySev podobá vePkým klasikom Eulerovi a Lagrangeovi. Do 
teorie čísel spadá 10 jeho vědeckých publikaci! V predloženej knihe sú reproduko
vané podstatné časti jeho dvoch práo „06 onpeaeJieHHH HHCJia npocTHx mučenf 
He npeBOCXOflflmHX aaraott BeJUPiiiHU" (O určení počtu prvočísel menších ako 
dané číslo), 1848 a Mémoire aur les nombres premiéra (O prvočíslach), 1850. 

, V Čein spočívá fundamentálny význam oboch týchto prácí Ód Euklida po 
Cébyitoa nebolo o rozděleni prvočísel známe nič iného ako to, že ich je nekonečno 

282 



mnoho. Označme znakom n(x) počet prvočísel <£aj. Bolo teda známe iba, že 
lim^(aj) = -f oo. Legendre udal (1808) empirický vzorec 

JP—00 

^ - l o g í t - 1 , 0 8 3 6 6 - ( l ) 

O odvodení nebolo ovšem řeči. 
V prvej práci dokázal ČebySev toto: Funkcia n(x) vyhovuje v intervale (2, co) 

nekonečné mnohorazy nerovnosti 

n(x) > j dag a . » 
loga: logna? 

2 

a nekonečné mnohorazy nerovnosti 
x 

n{x)< I K—-- , 
J loga? lognaj 
2 

neoh je přitom <x akokol*vek malé a n PubovoPne vePké. 
Z toho plynie, že je 

, . . . n(x) ^ , , . JI(OJ) ^ ' 
limmf -i—' ^ 1, limsup - ^ 2> 1. 

£-00 g íT*»00 g 

loga: loga: 
Ak teda existuje limita 

Um5^V (2) 
S - 0 0 g 

loga? 
potom je ona nutné rovná číslu 1. 

V druhej práci sa podařilo Čebyševovi odhadnut ako sa asi odchyluje funkcia 
n(x) od -— . Z jeho výsledkov plynie loga? 

0,92129 , — < n(x) < 1,10655 r - í - . (3) 
loga; loga; 

Táto nerovnost bola odvodená (z dnešného hPadiska) elementámou, ale vePmi 
vtipnou metodou. Nerovnost (3) má podstatný význam pře rozvoj teorie čísel a zna
mená vePký medzník v matematiko vdbec. Oboma geniálnymi práčami začíná sa 
petrohradská škola teorie čísel. 

Zlepšit numerické konstanty v nerovnosti (3) sa podařilo po vePkej námahe 
neskdr Sylvesterovi. Že limita (2) existuje podařilo sa však dokázat až 50 rokov 
neskdr (1896) nezávisle na sebe (a to komplikovanými funkčne-teoretickými meto* 
dami) Hadamardovi a děla VaUée Poussinovi. 

Zo svojich výsledkov ukázal Čebyěev, jednak že vzorec (1) je principiálně ne
správný pře vePké x, jednak dokázal — ako prvý — tak zvaný Bertrandov postulát, 
že totiž medzi n a 2n je vždy aspoň jedno prvočíslo. 

Aký je další vývin problému o rozdělení prvočísel odkazujem čitatePa na refe
rát prof. F. Jarnika v 1. čísle tohto ročníku Časopisu a na tam citovánu litera
turu.4) 

4) F. Jarník, Tři sovětské knihy o analytické theorii čísel, Časopis pro pésto-
vání matematiky, roč. 76 (1951), str. 35—65. 
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Ak sa Betone obmedzil vo svojej knihe na dve hlavné práce Čebyševove robil t ak 
i z toho dóvodu, že biografii o Čebyěevovi vyšlo už mnoho, daleko viac ako o ostat-
ných předs tavi te l ích ruskej védy, o ktorých bude v dalšom řeč.6) 

2. 
AJieKCaHAp HHKOJiaeBHH KopKHH {A. N. Korkin, 1837—1908) prednášal na 

petrohradské] univerzitě po dobu skoro 50 rokov. Od roku 1868 tam bol profesorom. 
Bol matematikom veťmi všestranným. Z jeho školy vyšiel rad vedúcich ruských 
matematikovy napr . tiež Krylov. Z teorie čísel napísal v podstatě t r i práce. Všetky 
t ieto práce vydal spolu so Zolotarevom, o ktorom bude řeč nižšie. Tieto t r i práce ro-
zoberá Delone dost obšírné, nakoFko malý značný vliv pre vznik a rozvoj celého od-
vetvia teorie čísel. 

Ide o aritmetické vlastnosti kvadratických f oriem. J e daná pozitivně def initná 
kvadratická forma s reálnými koeficientami f(xl9..., xn) = Ea<fcíct-a;& s diskriminan-
tom D = |a{ J . Dosadzujme do f(xlt..., xn) za (xv . . . , xn) všetky možné n-tice celých 
čísel rózne oa n-tioe (0, . . . , 0). J e zřejmé, že pre istú n-ticu (x{,..., x"n) nadobúda 
forma / najmenšiu hodnotu. Toto číslo nazýváme minimom formy / Mf. Dve formy, 
z ktorých jedna vzniká z druhéj lineárnou substituciou s celočíselnými koeficientami 
s determinantom ± 1 nazývajú se ekvivalentnými. 

J e zřejmé, že všetky ekvivalentně formy majú rovnaké minimum. Myslíme si 
teraz všetky možné pozitivně definitné formy v n premenných daného diskrimi
nantu D. Pre každú z nich sostrojme číslo Mf. Označme znakom M hornú hranicu 
čísel Mf. Problém znie: nájst číslo M, alebo aspoň čo možná ostrý odhad shora. Číslo 
M má potom zřejmé tu to vlastnost. Nech f(xv..., xn) je TubovoVná poz. definitná for
m a s diskrirainantom JD. Existuje taký bod {x{,..., x») sceločíselnýmisúradnioami, 
ž e / ( * ! , . . . , * ; ) £ J í . 

P re případ binárnej kvadratickej formy rozriešil tu to úlohu už Gauss. Nech 
f(x, y) = ax* + 2bxy -f cy% je forma s diskriminantom D = 62 — ac < 0. Potom 
existujú také celé čísla x09 y0, že f(x09 yQ) <, \\\D\. Kons tan ta na právej straně tejto 
nerovnosti sa nedá zlepšit, kedže forma \ \\D\. (x* + xy -f y2) má diskriminant D 
a nadobúda ako najmenšiu hodnotu zrejme čísla Ví|!>|. J e teda M = Vl|-D|. 

Korkin a Zolotcurev riešili t ú istú úlohu pre pozitivně definitné formy v n pre
menných. Podařilo sa im dokázat, že číslo M splňuje tu to nerovnost: 

m—2 
o 2~ n 

2 ~ ^ 

P r e n = 2, 3 , 4 dávajú tieto vzorce preanú hodnotu čísla M. Pre ň = 5 už nedostá
váme presnú hodnotu. Korkin a Zolotarev dokázali však inou cestou, že pre n = 6 je 

číslo Ji rovné f 5JS| . 

Problém, ktorý sme t u nastínili, ukázal sa by t nie právě 1'ahkým. Ostatně, 
svojbo času 8 ním nevěděli dobré pohnut ani matematici takého formátu akým bol 

*) Sobrané spisy Čebyševove vyšly už vo viacerých vydaniach v Akademii víed 
SSSK. Z novšíoh knih podrobné osvetťuje jeho život z najróznejšich Pudských i ve-
deok^chstránokpěkná knížka: B . E . npy«HHKOB, I I . JI.HeĎHmeB, ytenuA H ne-
Aaror (V. E. Prudnikov, P . L. Čebyšev, vědec a pedagog), V<iii6rftH8, Moskva, 1950. 



Hermite. Ukázalo sa neskór, že právě tak ako u mnohých* iných úloh aritmetické 
teorie foriem íažkbst úlohy rastie veťmi rychle s rastúcim n. Pre n = 6, 7 našiel 
presnú hodnotu čísla M až Blichtfeld (1926). V poslednom čase boly nájdenó hodnoty 
M i pře n = 8, 9.6) 

Týmto trom prácam věnuje Delone obšírný komentár, v kťorom ukazuje akú 
geometrickú interpretáciu možno dat právě formulovanému problému i jeho vý-
sledkom. 

3. 
Erop MBaHOBHH 3oJiOTapeB (E. I. Zolotarev, 1847—1878), o ktorom sme právě 

hovořili, bol neobyčajne nadaným matematikom. Za vedenia Čébyševá a Korkina sa 
stal čoskoro hatol'ko vyspělým, že už v 21 rokoch bol připuštěný za súkromného do^ 
centa petrohradskej univerzity. Profesorom sa stal v roku 1876. Bohužial tragická 
smrt (železničné neáťastie) v 31 rokoch života připravila matematickú vedu o jed
noho z vel'mi nadějných pracovníkov. 

Zolotarev publikoval vědecky vlastně len 10 rokov. Za tento poměrné krátký 
čas napísal rad vědeckých práo, z ktorých najdóležitejšie (v počte 10) sa týkajú 
teorie čísel. 

Este dóležitejšie ako jeho práce z teorie kvadratických foriem sú jeho práce 
z teorie algebraických čísel. 

V tejto recenzii nie je dost dobré možné podat ani podstatné myšlienky jeho 
teorie. Krátko povedané Zolotarev vybudoval v rokoch 1874—1885 teóriu dělitel'-
nosti celých čísel daného algebraického číselného tělesa, ktorá je ekvivalentná s De-
dekindovou teóriou ideálov. Z dnešnóho hradiska vývinu algebraickej teorie čísel je 
dóležité, že Zolotarev prvý krát rozvinul teóriu, ktorá dnes nesie názov lokálna teória 
ideálov. Tejto témv^ sa týkajú tri jeho práce a to „TeopHH u^JlHX KOMnJieKCHHX 
^HceJi c npnJiOJKeHHeM K HHTerpajibHOMy HCHHCJieHHio" (doktorská dizertácia, 
Cn6, 1874), „Sur les nombres complexes" (Bull. de TAcad. Sci. de gt. Pétersbourg 
3 série, 24, 1878), „Sur la thóorie des nombres complexes" (Journal de Math. pures 
et appliquées, t. 6, 1885). V prvej z týchto práč je ešte istá nedokonalost, lebo jeho 
teória neplatí pre prvočísla, ktoré delia takzvaný index tělesa. V dalších dvooh prá-
cach je však ukázané ako doplnit teóriu i pre tieto výnimočné prvočísla (ktorých 
je ostatně v každom tělese iba konečný počet). Teória algebraických čísel bola kon-
com minulého a začiatkom tohoto storočia, hlavně vplyvom Hilberta, hlbokp roz
vinutá. Vyšiel rad knih. Je pozoruhodné, že v žiadnej z týchto knih nie sú Zolotare-
vove práce spomenuté. Je to tým čudnejšie, že práce Dedekindove (ktorého zásluha 
tým nemá byt nijako zmenšovaná) vyšly až o niečo neskór, totiž v rokoch 1877 až 
1895. Až sovietsky matematik N, G. Cebotarev (zomr. 1947) upozornil v r. 1925 po-
drobnejšie na Zolotarevove práce v pojednaní, ktoré bolo hned přeložené tiež do 
angličiny a vyšlo v americkom časopise Amer. Math. Monthly.7) 

Dedekindova teória je vyššie postavená s hradiska teoretického, kedže operuje 
pojmami všeobecnejšej koncepcie. Zolotarevova teória má však jednu vePkú výhodu. 
Umožňuje numerický výpočet ideálov v každom konkrétnom případe. To je nanaj-
výš dóležité, lebo-—ako známo— je otázka numerických výpočtov slabinou alge* 
raickej teorie čísel vóbec. 

•) Novšie výsledky ako i príslušnú literaturu tohto problému najde čitatel* 
v knihe J. F. Koketná, Diophantische Approximationen, 1937. 

7) Z příležitosti výročia stých narodenin Zolotoreva rozšířil Cebotarev tento člá-
nok a uveřejnil ho znova pod názvom „ 0 6 OuOCBOBaHftH TeopHH H^eajIOB no 
3ojiOTapěBy" v časopise VctfexH MaTeMaTHMecKHx HayK, TOM II, 1947, str. 52 *ž 
67. Poznamenajme, že v tomže čísle toho istého časopisu je na str. 22—-61 i článok 

' P . O. KysbMHH, HCRBHB H HayqBafl AeflTeJibHOCTb Eropa MBaHOBHna 3oJiOTapefla 
(iř. G. Kuzmin, Život a vědecká čimiost E. I. Zolotareva). í 
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V recenzovanéj kníhe vykládá Delone na 40 stranách zásadné momenty Zolo-
tarevovej teorie v póvodnej (ale skrátenej) formě. V kommentároch ukazuje na zá
klade geometrickéj interpretácie ekvivalenciu Dedekindovej a Zolotarevovej teorie.8) 

4. 
Ateapett AHApeeBHH MapKOB (A. A. Markov, 1856—1922), ktorému je věno

vaný étvrtý diel knihy, bol profesorom petrohradskej univerzity od r. 1886. Od 
r. 1896 bol riadnym členom Akademie. Jeho vědecké dielo je značné obsiahle a róz-
norodó. Markov sa zaoberal teóriou čísel, diferencialnymi rovnicami, reiazovými 
zlomkami, diferenčnými rovnicami, interpoláciou, teóriou pravděpodobnosti a apro-
ximáoiou funkcií. 

I Markov je žiakom Čebyševovym. To sa zračí obzvlášť v teorii pravděpodob
nosti, v ktorej nadto založil jedno celkom nové odvetvie, majúce dnes vePký 
význam najma vo fyzike. 

Bolo by iluzorným pokusit sa na niekoPkých desiatkach stráň zachytit hPbku 
celej jeho vedeckej činnosti. Preto sa i Delone obmedzuje na jedinú z jeho práč, totiž 
magisterskúprácuzroku 1880. Jej názov znie „O ČHHapHHX KBaflpaTHHHbix <j)op-
Max noji03KHTe,Jií>HOro oiipefleJiHTejiH" („O binárnych kvadratických formách 
s kladným diskriminantom"). Delone hovoří, že táto práca (vysoko ceněná Čebyěevom) 
patří medzi najhlbšie výsledky petrohradskej školy teorie čísel, ba dokonca snad 
i celej ruskej matematiky. I ked bola súčasne uveřejněná (francúzsky) v Matema-
tische Annalen nenašla pochopenia u súČasníkov. Až v posledných 10—15 rokoch, 
ked už bola do znaénej miery vybudovaná tzv. geometria čísel, dostalo sa jeho dielu 
plného ocenenia. 

O čo ide? Hoře sme hovořili už o prácach Korkina a Zolotareva o pozitivně défi-
nitných binárnych kvadratických formách. Korkin a Zolotarev sa zaoberali tiež 
binárnymi indefinitnvmi kvadratickými formami (s diskriminantom D > 0). Našli, 
že číslo M, o ktorom sme hovořili, je pre takéto formy rovné číslu ]/iD. T. j . mini
mum absolutnéj hodnpty Pubovokiej kv. indefinitněj formy s diskriminantom D je 
^ \iD. Toto čislo sa nedá zlepšit, kedže ho dosahuje forma 

I/ÍDÍ*2—*y — V2)- (A) 
Medzi formami s D < 0 a £> > 0 j e však podstatný rozdiel. Pre D < 0 sme našli 
hoře ilf = yf |JD|. Ak zvolíme Pubovolné číslo //, 0 < p 5^ f, potom sa dá dokázat, 
že je možno nájst také formy f{x, y), ktorých minimum je presne ]//ti|Z)|. Celkom 
inak je tomu u foriem indefinitnýoh (D < 0). Ak vylúčime všetky formy ekvivalent-
,né s (A), potom horná hranica minim ostávajúcioh foriem sa líši od ]/fD o konečnú 
hodnotu. Je totiž rovná číslu ]/$&- Přitom tohto minima nadobúda skutočne forma 

yŠD(x* —- 2xy — y%). (B 
Z toho vyšiel Markov, Jemu sa podařilo „predťžit do nekonečna" tento proces 
vylučovania.*) Ak totiž vylúčime dalej všetky formy ekvivalentné s formou (B) 
ostanu formy, pre ktoré je číslo M rovné yi%\D a toto minimum nadobúda forma 

y 4D 
— {5x*—llxy~-5y2). 

8) Sobrané spisy Zolotarevove vydala v roku 1932 Akadémia vied SSSR. Tvoria 
dva ayjfczky; obsahujú 20 vědeckých práč a veťmi obsiahlu korešpodenciu, menovite 
s Korkinom (64 dopisov). 

^y Možno tedy povedaf, že u foriem s D < 0 tvoria minima akési diskrétně 
„spektrum", u foriem s D > 0 spojité „spektrum '. 
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Markov však dokázal podstatné viac. Čisla £, \y £ |f , ... sú prvé členy klesajú-
cej postupnosti čísel al9 <x2> <*a> •••> ktorá má tieto vlastnosti: a) Ku každému číslu a* 
existuje trieda idenfinitných binárnych kv. foriem s diskriminantom D, ktorej 
minimum sa rovná y (x^ . D. b) Ak pre nejakú triedu binárnych indefinitných kv. 
foriem s diskriminantom D žiadna z foriem nemóže pre celé x, y nadobúdat hodnot 
menších ako ya^D, potom minimum tejto triedy sa rovná jednomu z čísel yoc^D, 
]/<x2D,..., yajcD* c) Postupnost čísel ock konverguje k číslu f. Přitom existuje ne
konečné mnoho tried indefitných bin. kvádr, foriem s diskriminantom D, pre ktoré 

je minimum i]/D. d) Všetky čísla ock sú tvaru 1} -I , kde za q třeba vziať 

také celé čísla, při ktorých má diofantická rovnica p2 + q2 + r2 = Spqr nekonečné 
mnoho celočíselných riešení pře dvojicu p, r. Čísla q nesu měno Markovových čísel. 
Markov dostal tieto výsledky užívajúc metody reťazových zlomkov. 

Delone v obšírnom kommentáre (33 stráň) ukazuje na geometrický význam 
problému i Markovovej metody. 

Súčasná teória čísel sa snaží (ale je zatial' len v začiatkooh!) zovšeobecnit 
Markovove výsledky v dvoch smeroch. Za prvé tým, že uvažuje kvadratické formy 
viac premenných (menovite n = 3, 4). V tomto směre pracuje predovšetkým i dnes 
(skoro 70 rokov po póvodnej práci Markovovej) americká škola Dicksonova. (V knihe 
L. E. Dickson, Studies in the Theory of numbers, 1930, je na stranách 79—150 rad 
docielených výsledkov, navázujúcich na Markova, ktoré výsledky boly medzičasom 
v niektorých drobnostiach už překonané). Druhá skupina zovšeobecnení spočívá 
v tom, že uvažujeme indefinitné formy nekvadratické, menovite kubické. Do tohoto 
oboru spadá rad práč vynikájúcich súčasných čísel'ných teoretikov ako Mordella, 
Davenporta, Mahlera a iných, uveřejněných v posledných 10—15 rokoch.10) 

5. 
Teopmii OeflOceeBHH Boponoti (G. F. Voronoj, 1868—1908) je odchovancom 

a príslušníkom petrohradskej školy teorie čísel i ked bol napr. od r. 1894 profesorom 
na univerzitě vo Varšavě. Voronoj pracoval len v teorii čísel. Za poměrné krátkého 
života napísal iba 12 práč; jeho práce sú však značného dosahu. Na jeho práce na-
vázujú v prvých publikáciach Vinogradov, v niektorých prácach Delone, Žitomirskvj 
a Venkov. 

Za hraniciami boly práce Voronojove do nedávná poměrné málo známe. Ak 
Delone věnuje Voronojovi 120 stráň textu ide mu tiež právě o to, soznámiť širšiu 
svetovú veřejnost s jeho výsledkami. Nadto tu ide o okruh myšlienok, v ktorých 
Delone sám najviac vytvořil. 

Prvý problém, ktorý Voronoj riešil, je konštrukcia bázy celých čísel kubického 
tělesa. Voronoj doviedol riešenie tohto problému až k vzorcom, ktoré sa hodia k nu
merickým výpočtom. Tieto otázky sú detailně přepracované v knihe B . ^eJiOHe-
} \ . Oa^eeB: "Teopun HppanHOHajibHOCTeň Tpetbeft CTeneira" (B. Delone-D. Fa-
děevy Teória kubického tělesa), ktorú recenzent nemá bohužiať k dispozícii. 

Ďalšia — a to prvotriedna — práca, ktorá bezprostředné súvisí s teóriou 
kubického tělesa má názov: „ 0 5 OIIHOM o6o6in;eHHH aJiropH$Ma HenpepHBHHx 
£po6eiť' (O zovšeobecnení algoritmu retazových zlomkov), doktorská dizértácia, 
Varšava, 1896. V tej£o práci udal Voronoj metodu, áko nájst tak zvané fundamentálně 
jednotky kubického tělesa (a to pre případ kladného i záporného diskriminantu). 

Základná veta o existencii a struktuře množiny jednotiek obecného alg. čís. 
tělesa bola dokázaná už Dirichletom (1846). Tento dókaz dává zásadné tiež možnost 

w ) Výsledky tejto druhej skupiny problómov neboly eéte knižné spracovanó 
a sú roztrúsené iba po čašopisoch. NiekoFko málo výsledkov s příslušnou literaturou 
nájda, čitatel' v knihe Hardy-Wright, An introduction to the Theory of Numbers, 
1945 (menovite na str. 399). % ' 
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po konečnom počte krokov nájst systém fundamentálnych jednotiek tělesa. V kon
krétných prípadoch však hťadat jednotky podťa tejto metody je prakticky nemož
né. Ako sme už hovořili alg. teória čísel sa hemží prípadmi, kde od existenčného do
kážu ku skutočnej konátrukcii je značný skok. Preto matematici algoritmického 
razenia (a takým bol i Voronoj) sa s tým nespokojuji! a hl'adajú algoritmus, ktorý 
vylučuje skúšanie, alebo aspoň počet skúšok obmedzuje na minimum. V tomto pří
pade je táto otázka obzvlášť akútna. Je dobře známe, že hl'adanie fundamentálnej 
jednotky kvadratického tělesa (diskriminantu D) sa redukuje na riešenie tzv. Pello-
vej rovnice x2 — Dy% = 1. Táto rovnic a sa rieši elegantně metodou retazových zlom-
kov. Problém, ktorý si Voronoj postavil (a ktorý ostatně trápil už Jacobiho) je tento: 
Je možno sostaviť nějaký algoritmus, ktorý by hrál v kubickom tělese tú istú úlohu 
ako algoritmus retazových zlomkov v tělese kvadratickom ? Voronojovi sa to sku-
točne podařilo. 

Delbne věnuje výkladu jeho metody 30 stran. Třeba podotknut, že tento vý
klad je geometrický, zatial' čo Voronoj postupuje formálně aritmeticky. Delone však 
podtrhuje, že Voronoj myslel vyslovené geometricky. Priatelia Voronoja vykladajú, 
že v jeho konceptoch sa kupily a navršovaly na seba systémy rovnobežníkov, valcov, 
rovnobežnostenov a najróznejších geometrických telies a obrazcov. V tej době ne-
bolo však v móde v otázkách teorie čísel užívat geometrických pojmov. Preto jeho 
aritmetická f ormulácia je zrejme akýmsi kompromisom.11) VzhTadom k tejto a dalším 
prácam možno Voronoja považovat vedFa Minkowskeho za jednoho zo spoluzakla
datelův geometrie čísel. Deloneho kommentár je sám o sebe vysokohodnotný, kedže 
v jasnej a srozumitelnej formě vedie Čitatďa k hlbšiemu vniknutiu nielen do samot
ného problému, ale i do metody geometrie čísel vóbec. 

Ďalšou prácou Voronojovou (ktorá je v světověj literatuře dobré známa) je 
jedna otázka z teorie mrežových bodov. Označme znakom S{n) počet mrežových 
bodov vnútri a na hranici rovinného útvaru ohraničeného osami x > 0, y > 0 a hy
perbolou xy = n. Dirichlet našiel (poměrné elementárně), že pre S(n) platí 

S(n) = n logn + n{2C — 1) + 0(]/ň)9 

kde C je EvXerova konstanta. Išlo o to, nájsť lepší odhad pre chybu 0(]/n). Voronoj 
vo vePkej (40stránkovej) práci našiel v roku 1903 (metodou tzv. Fareyových zlom-

s_ 
kov), že tuto chybu možno nahradit výrazom 0( j/n logn). V dalšom vývine sa tento 
problém ukázal byt neobyčajne „tvrdým". Každé dalšie seba-menšie zlepšenie si 
vyžiadalo veťkej námahy. Přesný rád chyby nie je dodnes známy. 

Z dalších práč Voronojovych je významná práca, ktorá v konstruktívnóm slova 
smysle dovršuje práce Korhina a Zolotareva o hornej hranici M minim Mf pozitivně 
deíinitnýeh kvadratických foriem n premenných. Voronoj odvodil algoritmus ako po 
konečnom počet krokov nájst pozitivně kvadratickú formu v n premenných, ktorá má 
Číslo M skutočne za svoje minimum. Tým našiel v istom smysle (v roku 1907) obecné 
riešenie úlohy, položenej dávno predtým Hermitom. 

Poslechla práca Voronojova „Kecherches sur les paralleloédres primitifs" vyšla 
aŽ po smrti autora V r. 1908 a 1909 v 134- a 136-tom svazku Crellovho Journalu. Má 
okolo.200 stran. Posledné dve práce zapadajú už vyslovené do geometrie čísel. 
Problém, ktorý Voronoj rieší je tento: n-rozmerný euklidovský priestor je úplné vy
plněný shodnými konvexními mnohostenmi, nemajúcimi spoločných vnútomých 
bodov, s hranami rovnoběžné uloženými. Otázka znie: aké sú všetky možné typy ta-
kýchto mnohostenov.11) 

1V) 40 rokov po Voronojovi uveřejnil německý matematik Bullig (1939) algo
ritmus, ktorý je v mnohých ohťadoch celkom analogický Voronojovej metóde. 

**) Například itrojrozmerný euklidovský priestor možno takto vyplnit krýohla-
mi alebo hranolmi o základní rovnej pravidelnému šestúholníku. 
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Z jednej Minkowskeho práce plynie, že takýto mnohostěn musí mať střed sú-
memosti a že takýehto mnohostenov móže existovat len konečný počet. Tento 
problém je opat neobyčajne tažký. Pře w ^ 5 je do dnešnej doby nerozriešený. 
Voronoj zúžil svoju otázku tým, že hPadá iba tak zvané primitivné vyplnenia 
priestoru. Tak nazývá také vyplnenia priestoru mnohostenmi, pri ktorom v kaž-
dom vrchole sa stýká najmenší možný počet mnohostenov. Ten činí v n-rozmernom 
priestore n -f 1. Napriek tomuto zjednodušeniu nesie táto práca, podl'a slov Dělo-
něho, pečať genialnosti. Voronoj vo svojej práci našiel a) algoritmus, ako nájst všetky 
primitivné vyplnenia n-rozmerného priestoru pre dané n, b) našiel všetky příslušné 
mnohostěny umožňujúce primitivné vyplnenie priestoru pre n = 2, 3, 4. 

Na tuto prácu Voronoja navazuje vo svojich prácach Delone, Žitomirshij 
& A. D. Alexandrov. Výsledkom týchto práč je, že je dnes problém úplné roznesený 
(bez akéhokolVek obmedzenia) pre priestor dvoj, troj a štvorrozmerný. V kommen-
tároch k tejto práci pojednává Delone (na 20 stránkách) o výsledkoch vlastného 
bádania, v ktorom sa mu podařilo veťmi zjednodušit Voronojove metody. Tieto 
problémy majú zřejmé podstatný význam pre krištalografiu. 

6. 
Posledným zo šestice matematikov, ktorých život a prácu Delone v predloženej 

knihe hodnotí, je akademik HBaH MaTBeeBHH BHHorpaflOB (/. M. Vinogradov). 
Vinogradov sa narodil 1891. Od r. 1920 bol profesorom polytechniky a od r. 1925 
univerzity v Leningrade. V r. 1929 sa stal riadnym členom Akademie vied a od r. 
1932 je riaditeFom Matematického institutu Akademie vied SSSR. 

Vinogradov, jeden z vedúcich matematikov súčasnej doby, zasvátil svoju prácu 
analytickej teorii čísel. To je tá část teorie čísel, ktoró užívá k riešeniu svojich problé-
mov metody matematickej analýzy, menovite prost riedkov teorie funkcií komplex -
nej premennej. Štylom jeho práce třeba Vinogradova jednoznačné přiřadit k petro-
hradskej škole a k vel'kým následovníkom Čebyševa. Možno tak urobit tým skór, že 
založenie analytickej teorie čísel je vlastně dielom tejto školy. Prvé dóležité vý
sledky tohto druhu najdeme u Eulera. Tieto pokračujú potom prácami Čebyševa, 
prácou Voronoja v otázkách mrežových bodov a nachádzajú svoje vyvrcholenie 
v súčasnej době v prácach Vinogradova. 

Hlavná zásluha Vinogradova je v tom, že našiel nové metody, ktoré možno 
nazvat elementárnymi a to v tom smysle, že sa v nich užívá metod analýzy čo naj-
menej. To znamená, že ťažisko pri riešení problómov sa přesunulo do značnéj miery 
zpát do aritmetiky. Přitom sú tieto metody natol'ko mocné, že vo vačšine problémov 
davajú výsledky aspoň rovnocenné doterajším výsledkom, avšak v špeciálnyoh 
partiách (ako Waringov problém, Goldbachov problém) doterajšie výsledky pod
statné a nečakane zlepšujú. Výsledky Vinogradovove nie sťi ovšem vytrhnutou kapi
tolou z matematiky. Vznikly akousi synthózou jeho neobyčajne ostrých odhadov 
róznych (napr. trigonometrických) súétov s výsledkami iných matematikov, týka-
júcich sa predovšetkým otázok rozdelenia prvočísel -v aritmetických postupnos-
tiach. Za svoju znamenitú knihu „HoBiift MeToa B aHajiHTH^ecKott TeopHH HJiceJi" 
(„Nová metoda v analytickej teorii čísel", vydala Akademie vied SSSR, 1937) bol 
odměněný v roku 1941 Stalinskou cenou 1. stupňa. V roku 1945 dostalo sa mu od 
Prezídia Najvyššieho Sovietu SSSR vysokého vyznamenariia Hrdinu socialistickej 
práce. 

V sozname práč uveřejněných do roku 1946 uvádza Delone 106 publikácií a vě
deckých práč, ktoré vyšly v róznych domácích a zahraničných časopisoch. V týchto « 
prácach študuje Vinogradov tieto hlavné problémy: a) Počet mrežových bodov 
v značnej obecnej triede rovinných útvarov, b) počet tried binámych kvadratických 
foriem, c) odhad najmenáieho primitivného koreňa dl'a daného prvočíselného mo
dulu, d) problém Waringov, e) problém Goldbachov, f) odhad Weylových súčtov, 
g) problémy rozloženia modulo 1, h) odhady róznych iných Špeqiálnych sťiétov. 
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Ak sa v tejto recenzii ani nepokusíme zaoberať sa bližšie detailnou formuláciou 
týohto problémov, má to tri hlavné dóvody: 

a) Je beznadějné v takejto recenzii podat —- čo i len krátký — obraz minulosti 
a přítomnosti vSetkých týchto problémov. Sám Delone, který věnuje Vinogradovo-
vyyi prácam skoro 100 stráň, zdórazňuje, že sa móže zaoberať iba niekoFkými 
podstatnými problémami. Přitom v tejto časti knihy i Delone upúšťa od detailněj-
ěieho uvádzania toho, éo bolo v týchto problémoch urobené inými matematikmi. 
Obmedzuje sa nakoniec na krátký výpočet práč najdóležitejších spolupracovníkov 
a žiakov Vinogradova, ako Čudakova, Mardíanišviliho, Linnilca, Kuzmina a 
QeVbkeho. 

b) Druhým momentom, ktorý uFahčuje mójmu svedomiu v tejto věci, je 
okolnost, že v prvom čísle tohto ročníku Časopisu podal prof. V. Jarník značné vy-
čerpávajúci obraz (priamej i nepriamej) Vinogradovovej činnosti (predovšetkým 
v otázkách Waringovho a Goldbachovho problému). (Vid poznámku pod čiarou *).) 
Odkazujem čitateťa na tuto dókladnú a majstrovsky jasné podánu recenziu. 

c) A nakoniec třetí dóvod. Vinogradov je vědec nachádzajúci sa v plnej sviežesti, 
uprostřed tvořívej práce. (Vseptembri tohto roku mu bolo 60 rokov.) Nemóže byť 
řeči o nejakej záverečnej bilancii jeho činnosti. Od r. 1946, kedy končí obsah Delo-
neho knížky, uplynulo 5 rokov. Behom týchto rokov obohatil Vinogradov teóriu čísel 
o rad nových výsledkov. Niet pochybností o tom, že akokol'vek dokonalý referát 
o celkovej jeho činnosti sa stane skoro překonaným. To tým skór, že Vinogradov sa 
zaoberá problémami, ktoré sú dnes vyslovené „vo varu". Přitom Vinogradov sám 
do značnéj miery diktuje směr tohto napredovania. Že Delone napriek tomu (a vě
domý si tejto skutočnosti) pojal Vinogradova do svojej knihy, svědčí samo o obrov-
skom podiele, ktorý Vinogradov mal a má pře rozvoj soviétskej matematiky. 

Nakoniec ešte pár slov o knihe samej. Ako som už zdóraznil na začiatku má 
kniha svieží styl a čita sa — myslím —- plynule i odborníkovi, ktorého ťažisko práce 
nie je zrovna v teorii čísel. Kniha móže poslúžiť nielen tým čitatel'om9 ktorí chcú 
získat obraz o vysokej úrovni soviétskej matematiky a jej skvelej tradicii, ale i tým, 
ktorí před začatím studia póvodných pojednaní chcú získat prehťad o doterajšom 
stave a o metódaoh užívaných pri riešení mnohých róznych špeciálnych problémov. 

H. H. Mycxejiuweujiu: CHHryjiHpHtie HHTerpajibHue ypaBHemiH. (N.J. 
Muacheliivili: Singulární Integrální rovnice.) 0 0 I Z , Moskva-Leningrad 1946, 
str. 458, cena 23 r., tiráž 6000 výtisků. 

Tato kniha se zabývá theorií singulárních integrálních rovnic, které mimo 
jiné znají značnou důležitost v theorii rovinné pružnosti. (Viz N. J. Mttschelišvili: 
Nékotorye osnovnyje zadači matěmatičeskoj teorii uprugosti.) 

Kniha se dělí na Šest kapitol. 
K a p i t o l a I studuje vlastnosti integrálu Cauchyova typu, který jest základem 

úvah v kapitolách dalších. 
Definujme nejprve nékteré pojmy. 
Definice 1. Uzavřenou linií L nazveme konečný počet hladkých Jordánových 

jednoduchých křivek v komplexní rovině tvořící hranici Jordánovy oblasti. 
Zobecněním linie přicházíme k další definici. 
Definice 2. Otevřenou linií nazveme konečný počet disjunktních, hladkých, jed

noduchých oblouků a hladkých, jednoduchých křivek. 
Dalším důležitým pojmem jest podmínka O. Hóldera. 
Definice 3. Budiž <p(t) komplexní funkce definovaná na uzavřené linii L. 

Funkce <p(t) splňuje podmínku Hdlderovu — říkáme podmínku H — jestliže 

když A je konstanta a fi <£ 1.. 
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Definujme nyní integrál Cauchyova typu. 
Definice 4* Integrálem Cauchyova typu s hustotou tp nazveme integrál 

K) 2niJ t — z 
L 

pro z c L jest bráti integrál ve smyslu hlavní hodnoty Cauchyho. Snadno se ukáže, 
jestliže <p{t) splňuje podmínku H, hlavní hodnota existuje. 

Dalším důležitým pojmem jest funkce po částech holomorfní. 
Definice 5. Nazveme funkci &(z) po částech holomorfní, je-li holomorfní 

v každé komponentě E -— L a je spojitě prodlužitelná na hranici každé této kompo
nenty, když E jest komplexní rovina a L uzavřená linie, při čemž L jest hranicí 
Jordánovy oblasti. Spojité prodloužení z této oblasti budeme značit &+{t)t pro
dloužení z komplementu &~{t). 

Jednou z hlavních vět kapitoly prvé jest následující 
Věta í . Nechť q>(t) splňuje podmínku H, potom funkce 

V ' 2mJ t — z 
L 

jest po částech holomorfní a jest pro t0 c L 

•-«-*«+i/g£ 
L 

»-,,,=_ m,t + ± ; « - . 
L 

z čehož plyne, že 
&+M— #-(*o)=<K'o), 

711 J t ř0 

Uvedine zde ještě jeden důsledek této věty. 
Věta 2. Nechť funkce &(z) je po částech holomorfní, dále (P(oo) = 0; a 

#+(*) — &-(t) = q>(t) na L, 
kde 9>(í) má vlastnost H na L. Potom funkce &(z) jest určena jednoznačně vztahem 

Dále se zabývá autor dalšími vlastnostmi integrálu Cauchyova typu a to jak 
pro linie uzavřené, tak i otevřené. 

Hlavním problémem v kapitole II jest homogenní a nehomogenní Hilbertův 
problém. 

Definice 6* Homogenním Hilbertovým problémem nazýváme tento problém: 
Jest určiti funkci G>(z) po částech holomorfní s pólem předepsaného řádu v bodě 
« = oo,aby 

0+(*)=G(t)0-(t)t 

kde 0(t) jest funkce splňující podmínku H a Q(t) # 0 pro t c L> 

301 



Tento problém převádí se na větu 1, resp. 2. Rovnice se převede na tvar 
lg#+(*) — log0~(t) = lgG(t), 

při čemž se užije dále jednoduchého obratu, aby lgG(t) splňovalo podmínku H. 
Definice 7. Nehomogenním Hilbertovým problémem se nazývá problém určení 

funkce 0(z) po částech holomorfní takové, aby 
0+(t)=iG(t)0-(t) + g{t), 

kde g(t)t G(t) vyhovují podmínce H a G(t) 4= 0 pro t e L. 
Tento problém se řeší celkem snadno pomocí problému homogenního a věty 2. 
Další část kapitoly II se zabývá singulárními integrálními rovnicemi normál

ního typu na uzavřených liniích. 
Definice 8. Singulární integrální rovnicí normálního typu nazýváme rovnici 

K<p = /, 
když 

v n\ AU\ /,\_i_B<«o) fy (Qd* y 1 f K(t0,t)<p(t)dt, K<p(t0) = AM <p(t0) + _ j _ + - J , 
L L 

když L jest uzavřená linie, funkce A, B, K(t0, t) vyhovují podmínce H a 
S(t) == A{t) + B{t) 4= 0 na L, 
D(t) = A(t) — B(t) ± 0 na L. 

Definice 9. Charakteristickou rovnicí rovnice Kq? = f nazveme rovnici 

když 

7l\ J t IQ 
L 

Operátor Mg? 
B(t0) f<p(t)dt nV=A(t0)<p(tQ) + ^A í 

potom podle věty 1 

t-
L 

budeme nazývat operátorem charakteristickým. 
Nejprve autor provádí úvahy o charakteristické singulární integrální rovnici, 

které pak zobecní pro rovnici normální. Hlavní myšlenkou studia charakteristické 
rovnice jest převod na Hilbertův problém. Položme 

w 2mJ t — z' 
L • 

(p(t9) = 0 + (to)—0~(to)9 

n\ J t — *0 

a problém charakteristické rovnice se převede na nehomogenní Hilbertův problém, 
při néndiž 

{A 4- B) 0+ — (A — B) 0~ = / . 
Normální singulární rovnice se převádí na rovnici fredholmovu s jádrem s nepod" 
statnou singularitou a rovnici oharakteristiokou. Hlavní myšlenkou jest zde tento 
postup J Je-íi rovnice normální 
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potom ta to rovnice jest v určitém smyslu ekvivalentní Fredholmově rovnici tvaru 
bud 

N K ? > = N / , (2) 
nebo 

KNy,= f, 
kde N je jistý charakteristický operátor. 

Zdánlivé jest rovnice (2) ekvivalentní rovnici (1). Ve skutečnosti však lze uká
zat, že nu tná a postačující podmínka pro ekvivalenci rovnic (1) a (2) jest nezápor
nost t . zv. indexu rovnice. Tento index závisí pouze na charakteristické rovnici nor
mální singulární integrální rovnice. Tento index hraje v theorii singulárních rovnic 
značnou úlohu. 

V k a p i t o l e I I I jest použití singulárních rovnic pro určité okrajové problémy. 
Pro ilustraci uveďme zde větu Privatovovu. 

Jestliže reálná část funkce &(z), holomorfní v Jordánově oblasti, jest spojitě 
prodlužitelná na hranici L a zde splňuje podmínku H, potom i imaginární část jest 
spojitě prodlužitelná. 

O dalších důležitých větách, jako na př. o větě Vekuově, která hraje podstatnou 
úlohu ve Vekuově knize: Novyje metody rešenia eliptičeskich uravněnij, nebudeme 
se zde zmiňovat. 

Hlavní myšlenkou je zde opět převod na singulární rovnice a problém Hil-
bertův. ^ 

Prvé tř i kapitoly tvoří prvou část knihy zabývající se uzavřenými liniemi. 
K a p i t o l a IV řeší problém Hilbertův pro linie otevřené, k a p i t o l a V se za

bývá singulárními rovnicemi pro linie otevřené. Závěrečná k a p i t o l a VI zobecňuje 
dále výsledky a to problém Hilbertův pro několik funkcí a zobecňuje theorii singu
lárních rovnic na systémy rovnic. 

Kniha Muschelišviliho jest významnou prací nejen po stránce theoretické, ale 
zejména základem moderní theorie rovinné pružnosti mimo jiných důležitých apli
kací. Jes t určena pro aspiranty a studenty vyšších ročníků f ysikálně-matematických 
fakult a pro inženýry theoretiky. Jes t psána ve velmi srozumitelné a jednoduché 
formě. Předpokládá v podstatě pouze znalost základů theorie funkcí komplexní 
proměnné a základy theorie Fredholmových int3grálních rovnic. 

Jes t velkou škodou, že ta to kniha jest u nás pouze v několika exemplářích, 
neboť ještě s dílem téhož autora „Někotorie osnovnye zadači matematičeskoj teorii 
uprugostic t jest základem moderní theorie matematické rovinné pružnosti. 

Ivo Babuška, Praha. 

77 .C, AjieKcandpce: EBeflemie B o5myio Teopnio MHoméCTB H (JJVHKUHÍÍ. 
(P. S. Alexandrovi Úvod do obecné theorie množin a funkcí.) OGIZ, Moskva-
Leningrad 1948, str . 441, cena 8,5 r., t iráž 25 000 výtisků. 

Kniha pojednává o matematické disciplině, která svým velkým vlivem na 
rozvoj matematiky v posledních padesáti letech si získala místo ve vyučování na 
universitách a vyšSích pedagogických učilištích. 

Kapitoly 1, 2, 4, 5 tvoří souvislý celek elementárnějšího rázu. 
V 1. kapitole se čtenář dovídá o základních pojmech z theorie množin a nej

jednodušších množinových operacích, o pojmu zobrazení, mohutnosti, uspořádáni 
a spočetnosti množiny. 

V 2. kapitole se zavádějí reálná čísla pomocí Dedekindovýoh řezů a dokazuje se 
nespočetnost množiny reálných čísel. Ta to kapitola je nutným základem ke kapi
tole 6, jejímž obsahem jsou důležitější vlastnosti reálných funkcí jedné reálné pro-
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ménné (spojitost, limita, chování funkce v b ódech nespojitosti, některé věty o mono
tónních funkcích a funkcích s variací konečnou, věty o limitách funkčních posloup
ností, důležitá Weierstrassova věta o aproximaci spojité funkce pomocí Bernsteino-
vých polynomů, vě ty o derivacích spojité funkce s uvedením van der Waerdenova 
příkladu spojité funkce nemající derivaci v žádném bodě). 

Ve čtvrté kapitole autor seznamuje čtenáře s důležitými základními pojmy, 
týkajícími se množin na přímce a v rovině, jako jsou: otevřené, uzavřené, dokonalé, 
husté, řídké množiny, množiny typu Fa a,08 a množiny 1. a 2. kategorie. 

Kapitola šestá přenáší pojmy ze 4. kapitoly do libovolných metrických prosto
rů a dále definuje souvislost a spočetnou basi prostoru. 

Kapitola sedmá je věnována kompaktním a úplným prostorům. Po definici 
kompaktnosti jsou studována spojitá zobrazení kompaktů a je dokázáno, že každý 
kompaktní metrický prostor je spojitým obrazem Kantorova diskontinua. Další 
úvahy ukáží čtenáři, že každý metrický prostor lze doplnit na úplný prostor a každý 
metrický separabilní prostor lze vnořit do Hilbertova kvádru (Urysohnova věta). 

V dodatcích ke kapitole šesté a sedmé jsou vyloženy základy obecné topologie 
a zobecněno mnoho vět platných pro metrické prostory. Na rozdíl od jiných autorů 
bikompaktním prostorem zde Alexandrov rozumí takový prostor, z jehož každého 
otevřeného pokrytí lze vybrat pokrytí konečné. V těchto dodatcích jsou také uve
deny Urysohnovy věty o metrisovatelnosti topologických prostorů a zaveden pojem 
topologického součinu, k němuž se váží Tichonovovy věty o topologickém součinu 
bikompaktních prostorů a o vnoření úplně regulárního prostoru charakteru T do 
Tichonovova kvádru téhož charakteru. 

Třet í kapitola je poněkud odlišného rázu než ostatní kapitoly. Na základě po
znatků z první kapitoly přichází zde autor k pojmům uspořádané, a dobře uspořá
dané množiny, ordinálním a kardinálním číslům. Za předpokladu axiomu výběru, 
který je zde uveden v několika formulacích, je dokázána Zermelova věta o možnosti 
dobrého uspořádáni libovolné množiny. 

Kniha je pro svůj jasný methodický výklad vzornou učebnicí a velmi dobře se 
hodí k samostatnému studiu. Poněkud obtížnější je pouze studium §§ 6. a 7. kap. 3. 
a § 10. kap. 7. tištěných drobným tiskem. Její předností je množství příkladů, které 
umožňují pochopení probírané látky. 

Referát vypracoval kolektiv studentů matem, analysy na Karlově universitě, 
kteří ve stud. roce 1950/51 samostatně prostudovali tu to knihu. 

A. II. EapuutHUKoe: IlepcneKTHBa. (^4. P . Baryšnikov: Perspektiva.) 
ISKUSSTVO, Moskva-Leningrad 1949, str; 132, cena 8,50 r . 

Kniha je určena pro vysoké umělecké školy a obsahuje látku předepsanou 
osnovami pro přednášky o perspektivě na těchto školách. Neobrací se tudíž k poslu
chačům deskriptivní geometrie, nýbrž k budoucím architektům, malířům, grafikům 
a j iným umělcům. Proto se autor úmyslně snažil (jak sám v předmluvě zdůrazňuje) 
vyložiti látku co možná přístupně a srozumitelně bez velikých nároků na předběžné 
znalosti z geometrie; hlavní důraz klade na užití perspektivy v praxi různých umě
leckých oborů. Přesto bude dobře, když se i naši deskriptiváři seznámí s obsahem 
té to knížky. 

Učebnice se nejprve stručně zmiňuje o základních zobrazovacích methodách 
deskriptivní geometrie důležitých pro umělce, t . j . o promítání Mongeově, o pravo
úhlé a kosoúhlé axonometrii a jejích zvláštních případech. Potom autor vykládá — 
bez explicitního zavedeni nevlastních prvků — základní zákony středového pro
mítání , aniž by je přesně a soustavně vyvozoval. Těžiště knihy je ve výkladu růz
ných konstrukci a jejich úprav v běžné p rax i architekta a malíře. Podrobně probírá 
autor průsečnou methodu a její použiti při konstrukci perspektiv architektur, inte-
rieurů a detailů staveb (schody, římsy a pod.). Kromě perspektivy kružnice je v kni-
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ze také vyložena konstrukce perspektivních obrazů rotačních téles; jejich zdánlivý 
obrys se zde sestrojuje jenom jako obalová čára obrazů kruhových řezů. Autor také 
probírá užití sítí v praxi architekta i malíře a podrobné rozebírá konstrukce stínů 
jednoduchých geometrických téles (hranoly, jehlany, válce, kužele a rotační tělesa), 
hlavně při rovnoběžném osvětlení; stručně se též zmiňuje o konstrukci zrcadelných 
obrazů předmětů zobrazených v perspektivním obraze. Jedna kapitola je věnována 
stručné historii perspektivy; je doplněna řadou reprodukcí známých obrazů starých 
italských mistrů i umělců ruských a sovětských. U jednotlivých obrazů anály suje 
autor jejich perspektivu (volba distance, hlavního bodu, výšky horizontu). Tím 
kniha značně připomíná naši krásnou knížku prof. Kadeřávka, vydanou v Praze 
r. 1922; neobsahuje však tolik zajímavých podrobností jako kniha Kadeřávkova. 
Poslední kapitoly knihy jsou věnovány perspektivě kreslířské,, reliéfní, divadelní 
a cylindrické. Dost podrobně vykládá autor konstrukci panoramat a dioramat. 

Kniha obsahuje tedy značné množství lá tky a pěkně ukazuje užití deskriptivni 
geometrie v práci architektů, malířů a jiných umělců. Proto se jí může dobře užití 
nejen na školách uměleckých, nýbrž i př i vyučování deskriptivni geometrie na 
gymnasiích (ve IV. třídě) t ím spíše, že výše zmíněná kniha prof. Kadeřávka je dávno 
rozebrána. E. Kraemer, Praha. 
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