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&asopis pro péstovani matematiky, ro&. 109 (1984), Praha

ZUR LAGUERRESCHEN EBENEGEOMETRIE

ZDENEK JANKOVSKY, Praha

(Eingegangen am 6. September 1982)

1. EINLEITUNG

Dieser Artikel hat Charakter des iibersichtlichen Artikels.

In der Zahl der Geometrien im Kleinschen Sinn befindet sich auch die Laguerresche
Geometrie (Z-Geometrie), die an einer Reihe von bekannten Modellen studiert
wird. In diesem Artikel wird gezeigt, daB es sich tatséchlich um eine Geometrie im
Kleinschen Sinn handelt und es werden hier die Zusammenhédnge der einzelnen
Modelle dieser Geometrie angedeutet. Weiter wird die zweckmiBige Ausnutzung
des analytischen Apparat der dualen Zahlen gezeigt (die Laguerresche Gvuppe wird
durch die Gruppe der linearen gebrochenen Transformationen im dualen Bereich
representiert) und es werden hier die geometrische Grunderkentnisse als ein Grund
fiir die Untersuchung der Laguerreschen Kinematik und der kinematischen Geometrie
zusammengefaBt.

2. LAGUERRESCHE GEOMETRIE ALS EINE GEOMETRIE
IM KLEINSCHEN SINN

Sei P der 3-dimensionale reelle projektive Raum. Wihlen wir beliebig (aber fest)
eine Ebene v = P; und einen reguldren Kegelschnitt Q < v,

0=49=0,

wo ¢ eine quadratische Forme von der Signatur (2, 1) ist. Bezeichnen wir weiter
durch A; = P; — v den reellen affinen Raum (v ist die uneigentliche Ebene).
Untersuchen wir die projektiven Transformationen des Raumes P,

(1) ox; =c¢ixj; i,j=0,1,2,3; o,cJeR; ¢+ 0; Det|cl| +0,

die v und Q invariant lassen (also alle affinen Transformationen des Raumes A; mit
dem Absolut Q). Das System dieser projektiven Transformationen bildet eine
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Gruppe (Untergruppe der Gruppe (1)) Diese Gruppe hédngt von 7 reellen Parametren
ab (die Forderung der Invarianz v macht die Zahl der freien Parametren in (1)
um 4 niedriger und die Forderung der Invarianz Q gibt 5 weitere unabhéngige reelle
B:dingungen fiir die Parameter cf); diese 7-parametrige Gruppe bezeichnen wir 4,
und nennen wir sie die allgemeine Laguerresche Gruppe.

Untersuchen wir die Bedingungen von der Forderung der Invarianz Q, bekommen
wir fiir die quadratische Form g und die transformierte quadratische Form ‘q die
Beziehung:

q=2MAq, wo A= i/|c{|2 ,

s. [1] und wir kénnen durch die Auswahl 4 = 1 auf die Parameter ¢! in (1) eine weite-
re reelle Bedingung legen. Wir bekommen die 6-parametrige Untergruppe A¢ der
Gruppe 4, die die quadratische Form g reproduziert. A zerféllt in zwei Zusammen-
hangskomponenten A¢, Ag, vgl. [2], bzw. [7] (4¢ behilt die Orientierung von Q).

Definition 1. A4 nennen wir die Laguerresche Gruppe im engen Sinn, A} die direk-
te Laguerresche Gruppe oder kurz die #-Gruppe. Den Bereich, in welchem die #-
Gruppe operiert, nennen wir Laguerresche Ebene L, kurz £-Ebene L. In unserem
Fall ist L = A; und wir nennen diese Ebene das affine Modell der ¥-Ebene L,

vegl. [2].
Die Laguerresche Ebenegeometrie im engen Sinn (#-Geometrie) ist die Theorie

der Invarianten der #-Gruppe. Diese £-Geometrie ist also eine Geometrie im Klein-
schen Sinn.

3. #-GEOMETRIE UND IHR EUKLIDISCHES MODELL

Die #-Geometrie hat ein einfaches euklidisches Modell in jeder Ebene u = A4,,
in welcher der Kegelschnitt Q die euklidische Geometrie induziert. Wéhlen wir fiir
die Vereinfachung der Konstruktion dieses Modells das Koordinatensystem in P,
so, daf3:

d. h.
gilt. Dann gilt:

Das euklidische Modell der #-Geometrie bekommen wir durch die isotrope Projek-
¢ion 7, des Kegelschnittes Q aus den Punkten des affinen Modells 45 in die Grund-
ebene u:

my Ay > ou:
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Z* x>0

xS0, x5, x3] = (x; — x})? + (x, — x3)2 = (x3)? ={Z" = x] < 0!,
Z° +x3=0

Z*, bzw. Z~ sind positiv, bzw. negativ orientierte Kreise in p, Z° = [x], x3] e p
sind die Punkte. Das System Z, aller orientierten Kreise und der Punkte (die Kreise
mit dem Null-Durchmesser) in p bildet ein Modell der #-Ebene. Die orientierten
Kreise und die Punkte in u sind die geometrischen Grundobjekte in diesem Modell
der #-Geometrie; sie werden Zyklen genannt. Es gilt:

my tAs T z,
Die inverse Abbildung

npt 1 Z, > A
ist die bekannte zyklographische Projektion.

Die projizierende Kegelfliche des Punktes [x}, x9, x3] € 45 bei der isotropen
Projektion 7w,
(xp = x3)* + (x2 — x3)% = (x5 — x3)?

wird der isotrope Kegel des Punktes [x§, x3, x3] genannt.

Abb. 1.

Die Geraden p, bzw. die Beriihrungsebenen o des isotropen Kegel werden isotrope
Geraden, bzw. isotrope Ebenen genannt, s. Abb. 2.

Bemerkung 1. Der rdumliche Analog der #-Gruppe ist die bekannte Lorentzsche
Gruppe von der spezialen Relativitdtstheorie (s. [1], S. 141—142).

Die gegebzne orientierte Gerade s = p beriihrt den gegebenen Zykel Z < p dann
und nur dann, wenn ihre Tréger sich beriihren und wenn sie im Beriihrpunkt die
gleichsinnigen Orientationen besitzen. Im Falle, daB der Zykel ein Punkt ist, hat die
Inzidenz die Bedeutung der Beriihrung, s. Abb. 1. "

Zu allen Punkten einer isotropen Ebene o werden alle Zyklen, die die Durchschnitt-
geraden s = a N u beriihren, zugeordnet. Orientieren wir s gleichsinnig mit diesen
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Zykeln, dann kdnnen wir zu jeder isotropen Ebene eine orientierte Gerade (einen
Speer) zuordnen.

T 1> s,
analogisch:

7, : p — ein parabolisches Biischel von der Zyklen, s. Abb. 2.

<) g
-
v g
- \
-7 \
- \
re 0 - 1
inlxllx}/

\

Abb. 2.

Die isotrope Ebenen in A5, bzw. die Speere in u sind die geometrischen Grund-
objekte zweiter Art der £-Geometrie. Die #-Gruppe bildet sich in die auf die Menge
der Zyklen und Speere in p transitiv operierende Gruppe ab (s. [1], [3]). Die Geo-
metrie dizser Gruppe in p ist das bekannte euklidische Modell der £-Geometrie.

Bemerkung 2. Die geometrischen Grundobjekte 1. Art der £-G:ometrie
in diesen Modellen sind die Punkte in A5, bzw. die Zyklen in p.
4. BLASCHKE-ABBILDUNG. ZYLINDRISCHES MODELL

Die isotrope Ebene o hat im gegebenen Koordinatensystem (vgl. 3) die homogenen
Koordinaten

(2) a= (ao’ a;, a,, a3) s
wo
(2)) a3y =aj +a3; a;#0

(fiir a3 = 0 ist auch a; = a, = 0 und wir bekommen die Ebene v). Wir haben (2)
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angesichts (2') zu normieren:
&= (“0’ oy, &2, 1) .
(3) s=anp=do+ax, +ax; =0; af +al=1,

ist die analytische Darstcllung der orientierten Geraden s in der Grundebene p von
der durch den Vektor s bestimmten Orientierung.

(n,s), wo n=(x;,a),

ist ein mit der Orienticrung des gegebenen Koordinatensystems gleichsinnig orientier-
tes System.
Ein Zykel Z hat im gegebenen Koordinatensystem die homogenen Koordinaten

Z= (xo, X1, X3, X3)s Xo * 0,
die k6nnen wir normieren:

Z=(Luvw).

Definition 2. Die Abbildung
USIN R4 - R3 :TEZ(“O’ Gy, A3z, 1) = (_aZa 0y, —ao)
nennen wir die Blaschke-Abbildung.

Die Blaschke-Abbildung =, bildet die isotropen Ebenen, bzw. die Speere der
Grundebene p bijektiv auf die Punkte der Zylinderfliche

V=xl+xi=1
ab (es folgt aus (3) und D 2, s. Abb. 3).

LTy o g“ a— gy N
bij.
wo Zy ist die Menge aller regularen Ebenenschnitte auf ¥ s. [3], S. 18—19.

Die Zylinderfliche V ist das sog. zylindrische Modell der #-Ebene. Die Punkte,
die auf derselben Geraden des Zylinders V liegen, nennen wir die parallelen Punkte
(sie werden zu den parallelen, gleichsinnig orientierten Geraden in p beigeordnet).

Wiéhlen wir den Punkt M = [0, 1,0] € V und bilden wir V durch die stereo-
graphische Projektion 73 aus dem Zentrum M in die Ebene

n=x,=0
ab, s. Abb. 3
:(V={g})->n; g=Vni{x,=1}; (Meg),

7T3[X1, X2, X3] = [ o B ]571 .

1—x2’1—x2
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Die Abbildung 73 0 1, o 1y, bzW. 13 0 7, : A3, bzw. p - n U R bildet die isotropen
Ebenen, bzw. die Speere in die Punkte der Ebene n oder der Menge der reellen Zahlen
R und die Zyklen in die isotropen Kreise k

(4) k={[xy]|y+ax*+pBx+y=0; a,,yeR}u{a} cnUR

Abb. 3.

ab. k ist die Parabel in # mit der Achse o || y(x), die mit einer reelen Zahl « ergénzt
wird, bzw. die Gerade (im zylindrischen Modell M € Z, Z der Zykel), s. [3], S. 19.

Wir bekommen also das isotrope Modell der #-Ebene in n U R. Dieses isotrope
Modell der #-Ebene kann man passend analytisch durch die erweiterte duale Ebene
reprasentieren.
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5. DIE ERWEITERTE DUALE EBENE 4 ALS EIN MODELL DER #-EBENE

Sei
={a|a =a, +¢ay; aj,a,€R, & =0}

der Ring der dualen Zahlen. Wir nennen
a, = Ra, bzw. a, = Da

den reellen, bzw. dualen Teil der dualen Zahl a; a = a; — ¢a, nennen wir die
dual konjugierte duale Zahl zu a. Es gilt

aa = (a, + ea,)(a; — €a,) = a}

und wir kdnnen analogisch zur komplexen Zahl ein Modul

|a| = V(aa) = |ay|

der dualen Zahl a definieren. Die duale Zahl g mit Ial # 0koOnnen wir in der Exponen-
tialform
a =a,(1+ ep) = ae?,
wo
(p=arga=ﬂ=@eR,
a, Ra

darstellen. Es gilt:

a, + &a, — (al + 802)(b1 - Ebz) — ﬂ azbl - a1b2
bl + sbz (bl + ebz) (bl - 8b2) bl bf

e |b|=§=0.

A hat eigene Nullteiler; die Menge der Nullteiler
N = Ré = {xs|xeR, e? =0}

bildet einen nichttrivialen Ideal des Ringes 4; a e 9t <> |a| = 0.
D:finieren wir die Aquivalenz ~:

(z1522) ~ (21, '25) 'z, = 62;, i=1,2; oed—-N,

fir (z;,2z,)e{d x 4 — N x N}, dann bekommen wir eine Reprisentation einer
dualen projektiven Geraden ’

P,={dx4-N xRN ~}.

Die projektive Geometrie der projektiven dualen Geraden ist eine Geometrie an-
gesichts der Gruppe der regularen linearen Transformationen

i

) ‘zi=clz;; j=1,2; cied; Det|ci|¢R.
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Nach dem Ubergang

—zed...z, ¢N
(6) ﬂ'[(zl,zz)]=?=z— 0 ...z, =0
2
‘—-cl 2 €N, z, 0, _ 2
€ Dz,

zu den nichthomogenen Koordinaten bekommen wir:
- 1 c 2
4 = zlzesz=6=oovz=—=cw; ceR, c+0, ¢ =0}.
€

A kdnnen wir also durch die Erweiterung des Ringes 4, analogisch wie die Erweiterung
des Korpers der komplexen Zahlen K auf die erweiterte Gauflsche Ebene G = K u
U {0}, bekommen. 4 nennen wir die erweiterte duale Ebene.

Zu den Transformationen (5) werden durch (6) die Transformationen

’ az+c ) .
(5) ZsZ;ETc%’ cled; Det|cl|¢n

zugzordnet. Definieren wir angesichts (5') die Grundoperationen auch fiir die
,uneigenen dualen Zahlen o, cw‘*:

]

N

1) z+ 0w =0 +z=o00; fir ze

2) z—ow=w—z=w; fir zed; z+ ©

3) z.oo =ow.z =o; fir zed; z¢N
4) —=cw; fir zed

z

—z—=0; fir zed

©

ztew=tcw+z=(+c)w; fir zed

3
~
N

o =cw.z=(cRz)w; fiir zed-—N

cw=cw.z=(Pz.¢5).co =c.Pz; fir zeN — {0}

z.
S)E—w—=ia); flir zed —N

z Rz
8’)@=oo, fiir zeMN

z
9)~Z—=?Ea; fir ze4

cw ¢
10) cw +do=(c+d)w; fir c+d=+0
1) co.dw = o
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Nicht definiert wird:

1) 0 — 0 ; 2)z.00, fir zeN; 3)3;
0
4)2; 5) 2 6) = ;
0 () 0
7)0.0; 8)2; 9) ow—-o,
w

vgl. [5], [6]-
Zur Modelierung der #-Ebene durch die erweiterte duale Ebene 4 konstruieren
wir eine .bijektive Abbildung

n,:MUR—>4:

(i) m[x,¥y] =z

(it) m[o] = 1jae
(iii) 7,[0] = oo.

Die isotropen Kreise (4) (d. h. die Zykel) haben in 4 eine Darstellung:
(7 ma(k) = aezz + (1 + Be)z — H(1 — Pe)Z + ey = 0.

(7) geniigt der einzige uneigene Punkt: (1/a) w; o % 0, bzw. oo fiir « = 0. (7)
schreiben wir in der Form:

x + ye, fiir [x,y]en;
(1)) w, fiir x€ R, o =* 0;

I

(™) Aezz + Bz — Bz +Ce=0; A=4, C=C, B.B+0.

Zu den isotropen Ebenen (zu den Speeren) werden durch die Abbildung m4 o 730
oMy omy (bZW. T4 o7y 0 7,) die Punkte in A zugeordnet. Die parallelen Punkte
werden durch duale Zahlen mit gleichen reellen Teilen (gleichen Modulen) darge-
stellt. Alle uneigenen Punkte in 4 sind einander parallel.

Bemerkung 3. Die Benennung ,,duale‘‘ Ebene fassen wir folgendermaBen auf:
Zu den geometrischen Grundobjekten des affinen Modells A; der £-Ebene werden

die ,,duale‘‘ Objekte in 4 beigeordnet (isotrope Ebene — Punkt; Punkt — isotroper
Kreis).

Bemerkung 4. 2, ist angesichts (6) ein Modell der #-Ebene. Der isotrope Kreis
(7') hat in diesem Modell die folgende homogene Darstellung:

(7") Aezyz, + Bz,Z, — BZ,z, + Cez,Z2, =0; A=A, C=C, BB+0.
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6. DIE Z-GRUPPE

Wir benutzen die Abbildungen =, (i =1,2,3 4) auf die einzelnen entsprechenden
Représentationen der #-Gruppe (n, auf (1), usw.) und wir bekommen am Ende
die Reprdsentation der #-Gruppe, die auf der erweiterten dualen Ebene 4 operiert,
s. [1], bzw. [3]. Die direkte #-Transformation £ € AJ hat dann eine Darstellung

_+p
W+

(8) 2() =z

wo o, B,7,6€d; ad — Py ¢N; {, z e 4. Die £-Gruppe von der Reprisentation (8)
bezeichnen wir %(4). (8) transformiert einen beliebigen isotropen Kreis in einen
isotropen Kreis; die #-Transformation (8) ist also eine Kreisverwandtschaft. Die
Parallelitdt der Punkte ist #-invariant (in 4 invariant angesichts (4)).

Satz 1. Sind ‘(e d, i = 1,2,3 paarweise nicht parallele Punkte und ebenso
ize A, dann existiert eine einzige £-Transformation & von der Eigenschaft:
iz = 2(); i=1,23
Zum Beweis. 1) Seien 'z, {{ € 4, dann gilt:
i 2 2B s pyem: i=1,2,3,
y'C+ 46

daraus folgt
) el +p—0z=9"2

(9) sind 3 lineare Gleichungen in 4 dualen Unbekannten a, B, y, 8. Aus der Diskussion
des Systems (9) folgt: Die Losungen des Systems (9) sind abhéngig von einem dualen
Parameter, d. h. es existiert eine einzige .#-Transformation unserer Eigenschaft.
2) Ist ein aus den Punkten ", bzw. iz uneigen, dann kénnen wir auch die Parameter
a, B, 7, 6 durch die gegebenen Tripel darstellen (bis auf einen von Null verschiedenen
dualen Faktor). Vgl. [3], S. 88—89.

Satz 2. Durch 3 paarweise nicht parallele Punkte wird ein einziger isotroper
Kreis bestimmt.

Zum Beweis. Die Richtigkeit des Satzes folgt unmittelbar im zylindrisches Modell.

Satz 3. 4(4) operiert transitiv auf der Menge der isotropen Kreise.

Beweis. Folgt aus Satz 2 und Satz 1.
%(4) kann man angesichts (5'), (6) und (5) durch die Matrixdarstellung

(10) ‘Z=Cz; |C|=1,
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d. h. durch die Gruppe SI(2, 4), reprisentieren. In dieser Représentation kann man
unmittelbar zeigen, daB die £-Gruppe eine Liesche Gruppe ist.

Angesichts der einfachen analytischen Darstellung (8), bzw. (10), der #-Gruppe,
sind diese Darstellungen fiir die Untersuchung der #-Geometrie und £-Kinematik
passend.

7. TRANSFORMATION DES KOORDINATENSYSTEMS UND ALGEBRAISCHE
GRUNDINVARIANTEN

Jedes geordnete Tripel A, A,, A; paarweise nicht paralleler Punkte in der £-Ebe-
ne L nennen wir ein Koordinatensystem S in L. Unter den dualen Koordinaten
angesichts S verstehen wir die bijektive Abbildung

F :Leo A4,

die die Struktur der #-Ebene L reproduziert; %(4;) = ‘z, 'z e, 4 nichtparallel,
i =1,2,3; die Bezeichnung

S =«("2),(2).Ca» 4= (7).

Seien S = {('z), %2), C2)>, X =<("0),(}),(})> zwei Koordinatensysteme
in L, #, bzw. @ die Koordinaten angesichts S, bzw. 2 und eine #-Transformation
& € %(4), die durch 2 entsprechende Tripel

o((*0)), @((*%0)), ®((3¢)) ... Vorbilder

F((*0), #((%0)), #((0)) ... Bilder
festgestellt wird. Die Transformation der Koordinaten wird durch die Bezichung
(11) F=ZL.9P

dargestellt.

Suchen wir die geometrischen .Z-Eigenschaften, so miissen wir die algebraischen
Grundinvarianten der £-Gruppe untersuchen.

Satz 4. Das Doppelverhdltnis

17 -3 1z _4;

2, 3,2, 4,

(12) D= = ('z, %z,3%z,*2)

der beliebigen 4 nach 2 nichtparallelen Punkte ‘ze d; i =1, 2,3, 4, ist eine
algebraische Invariante der £-Gruppe %(4).
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Beweis. Sei 'z = Z(¥); £ = ZL(a, B, v, 5) € 9(4); aus (12) und (8) folgt:
a'{+pB o +B o« +B o+ B
_ ¥l +d P+ M+ y 4+ _
o+ B L+ B B AL+ B
Y4+ Y+ Y+ Y+

@) (T =) (@0 = (L =) _ - -0

@ —B) (=30 @ - B (X —-%) -3¢"2-%
= (¢, %,%, %), qed.

Die algebraische Z-Invariante D nennen wir das duale Doppelverhdltnis. Jede
duale Funktion der belibigen algebraischen #-Invariante ist wieder eine #-Inva-
riante; daraus folgt: '

arg D = arg(D, + ¢D,) = arg l:Dl (1 + a%)] =arg[D((l + ep)] = ¢ = %
1 1

ist auch eine #-Invariante. Diese #-Invariante kann man durch die Beziehung

1 3

2

22_4

z — 3z z 2z —~ 32 2; — 42

— 1, __ 4 1 3 1, _ 4
argD=arg<z z. 2 z)=argz z—argz z=tg1l/3—tg|p4

Rz

Abb. 4.

darstellen; Y3, bzw. 4 ist (im isotropen Modell) der Winkel (im euklidischen Sinn)
des isotropen Kreises {('z),(%z),(*z)}, bzw. {(*2),(%z),(*z)}, (die Parabel) im
Punkt 'z mit der reellen Achse, s. Abb. 4. '

247



Im zyklographischen Modell (die Ebene p) kann man die #-Invariante arg D wie
die Tangentialentfernung zwei Zykel {('z), (*z), (*2)}. {(*2), (*z), (*z)} mit genau 2
gemeinsamen Speeren 'z, 2z darstellen (s. [3], S. 30—35, bzw. s. [4], bzw. [5]);
s. Abb. 5.

9
Abb. 5.

1<0
N

s
~NU

Abb. 6.

Bemerkung 5. Sind ,, €, zwei beliebige Kurven in der Ebene mit der gemein-
samen Beriihrungslinie z, s. Abb. 6, so wird die Tangentialentfernung (%,, (62)
dieser Kurven als die Entfernung der Beriihrungspunkte P,, P, definiert. Sei K; der
in P; die Kurve €; beriihrende Kreis, i = 1, 2, dann gilt fiir die Tangentialentfernung

(K1, K;) = (%, %2) -

Fassen wir diese Situation in der Ebene u zusammen, dann behélt eine beliebige
Z-Transformation 2, die

% —'¢,; P,->'P;; Ki;-»'K;; i=12
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transformiert, die Tangentialentfernung beliebiger Kurven €,, ¢,. Die #-Transfor-
mation gehort aus diesem Standpunkt aus zu den equilongalen Transformationen.
Eine weitere #-Invariante ist das Modul des dualen Doppelverhiltnisses D:

mod D = |D| = #D = D, .

Diese #-Invariante wird das Doppelverhdltniss der Winkel 4 orientierter Geraden
(im zyklographischen Modell) 'z, 2z, 3z, *z genannt, s. [5], S. 103.
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