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Casopis pro pé&stovani matematiky, rot. 96 (1971), Praha

VERALLGEMEINERTE
LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME

STEFAN SCHWABIK, Praha
(Eingelangt am 3. Januar 1970)

In dieser Arbeit wollen wir die, von J. KUurzweEIL in [3] aufgebaute, Theorie der
verallgemeinerten Differentialgleichungen ergdnzen und die Theorie der linearen
Systeme, fiir diesen verallgemeinerten Begriff einer Differentialgleichung, entwickeln.

Fragen, die uns da interessieren werden, sind fiir den Fall der klassischen linearen
Systeme von Differentialgleichungen wohlbekannt. Das lineare Differentialgleichungs-
system, welches in dieser Arbeit untersucht wird, soll lineare Systeme beschreiben,
welche allgemein Funktionen endlicher Variation als Losungen zulassen. Unter-
suchungen in dieser Richtung wurden von D. WEXLER in der letzten Zeit durchgefiihrt
und sind im Buch [1] zusammengefasst. In 1] wird das Problem mittels der Schwartz-
schen Distributionstheorie bearbeitet. Die in unserer Arbeit gegebene Methode,
welche die in [3] angefiihrte Verallgemeinerung des Integralbegriffes zur Hilfe
nimmt, gibt Ergebnisse fiir Systeme, welche allgemeiner als die von [1] sind. In der
Arbeit [2] untersuchte T. H. HILDEBRANDT sogenannte lineare Differentio-Stieltjes
Integralgleichungen, deren Theorie auf dem Lebesgue-Stieltjes Integral einer Funk-
" tion endlicher Variation beziiglich einer Funktion endlicher Variation beruht. Die
Differentio-Stieltjes Integralgleichungen von Hildebrandt stehen unserem verallge-
meinerten linearen Differentialgleichungssystem sehr nahe. Die beiden Theorien
unterscheiden sich in der Benutzung von verschiedenen Integralbegriffen bei der
Behandlung der, dem linearen System dquivalenten, Integralgleichung.

Zum Schluss der Arbeit fiihren wir einige Anwendungen der Theorie zu linearen
Systemen mit Impulsen an, wobei die Impulse in den Koeffizienten der Matrix des
Systemes und auch in deren rechten Seite enthalten sein kénnen.

1. EINLEITUNG

Unsere Untersuchungen werden im n-dimensionalen Raum R" durchgefihrt,
dessen Elemente der Form x = (X1, X2, -+ x,) sind. Wir setzen voraus, dass dieser
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Raum, mit der Norm |x| = max|x;| versehen, einen normierten Raum bildet.
i

Eine n x n-Matrix A = (a,;) versehen wir mit der entsprechenden Operatorennorm
|A] = max Z|au| wobei a;; das in der i-ten Zeile und in der j-ten Spalte der Matrix 4

stehende Element bezeichnet. Wenn E die Einheitsmatrix bezeichnet, dann ist
||E|| = 1. Fir die eben angefiihrte Norm einer Matrix gilt |AB| < ||A| . |B|, wenn B
eine n x n-Matrix ist und fiir alle i, j = 1,2, ..., nist |a;;| < ]lA”

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die weiter durchgefuhrte Untersuchungen auch
fiir andere Normen durchgefiihrt werden kénnen, wenn diese die obigen Eigenschaften
haben.

Sei ferner —o0 < a < b < +o0. Sei f(t) eine, fiir te {a, b) definierte, reelle
Funktion und sei a < ¢ £ d < b; mit var ({c, d); f) bezeichnen wir die Totalvaria-
tion der Funktion f im Intervall <{c, d). Sei ferner noch A(f) fiir te {a, b) eine
n x n-Matrix, deren Elemente a;(t) reelle Funktionen sind. Fir a < ¢ <d < b
definieren wir die Zahl

var (Ce, s ) = sup 5 A1) — At

wobei wir das Supremum tiber alle mogliche Teilungen D :¢c =t, < t; < ... < t, =
= d des Intervalles {c, d) nehmen und die obige Norm fiir die Matrizen beniitzen.
Die Zahl var ({c, d); A) nennen wir Totalvariation der Mairix A(t) im Intervall
e, dy. Offenbar gilt var ({c, d), a;;) < var (¢, d>, A) fiir alle i,j =1,2,...,n
wobei a, () die Elemente der Matrix A(t) sind.

Gleicherweise kann man auch fiir eine Vektorfunktion ¢(f) = (¢,(?), ..., @,(t)),
welche fiir ¢ € {a, b) definiert ist, die Zahl var ({c, d); ¢) definieren, wobei a < ¢ <
< d £ b ist. var ({c, d); ) wird dann Totalvariation der Vektorfunktion e¢(t)
im Intervall {c, d) genannt. Wir nennen die Matrix A(r) bzw. den Vektor ¢(¢) endli-
cher Variation in {a, b), wenn var ({a, b); A) < +co bzw. var ({a, b); ¢) < +
ist. Wir verabreden uns noch, dass eine fiir ¢t (a, +o0) definierte Matrix A(f)
bzw. Vektor ¢(t) in <a, + o) endlicher Variation genannt wird, wenn var (<c,d);
A) < + o bzw. var (¢, d); @) < + oo ist, wenn {c, d) ein in {a, + o0) enthaltenes
endliches, sonst beliebiges, Intervall ist.

Der Funktion var (<a, t); A) der Variablen t € {a, b) ist offenbar genau dann
unstetig, wenn eine der Funktionen a,(f) unstetig ist. Wenn a < t; < t, ist, dann
gilt offensichtlich var ({a, t,); A) = var (<a, t,>; A) + var ({t, t,>; A). Wenn ce
€ {a, by ist, dann ist die Funktion var ({c, t>; A) in {c, b) nichtfallend. Wenn
t,,t, €<a, b) ist, dann gilt

|A(t2) — A(ty)| < |var (<a, t,); A) — var (<a, t,); A)|.

Dieselben Eigenschaften hat offenbar auch die Variation einer Vektorfunktion ¢(t).
Die weiteren Untersuchungen werden auf der, in [3] gegebenen, Verallgemeinerung
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des Perron-Stieltjesintegrales beruhen (vgl. Abs. 1 in [3]): Sei ¢ < d; 6(f) > 0:
:{c,d) = E,;

S={tt)cst=sd t1-r)st=<t+r)}.

In S sei eine reelle endliche Funktion U(r, ) definiert. Eine reelle Funktion M(x),
welche fiir 7 € {c¢, d) definiert ist, nennen wir Oberfunktion zu U(v:, t), wenn es eine
Menge S; < S, derselben Art wie S, gibt (d. h. S; ist soeben wie S, aber mit einer
Funktion 6,(f) : {c, d) = E;, 0 < &,(t) < &(r) definiert), sodass fiir (7o, 7) € S, die
Ungleichung

(t = 70) (U(to, 1) = Ulto, 7)) = (7 — 70) (M(r) — M(z,))
gilt.

Eine reelle Funktion m(t), welche fiir 7 € {c, d) definiert ist, nennen wir Unter-
funktion zu U(z, f) wenn — m(t) eine Oberfunktion zu — U(, t) in {c, d) ist. Wenn
M(7) eine Oberfunktion zu U(z, t) und m(t) eine Unterfunktion zu U(z, t) in {c, d)
ist, dann gilt M(d) — M(c) = m(d) — m(c). Wenn ferner die Funktion U(t, f)
derartig ist, dass

inf [M(d) — M(O]] = sup [m(d) — m(e)] =1

gilt, wobei man das Infimum bzw. das Supremum iiber alle Oberfunktionen M
zu U(t, 1) in {c, d) bzw. iiber alle Unterfunktionen m zu U(x, ¢) in {c, d) nimmt,
dann wird die Funktion U(z, t) im Intervall {c, d) integrierbar (im Sinne von Kurz-
weil) genannt und wir bezeichnen I = [? DU(t, t). Bezeichnen wir weiter noch mit
B({c, d)) die Menge aller Funktionen U(x, ), welche im Intervall {c, d) im obigen
Sinne integrierbar sind.

Eine Vektorfunktion U(t,t) = (Uy(,1),..., U, t)) nennen wir im Intervall
{¢,d) (im Sinne von Kurzweil) integrierbar, wenn Uz, t) € B({c, d)) fiir alle
j=1,2,...,n ist; wir schreiben dann U(z, 1) e B(<c, d)) und legen [? DU(z, 1) =
= ([¢DU(z, 1), ..., ¢ DU,(x, 1)).

Die Fundamentaleigenschaften von diesem Integralbegriff sind in [3] festgelegt
(vgl. Theorem 1,3,1—1,3,4 in [3]) z. B. das Integral ist ein lineares Funktional, es ist
Intervalladitiv, usw. Wir fiihren noch weitere Eigenschaften an; es gilt.

Satz 1,1 (vgl. Theorem 1,3,5 in [3]). Sei U(x, 1) auf S definiert, sei U e B({c, o))
fiir ¢ < 6 < d und es existiere der endliche Grenzwert

lim U’uu ~ U(d, %) + U, d)] L.

o—d— ¢
Dann ist U e B(<c, d)) und es gilt [¢DU = L.
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Satz 1,2 (vgl. Theorem 1,3,6 in [3]). Sei U e B(<c, d)), 0o € {c, d). Dann ist

- Jim [ J DU — U(,, o) + Yoo, ao):l - J DU.
oecedy =€ ¢

Dabher gilt folgendes: |7 DU(z, t) ist als eine Funktion der Variablen ¢ im Punkt o,
genau dann stetig, wenn die Funktion U(co, t) in der Variablen t im Punkt t = o,
stetig ist.

Wenn ferner U,(a, 0) — U (0o, 65) = U,(00, 0) — Uy(0o, 69) ist fiir (o, 6) € S,
wobei die Menge S die oben beschriebenen Eigenschaften hat, dann schriebe man
U, = U, und nenne man die Funktionen U; und U, fast identisch. Es gilt: Wenn
U, = U, und U, e B({c, d)), dann ist U, e B({c, d)) und [I DU, = (¢ DU, (vgl.
Lemma 1,3,1 in [3]).

Setze man nun voraus, dass f(7) eine fiir T € {c, d) definierte endliche reelle Funk-
tion ist und dass ¢(t) eine reelle Funktion endlicher Variation im Intervall {c, d ist.
Lege man U(x, t) = f(r) ¢(¢); dann gilt: Es ist U € B({c, d)) genau dann, wenn das
Perron-Stieltjesintegral P.S. [?f(v) do(r) existiert und es gilt (vgl. Note 1,1,2

in [3]) . ,,
f DU(s, i) = P.S. [ 1(2) dofe)

¢ C

Dabher folgt: Wenn U, (1, t) = y(t) ist, wobei ¥(t) : (a, b) — E, var ({a, b, ¥) <
< +oo und U, = Uy, dann ist U, € B({c, d)) fiir jedes {c,dy = <a, b) und es gilt

j DUz, 1) = ¥(d) — ¥(o).

Beweis. Diese Behauptung folgt sofort daher, dass das Perron-Stieltjesintegral
2 dy(r) = ¥(d) — ¥(c) existiert und, nach dem Lemma 1,3,1 von [3] fiir fast iden-
tische Funktionen, dem verallgememerten Integral [? DU,(x, 1) gleich ist.

Es gilt weiter

Satz 1,3 (vgl. Lemma 3,1 in [4]). Sei U(z,t):S — E,, Ue P({c, d)), V(z,1):
:S » E,, Ve P({c, d)) und es existiere fiir jedes o € {c, d) ein §(c) > 0, sodass fiir
0, €4c,dy n (o — §(0), 6 + §(c)) die Ungleichung

o2 = o] . 1Ue,02) - U, )] 5 (61 = ) (V0 2) — V(o )

gilt; dann ist

f DU, t)} J DV, 1).
Wenn speziell fiir t,, t, € (¢, d) die Ungleichung

UGz, 15) = U(z, 1)]| = o(2) |(t2) — h(t,)|
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gilt, wobei h(z) in {c, d) eine beschrinkte Funktion endlicher Variation ist und wenn
P.S. [¢ o(7) dh(1) existiert, dann ist

diU(r, t)

Es seien reelle Funktionen ¢(s), se {a, b), Y(1), te {c,d)> gegeben, welche
endlicher Variation in ihren Definitionsintervallen sind. Sei ferner f(o, ) eine reelle
Funktion, welche fiir (o, ) € {a, b) x {(c, d) definiert ist. Legen wir U(o, s; 7, t) =
= ¢(s) f(, ) Y(¢). Fiir Funktionen von diessm Typ werden wir weiter die Formel

b pd d b
* J Dsj DU(o, s; 7, 1) = f D,J DU(o, s; 7, 1)

a (4 a

i < P.S. J\d(p(t) dh(z) .

il ¢

brauchen, welche die Moglichkeit der Umtauschung iterierter verallgemeinerter
Integrale fiir Funktionen der oben beschriebener Form angibt (die Symbole D,
bzw. D, in der Formel deuten nur an, in Bezug auf welche Variablen man integriert).
Mit Riicksicht auf den angefiihrten Zusammenhang des verallgemeinerten Kurz-
weilintegrales mit dem Perron-Stieltjesintegral und mit Riicksicht auf die Form der
Funktion U(o, s; 7, t) wird die Formel (*) z. B. dann gelten, wenn die Voraussetzun
gen des Fubinisatzes fiir das Perron Stieltjesintegral P.S. [, 4y cc.ay fd,y erfiillt
sind, wobei das Mass p,,, mittels der, iiblicherweise durch die Funktionen ¢ und
gebildeten, additiven Intervallfunktion bestimmt ist. (d.h. wenn I = {a’, b’) x
x {c',d"y = {a, b) x {c,d) ist, dann ist p,,(I) = (¢(b) — o(a")) (¥(d") — ¥(c)).
Insbesondere gilt die Formel (*) in dem Fall, wenn die Funktion f(o, 7) in ihrem
Definitionsbereich p,,-messbar und beschrinkt ist.

Sei weiter —o0 < a < b < +oo. Fiir te<a, b) sei A(f) = (a;(t)) eine n x n-
Matrix, deren Elemente a;i(t), i,j = 1,...,n im Intervall <{a, b) von links stetig
sind und sei var ((a, b>, A) < 4 oo0. Ferner sei

Mg = {xeR", |x| < K}

fiir K > 0. Lege man Gy = My x (a, b) und sei fiir (x, t) € G die Funktion F(x, {) =
= A(f) x definiert; es gilt

|ASF(x, to)|| = [F(x, to + &) — F(x, to)]| < [|A(to + o) — A(to)] - x| =
< K||A(to + 0) — A(ty)| < K(var (<a, ty + 6); A) — var (<a, t,); A))
fiir (x, to), (x, to + 0) € G und

|AIAZF(xo, to)]| = |ATF(xo + ¥, to) — ATF(xo, to)]| = [[A(to + o) — A(to)] ¥
< || - [var (<a, to + o); A) — var (<a, to); A)]

IIA

fiir (o, to), (Xo + ¥, to), (Xo, to + 0), (Xo + ¥, fo + o) € Gyg.
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Die Funktion var ((a, ty; A) und ebenfalls auch K var (Ca, ty; A) fiir K > 0 ist
in {a, b) von links stetig, nichtfallend und beschrinkt. Nach den obigen Ungleichun-
gen ist ‘

F(x, t) e #(Gg, var (Ca, t); A)), wenn K < 1 ist,
und

F(x, t) e #(Gg, K var (¢a, ty; A)), wenn K > 1 ist

(die Funktionenklasse #(G, h(t)), wo h(f) eine von links stetige, endliche nicht-
fallende Funktion ist wurde in [4] und [5] definiert und untersucht). In [4] ist
folgendes bewiesen: Wenn F(x, f) e #(G, h(t)) ist, wobei G = R" x {a, b) eine
offene Menge ist und wo h(t) eine reelle nichtfallende von links stetige beschrinkte
Funktion in {a, b) ist und wenn () : <c, d) - R", {c, d) < {a, b),(¢(), 7) € G fiir
7 € {¢, d) soeine Funktion ist, dass

le(z2) — @(z1)]| < |ha(z2) = ha(z))|

fiir 7, 7, € {c, d) ist, wobei h, () eine reelle nichtfallende von links stetige beschriinkte
Funktion in {c, d) ist, dann existiert das Integral [? DF(¢(z), t) und dieses kann sogar
mit Hilfe gewisser Integralsummen angenéhert werden (vgl. Theorem 1,1 in [4] bzw.
den Satz auf Seite 405 in [5]). »

Sei nun ¢(7) : <a, b) > R", ¢(7) = (¢4(1), ..., @,(v)), var (<a, b, @) < + 0,
@;(t) von links stetig, j = 1, 2, ..., n. Die Funktion var ({a, t), ¢) ist in der Variablen
t € {a, b) offenbar nichtfallend, beschrinkt und von links stetig und wenn {c, d) <
< {a, b ist und 1, 7, € {c, d) gilt, dann ist die Ungleichung

lo(rs) = o(z))] < |var (Ca, 12); @) — var (<a, 7,); 9)|

in Kraft und ferner gilt auch

lo@] < lo(@)] + var (<&, 233 ) < Jo(@)] + var (<a, b%; 9) +1 =K < +o0

fiir alle 7 € (a, b). Also ist (¢(7), 1) € G fiir 7 € {c, d). Nach dem obigen existiert
also das Integral [? DA(f) ¢() nachdem A(t) x € #(Gy, K var (<a, t); A)) ist. Daher
folgt sofort das spezielle Ergebnis:

Wenn a(t) und ¢(1) in {a,b) definierte reelle Funktionen endlicher Variation und von
links stetigin {a, b) sind, dann existiert das Perron-Stieltjesintegral P.S. ¢ ¢(t) da (1)
injedem {c, d> = <{a, by nachdem das verallgemeinerte Integral [¢ D[ a(t) ¢(7)] existiert.

Wenn weiter die Funktion ¢(t) : {c,d> = R", ¢(t), j = 1,..., n von links stetig
in {c, d) ist, dann gilt fiir alle (t,, 7), (t,, ) € (¢, d> x {c, d) die Ungleichung

I[AG2) - At)] 0()] < [A(t2) — A@)] - le@)] <

< n:a);”(p(r)[] . |var (Ka, 1,); A) — var (<a, t,); A)|
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und nach dem Satz 1,3 ist daher

|24 000 = max oo - [ dtone (a0 =
=fg<lf,§>"¢(f)” . var (<a, d; A) — var (<a, c3; A)| =

= max ||p(7)| . |var ((c, d); A)| .
te{c,d)

2. DAS VERALLGEMEINERTE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEM.
EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT DER LOSUNGEN

Wir werden weiterhin voraussetzen, dass —o0 < a < b < +oo ist. Sei A(f) =
= (a;(t)) eine fiir te<a, b) definierte n x n-Matrix, var ({a, b); A) < + oo, die
Elemente a;;(t) von A(t) seien von links stetige Funktionen im Intervall {a, b) und
sei b(?) ein fiir t € {a, b) definierter n-Vektor, var ({a, b), b) < oo, dessen Elemente
von links stetige Funktionen im Intervall {a, b) sind.

Wir wollen die verallgemeinerten linearen Differentialgleichungen

dx

(NH) il D[A(¢) x + b(1)]
und
(H) = = DA()x]

im Intervall {a, b) untersuchen.

Sei {c,d)» = <a, b). Eine Vektorfunktion x(t) = (x(1), ..., x,(t)), welche fiir
te{c, d) definiert ist, nennen wir eine Losung der Gleichung (NH) (bzw. (H))
in {c, d), wenn fiir beliebige 7,, 7, € {c, d), T, < 1, die Gleichung

@.1) x(t2) = x(z;) + J " DIA®) x(2) + b(t)] =

(bzw.
22) x(t;) = x(e,) + j :D[A(t)x(r)])

gilt (vgl. [3] Absatz 2.).
Wir befassen uns im Weiteren mit der Existenz einer Losung x(t) der Gleichung
(NH) fiir gegebene X € R", € {a, b}, wobei x(#) = X gelten soll. Es gilt folgender

— x(c;) + rp[A(t) x(9)] + b(zs) — b(z)
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Satz 2,1. Wenn xeR", te{a,b) ist, dann existiert im Intervall {1, b) eine
Losung x(t) der Gleichung (NH), fiir welche x() = x ist.

Beweis. Fiir eine Funktion ¢(7) : <7, b) - R", var (<7, b); ¢) < + o0, ¢(7) von
links stetig in <%, b) definieren wir den Operator

(2,3) To = % + f "DA(E) 0(z) + b(s) — b() -

Das in diesem Operator auftretende Integral existiert offenbar nach den Unter-
suchungen vom Absatz 1. Fiir die Funktion ¥(s) = (T9) (o) : {#, b) - R" gilt
(04,0, €<1, bD):

@4 [¥lod) - ¥(o)] =

| f " DA(t) o(c) + b(o;) — b(a,)}é <

< max |o(7)] . |var (<a, 0,); A) — var (<a, ,); A)| +

te(01,02)

+ |var (Ca, 6,); b) var (<a, 5, ); b)|

und daher sehen wir sofort, dass ¥(s) von links stetig sein muss (nachdem

var ({a, ¢); A) und var (<a, o); b) von links stetig sind) und dass var (<7, b, ¥) <

< + oo ist. Die Unstetigkeiten von (o) fallen mit denen von A(f) und b(t) zusammen.
Wir definieren nun eine Folge von Funktionen

(2,5) @0(7), 9,(1), 95(1), ..., @ t) : i, b) - R
folgenderweise:

Sei @o(7) = x, Te(f, by und
(2’6) i1 = Toy

fir k =0, 1, 2, ... Bezeichnen wir noch der Kiirze wegen h(tr) = var (<a, t); A) und
var ({a, b); b) = L < +o0. h(7) ist eine nichtnegative von links stetige nichtfallende
reelle Funktion im Intervall {a, b). Es ist bekannt, dass wenn {c, d) < {a, b),
¢ < d ist, dann gilt

27) J" ) dhe) S [ 1@) = 11(0]

firk =0,1,2,...(vgl. Lemma 3,3 in [4]). Wenn man voraussetzt, dass die Funktion
alle obigen Eigenschaften hat, aber anstatt von links stetig von rechts stetig ist, dann
kann mittels der, in [4] angefiihrten, Methode nach einer unwesentlichen Abande-
rung, bewiesen werden, dass die Ungleichung (2,7) mit dem umgekehrten Zeichen
der Ungleichheit gilt. Fiir eine stetige Funktion h(r) mit den obigen Eigenschaften
gilt also (2,7) mit dem Gleichheitszeichen.
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Fiir unseren Fall gilt nach (2,7) offenbar
(2.8) F[h(f) = h(c)]* dh(z) = r[h(f) = h(c)]* d[h(r) — h(c)] <
1 k+1
S i [h(d) = h(e)]**"
Den Eigenschaften der Elemente der Folge (2,5) nach gilt (¢ € <7, b))
(29) lov(e) = 0ol = | [ DA + [1(0) ~ b0 5

< |A(e) — A@] - [X]| + [b(e) — b < (h(e) — h(®) %] + L.
Nach (2,6) (2,8) und (2,9) ist ferner (o € <7, b))

lox(e) = @:(0)]| = (Te,) (o) = (Topo) (0)]| =

DA(r) [o.(x) - «oo@]l}

s [l - ol a9 = 14 j(h(r) ~ H) i) + 1 ah(o) <
< %] 4[H) ~ WOT* + LLHG) — A(D)]

Ebenso ist weiter auch (o € <7, b))
los(@) = es(@)] < ] . 5 - [We) = O + L. 3[h(e) - W)

und induktionsweise erhalt man dann (6 €<%, b, k =1,2,...):

(2.10)  [oul0) - @u-1(0)] = [X] - —[h(a) - h@] + L [h(e) — h(BI**.

(k - )

Daher gilt auch (o € <7, b))

@11) o) = e i)l 5 IR () - BOF + L [ho) — hOT"

1
(k — 1)!

fiir alle k = 0, 1, 2, ... Ferner gilt nach (2,11) fiir alle ¢ € 7, b)
o) = 51 = loe) — 0u(o)] < 3 lo@) ~ o1-@)] =
< [x] Z = [h(b) - h@] + L Z [A(b) — n(®]*

1 (i = 1)'
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und also

1) Lok s [ + 51 % L106) - 10 + LT L 16) - 0] -

k—ll

=[] iil:,o % [A(b) — A(®]" + Li;) m [A() = h@®] < (%] + L) OO

fiir alle o € <7, b) und jedes ganze k. Nach (2,4) und (2,12) ist

(2,13) lod(oz) = o)) = (1] + L) @7 |h(o,) ~ h(oy)| +
+ |var (Ca, 6,); b) — var (<a, 6,); b)|
fiir jedes ganze k = 0. Daher sehen wir sofort, dass die moglichen Unstetigkeits-

punkte der Funktion ¢, fiir jedes ganze k nur in den Unstetigkeitspunkten von A(f)
und b(¢) liegen konnen, dass ¢, von links stetig in <%, b) ist und dass

var (<1, b); @) < (|| + L) €@~ var (<7, b); A) + var (<7, b); b) < +

gilt. )
Nachdem die in (2,10) auf der rechten Seite stehenden Zahlen eine konvergente
Reihe bilden, strebt die Folge von (2,5) gleichmissig im Intervall <7, b) zu einer
Funktion ¢(1) : (I, b) - R". Fiir diese Funktion gilt fiir ¢;, 0, € (}, b)) und jedes
¢ > 0 die Ungleichung

lo(e2) — @(e))] = [e(o2) — @ulo2)] + lodo2) — @lo))] + oulo)) — o(oy)] <
< 2 + |oioa) — oo < 26 + (1%] + L) 2O )i(a) — (o] +

+ Ivar (€a, 03>, b) — var (<a, o), b)l s

(k ist beliebig).
Daher ist klar, dass
lo(o2) = (e))] < (x| + L) ¢@*D|h(e;) — h(oy)| +

+ |var (a, 6,); b) — var ({a, 6,); b)|
fiir alle 64, 0, € {1, b) gelten muss und also ist ¢ von links stetig, die moglichen
Unstetigkeitspunkte der Funktion ¢(t) im Intervall {#, b) kénnen nur in der Menge
der Unstetigkeitspunkte von A(f) und b(f) im Intervall <%, b) liegen und es gilt

var ({#,b); @) < + 0. Fernerist offenbar auch T fiir jedes o € {7, b) definiert und
es gilt

=

I(Tew) (@) - (To) (0)] =

j :D[A'(:) (@) — 0(2)]
< max [(2) = o(7)] j" dh(z) < max [o(s) — 0] (W(b) — H(D)
e(i,b) : e(i,b)

192



und also ist auch die Folge To,, To;, Te,, ... gleichmassig in (7, b)> konvergent.
Nach dem Grenziibergang k — oo in (2,6) ergibt sich die Gleichung ¢ = Te d. h.
die Funktion ¢ erfiillt (2,1) mit t, = %, 7, = o und es ist ¢(¥) = x (vgl. die Defini-
tion (2,3) des Operators T); die soeben konstruierte Funktion ist also im Intervall
<%, b eine Losung der Gleichung (NH) und es gilt fiir diese () = x.

Bemerkung 2,1. Wenn man voraussetzt, dass die Matrix A(t) = (a,(1)), a;(1), i,j =
=1,...,n von links stetig und die Vektorfunktion b(t) = (by(¢), ..., bi(?)), b{(?),
i =1,...,n von links stetig, fiir ¢t € {a, +oo) definiert sind und in {a, +oo) auch
endlicher Variation sind, dann kann man das Verfahren vom Beweis des Satzes 2,1
fiir ein beliebiges 7 < b < + oo im Intervall <%, b)> durchfithren und so die Existenz
einer Losung ¢(t) der Gleichung (NH) mit ¢(7) = X im Intervall (, + o) sichern.

Bemerkung 2,2. Wenn, zusitzlich zu den Voraussetzungen von der Einleitung
dieses Absatzes, noch die Matrix A(r) stetig (d. h. a;(¢) fiir alle i, j = 1, ..., n stetig)
im Intervall <{a, b) ist, dann kann man das Verfahren vom Beweis des Satzes un-
verdndert auch fiir das Intervall (a, ¥) beniitzen und beweisen, dass die Losung ¢(t)
der Gleichung (NH) mit ¢(7) = x auch in diesem Intervall existieren wird. Im Fall,
der da untersucht wird, ist dieses aber nicht erfiillt. In [4], (Note 2,1) wurde, gezeigt
dass wenn z. B. n =1 ist, <a,b) = (—1,1) A(f) =1 fir —1 <t <0, A(t) =0
fir 0 < t < 1, dann kann die Lésung x(t) der Gleichung (H) mit x(f) = %, X 0
0 < T < 1 allgemein fiir ¢ < 0 nicht definiert werden. '

Es gilt allgemein folgendes: Sei a < t, < 7 < b und sei die Lésung x(t) der Glei-
chung (NH), fiir welche x(7) = X ist, im Intervall (o, b) schon bestimmt; dann ist
offenbar x(t,+) = lim x(t) bekannt. Wenn man die Losung x(t) auch fiir 7 = ¢,

k2 1)

bestimmen kann, dann gilt nach Satz 1,1
x(to+) — x(to) =aljlgl+[A(t0 + 8) — A(to)] x(to) + A*b(1,) =
= AT A(to) x(t5) + ATb(1,),
wobei wir ATA(t,) = A(to+) — A(to), A*b(ty) = b(to+) — b(t,) bezeichnen. Also
muss [E + A*A(to)] x(t) = x(to+) — A*b(t,) gelten. Wenn die Matrix [E +

+ A*A(t,)] keine inverse hat, dann ist es offenbar nicht méglich den Wert x(t,)
eindeutig zu bestimmen.

Satz 2,2. Sei X, y € R", T € {a, b) und sei x(t) bzw. y(t) eine Lisung der Gleichung
(NH) in <1, b) sodass x(f) = X bzw. y(i) = y gilt. Dann ist

(2,19 |x() — y(o)| £ |% — ¥]|| exp (var (<7, 0); A))

fiir alle o € {1, b).
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Beweis. Es gilt fiir alle o € {7, b) die Ungleichung

ﬁmwvm—nmi

IM@—WWéV—N+' <

é%—ﬁ+£Mﬂ—mwwﬂ

nach dem Satz 1,3, wobei h(t) = var ({a, 7); A) ist. Nach dem Lemma 2,3 von [5]
gilt also ||x(¢) — y(o)| = |%x — ¥| exp (h(c) — h(7)) fiir alle ¢ e<# by und also
auch (2,14).

Bemerkung 2,3. Wenn X = y ist, dann ist nach (2,14) vom Satz 2,2 x(s) = y(o) fiir
o € {1, b) und also gibt der Satz 2,2 die Eindeutigkeit der L6sungen der Gleichung
(NH) fiir zunehmende Werte der Variablen an.

Bemerkung 2,4. Die Sitze 2,1 und 2,2 gelten offenbar auch fiir die Gleichung (H),
wenn man b(t) = 0 legt.

Wir beweisen nun noch eine Behauptung, welche die im Satz 2,2 und Bemerkung 2,3
angegebene Eindeutigkeit der Losungen der Gleichung (NH) noch verbessert:

Satz 2,3. Sei Te<a, b) und seien x(t), y(t) Losungen der Gleichung (NH) in
{e,b), ¢ <t = b, wobei x(¥) = y(7) ist und die Elemente der Matrix A(t) im
Intervall (c,¥) keine Unstetigkeitspunkte haben. Dann gilt x(7) = y(1) fir te
€ (¢, b). Wenn noch ferner E + A* A(c) eine nichtsingulare Matrix ist, (A* A(c) =
= A(c+) — A(c)), dann gilt auch x(c) = y(c).

Beweis. Nach dem Satz 2,2 ist offenbar x(r) = y(7) fiir e <%, b). Wir unter-
suchen noch das Intervall (c, 7). Fiir ¢ € (c, 7) gilt

x(é) + f;DA(t) x(r) - y(é) - JqDA(t) y(t) =0
4 - ¢
und also ist

(2.19) M@—mm=mMmma—mn
|

Daher ergibt sich [x(¢) — y(¢)| < N fidh(z) = N[h(?) — h(¢)], wobei N =
= max |x(t) — y(r)| und h(zr) = var (<a, t); A) ist. Nach der Einsetzung dieser
te(c,) .

Abschitzung in (2,15) ergibt sich dann
wm—ﬂm§Nqu—wnM@=NﬁmLM@—mewﬂ=
= NI3HY) - h() H(E) + 35O = 2 [4() = W]
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Das Herleiten dieser Ungleichung benétigt die Stetigkeit der Funktion h(r) im
Intervall (c, ¥y, nachdem dann die Gleichung [} h*(7) dh(z) = (k + 1)7"' [h**1(7) -
— B**1(&)] gilt (vgl. (2,7)). Ebenso kann man induktionsweise fortgehen und
die Ungleichung

() = ¥(@)] = 3, [H) = KT < 1 [h0) — e+

fiir £ € (¢, T) und ein beliebiges natiirliches k erhalten. Daher ist ferner notwendig auch
N < N(1/k!) [A(f) — h(c+)]* fiir alle natiirliche k und also ist N = max |x(7) —
— y(7)| = 0 und so gilt die erste Behauptung vom Satz. Ferner gilt (="

0 = x(c+) = ¥(e+) = [E + A*AQ)] (x(e) ~ ¥(©)]

und also, wenn die Matrix E + A*A(c) nichtsingular ist, dann ist auch x(c) = y(c).

3. DIE HOMOGENE GLEICHUNG (H)

Sei —0 < a < b < +00,A(t) = (a;(t)), var ({a, b); A) < +00,a;(t) : {a, b> >
— R! von links stetig. Fiir die lineare homogene verallgemeinerte Gleichung
(H) dx _ DA(t) x

dt
gilt der Existenzsatz 2,1 und der Eindeutigkeitssatz 2,3 fiir die Lésungen.

Sei weiter e (a, b). Wenn ¢@(t): <% b) > R", i = 1,2 Losungen von (H) in
{1, b) sind und wenn a; € R, i = 1,2 ist, dann ist die Funktion ¢(t) = a, ¢,(7) +
+ a, ¢,(7) : (§, b) > R" auch eine Losung der Gleichung (H), nachdem fiir alle
T, T, €L, b), 1y < 1,

o(1;) = a, ‘Px(Tz) + a, ‘Pz(fz) =a, ‘Pl(‘h) + a, ‘Pl(‘tl) +

+ jtzDA(t) [a, ,(c) + a; 05(7)] = o(ry) + j‘tzDA(t) o(7)

Ty T

gilt. Also gilt

Satz 3,1. Die Menge aller Losungen der Gleichung (H) im Intervall {i, b) bildet
eine lineare Mannigfaltigkeit.

Wir zeigen nun folgendes: Sei fir k = 1,2,...,n, e® =(0,...,0,1,0,...,0)eR",
wobei der Wert 1 an der k-ten Stelle in e® liegt. Sei weiter ¢®() : (, b) — R" die,
nach dem Satz 2,1 existierende und nach dem Satz 2,2 eindeutig bestimmte, Losung
der Gleichung (H) im Intervall <%, b) sodass ¢®)(f) = e® gilt. Sei nun weiter o(7) =
= (@1(2), 92(2), ..., @4(7)) eine beliebige Losung der Gleichung (H), deren Defini-
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tionsintervall das Intervall <7, b) enthalt. Bezeichnen wir ¢; = (i), i = 1,.

Nach dem Satz 3, 1 ist die Funktion Z ¢; ¢() offenbar eine Losung der Gleichung
(H) und es gilt Z c; o(7) = Z c e") = ¢(7). Nach dem Satz 2,2 ist also (p(‘r)

= Z ¢; (1) fur alle e {f, b) Dlese Erwiigung zeigt, soeben wie es in der klassi-

schen Theorie der linearen Differentialgleichungen gebrauchlich ist, dass der folgende
Satz gilt:

Satz 3,2. Die lineare Mannigfaltigkeit aller Losungen der Gleichung (H) in
einem Intervall (1, by, a £ 1 ist n-dimensional.

Fiir den Fall der von links stetigen Matrix A(f), den wir da untersuchen, gilt der
Eindeutigkeitssatz 2,2 nur fiir zunehmende Werte der unabhingigen Variablen und
man kann nicht, so wie im klassischen Fall, die lineare Unabhangigkeit einer ,,Lo-
sungsbasis z. B. die lineare Unabhingigkeit der Elemente ¢®(1)e R", k = 1,...,n
fir 7 e (%, b) herleiten.

Fiir unseren Fall nennen wir ein System (t), ..., ¥"(r) von Losungen der Glei-
chung (H) im Intervall <7, b) eine Losungsbasis der Gleichung (H), wenn die Vekto-
ren ¥'(1), Y*(?), ..., ¥"(?) linear unabhingig sind. Sei also ¥'(),...,¥"(x) eine
Losungsbasis der Gleichung (H) im Intervall <%, b). Bilde man die Matrix ¥(t)
deren Spalten die Vektoren ¥'(7), ..., ¥"(t) sind. Diese Matrix ¥(r) geniigt offenbar
der Matrizengleichung d¥P[dr = DA(1) ¥ fiir e (7, b). Unter einer Matrizen-
gleichung

(3,1) ax _ DA(t) X

dr
im Intervall (%, b), welche der Gleichung (H) entspricht, verstehen wir die Aufgabe
eine Matrix X(z) so zu finden, dass deren Spaltenvektoren Losungen im Sinn des
Absatzes 2 der Gleichung (H) im Intervall <7, b) bilden; d. h. es ist eine fiir €
€ (1, b)y definierte n x n-Matrix X(tr) zu finden, sodass fiir alle t,, 1, € <, b,
T, < t, die Gleichung

(32) X(c:) = X(z,) + j "DA(1) X(2)

erfiillt ist.

Offenbar gilt: Wenn die Matrix ¥(z) eine Losung der Matrizengleichung (3,1)
im Intervall (i, b) ist, dann ist auch die Matrix ‘P(T) . C eine Losung der Matrizen-
gleichung (3,1), wobei C eine konstante n x n-Matrix ist.

Wenn die Spalten ¥'(7), ..., y"(¥) der Matrix P(¥) linear unabhingige Vektoren
sind, dann nennen wir die Matrix P(r), welche eine Lésung der Matrizengleichung
(3,1) sein soll, eine Basismatrix der Gleichung (H) in (%, b). Die Basismatrix der
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Gleichung (H) im Intervall 7, b), welche fiir ¢ = 7 den Wert E annimmt (E ist die
Einheitsmatrix), bezeichnen wir mit (b(r, ?) und nennen diese die Fundamental-
matrix der Gleichung (H) im Intervall <%, b).

Wenn X € R" ist und wenn &(z, ) die Fundamentalmatrix der Gleichung (H) im
Intervall {7, b) ist, dann ist die Funktion

(3,3) x(7) = &(r, 1) x

eine Losung der Gleichung (H) im Intervall <%, b}, fiir welche x(¥) = X gilt.

Wenn ferner ¥(t) in <, b) eine Basismatrix der Gleichung (H) ist und wenn C
eine nichtsingulare konstante n x n-Matrix ist, dann ist die Matrix ¥(r). C auch
eine Basismatrix der Gleichung (H) im Intervall <%, b). Jede Basismatrix der Glei-
chung (H) im Intervall <7, b) kann in der Form ¥(z) . C dargestellt werden, wobei
¥(7) eine gegebene Basismatrix der Gleichung (H) im Intervall %, b) ist und wobei C
eine konstante nichtsingulare n x n-Matrix ist. Die erste dieser Behauptungen ist
trivial, die zweite folgt daher, dass zwei Systeme von n linear unabhéngigen Vektoren
mittels einer eindeutig bestimmten, nichtsingularen n x n-Matrix ineinander ab-
gebildet werden konnen und daher, dass fiir das untersuchte System (H) der Eindeu-
tigkeitsatz 2,2 gilt.

4. UBER DIE FUNDAMENTALMATRIX &(z,7) DER GLEICHUNG (H)

Fiir die Fundamentalmatrix &(&, 7) der Gleichung (H) im Intervall (%, b) gilt, der
Definition vom Absatz 3 nach, die Gleichung

(4.1) P2, 1) =E + J "DA(l) (x, 1

i
fiirr £ € {1, b).
Seinun a £ ty £ t; £ t, £ b. Fiir die Fundamentalmatrix di(f, to) gilt auch die
Gleichung

3
(4,2) D(¢, to) = D(ty, to) +f DA(?) ®(z, t,) ,

ty
wenn £ € {ty, b) ist. Im Intervall {t, b) ist also D(¢, t,) eine Losung der Matrizen-
gleichung (3,1). Es gibt also eine konstante n x n-Matrix C, sodass ®(¢, t,) =
= &(%, 1,) C sein wird. Setze man nun ¢ = t;, dann ergibt sich daher C = @(t,, t,)
und also gilt die Beziehung

(4,3) D(1;, to) = B(t,, t,) D(ty, 1,),

wenn a Xt St <t, £ b ist.
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Definieren wir Ko(¢, 7) = E fiir £ € (%, b), wo E die Einheitsmatrix ist und legen
(Ee<i b))

. ¢
(44) Ki.1) = f DA K_(5.1)..

i
Bezeichnen wir weiter h(t) = var ((a, t); A) fiir 7 € <a, b). Es gilt
e ¢ .
Il = | [ 0a0) = [[a1) = 1)~ 10
i :
fiir & € <%, b). Ebenso ist (vgl. (2,7))

9
K&, 7)] = } j DA K1)

< J j[h(r) — h(1)] dh(z) < 4[r(&) — B(D)]

und mittels Induktion ergibt sich dann &hnlicherweise, wie bei dem Beweis des
Existenzsatzes 2,1, die Ungleichung

(9 1K, 1] = [HO) = )P = (ar (<1, 23: Ay
fiir £e <%, b), j = 1,2, ... Definieren wir weiter noch

(46) ®,(c, 1) =j§0:<,.(¢, 7.

Offenbar gilt

4,7) (517 =E + ﬁDA(t) + ﬁDA(t) j :D,IA(tl) + ...+

+ j :DA(t) f :D,IA(tl)J:D,zA(tz) f " D Altn).

P
wenn man in (4,6) nach (4,4) gliedweise einsetzt. Daher ist weiter

@8 e n=E+ J "DA(1) [E + f DA + .. +

i i

+ J“DHA(II) _‘,_j:m_zD‘m_lA(t,,,_l)] =E + FDA(t) D, (1, 7)

3 i

fir £ e (i, b). Nach (4,5) ist die Reihe ) K&, 7) also im Intervall (i, b) gleich-
j=o0

missig konvergent; bezeichnen wir deren Summe mit ®(¢, 7). Es ist fiir £ e (7, b)

f :DA(t) [®u(s.1) = 0 D]| < max [@,(s.1) - Bz, ) var (<1 &3 4
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und also ist fiir alle & e <, by auch lim ({ DA(t) ®,(z, ¥) = [{ DA(t) &(z, ¥). Daher
ergibt sich, nach dem Grenziibergang m — o in (4,8), die Gleichung (4,1); wir zeigten
auf diese Weise, dass die Summe der Reihe Z K;(¢,7) die Fundamentalmatrix der

Gleichung (H) im Intervall <7, b) ist. Ferner ist nach (4,7) und nach dem Grenziiber-
gang m — o0 auch

(49) BET) — E + J "DA) + J.§DA(t) j DAL +

+ JjDA(t)I:D,IA(tl)f:lD,zA(tz) + ...

fiir £ € (7, b). Die Bezichung (4,9) gibt die Darstellung der Fundamentalmatrix der
Gleichung (H) in der Form der, von der klassischen Theorie bekannten, Peano-
reihe an.

Nach (4,6) und (4,5) gilt weiter fiir die Fundamentalmatrix ®(¢, ¥) der Gleichung
(H) im Intervall <7, b) die Ungleichung

(4,10) || @(&, 7)| < exp (var (<7, b); A)) < exp (var (Ca, b); A)) =M < + o0 .

Daher ist auch sofort ersichtlich, dass die Fundamentalmatrix der Gleichung (H)
fiir <7, b), T € {a, b) beliebig, eine in der Norm beschrinkte Matrix ist.

Wenn &, &, e <, b) ist, dann gilt die Ungleichung

[®(&,,7) — D(£,, T)| < M(var ((7, £,); A) — var ((F, £.); A))

nach (4,1) und (4,10), wenn man den Satz 1,3 verwendet. Die Fundamentalmatrix
der Gleichung (H) ist in der Variablen ¢ also von links stetig, nachdem die Elemente
der Matrix A(t) diese Eigenschaft haben und die Unstetigkeiten in ¢ konnen nur in
den Unstetigkeitspunkten der Matrix A(f) liegen.

Die Beniitzung des Satzes 1,2 liefert fiir € € (I, b) die Gleichung

B(E+.7) - B(67) = lim B¢ + 6,1) - ®(Z,7) =

= lim fHDA(t) ®(z,7) = [A(E+) — A©)] B(& ) = ATA(Z) B(Z, 1)
3 .

-0
und also ist
(4,11) O(¢+,7) = [E + ATA(E)] @(4, 1),

wobei wir A*A(¢) = A(¢+) — A(&) bezeichnen.
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Die Fundamentalmatrix &(¢, #) der Gleichung (H) kann man als eine Funktion der
Variablen £,  betrachten; diese ist fiir a < # < ¢ < b definiert. Seinun 7, 7, € {a, b)
und sei ¢ 2 max (3, #,), dann sind ®(¢, #,) und ebenfalls auch (¢, 1,) deﬁmert und
es gilt (wenn z. B. 1, < 7, ist):

‘P(é, 72) - Q(f, 71) = J:

iz

5
DA(t) &(z, 7,) — f DA(t) B(z, 7,) =

[ £}

4 (73 4
=f DA(i) ®(x, 1,) — f DA(t) &(s, 1,) — j DA(l) ®(z, 1,) =

- f : DA(H) [@(x, 1) — B(z, 1,)] — f :DA(t) o(x, 1))

Bezeichnen wir noch (&) = &(¢&, 1,) — (&, 1,). Nach der obigen Gleichung gilt
so V(&) = — [ DA(t) ®(1, t,) + f§, DA(t) P(r) und also ist die Matrix 'I‘(&) in
<1,, b) eine Losung der Matrizengleichung (3,1), fiir welche ¥(7,) = — [i2 DA(Y) .
. @(t, 1,) ist. Also ist (€ € (%,, b))

2

,12) (&) = (&, 1,) (- j DA(t) &(s, 71)>
131

und daher ergibt sich dann fiir ¢ € {#,, b) die Ungleichung

|2 1) - 95, 1,)] < |2 1) - j DA 2. 1)

<
=

72
< M? f dh(z) = levar (Ka, 1,); A) — var ({a, 1,); A)l ,
1

wobei M die Konstante von (4,10) ist; dieselbe Ungleichung kann ebenso auch fiir
den Fall 7, < 7, hergeleitet werden. Diese Ungleichung zeigt sofort, dass die Funda-
mentalmatrix @(¢, 7) der Gleichung (H) auch in der Variablen # von links stetig fiir
t e (a, &) ist, und dass deren mogliche Unstetigkeiten mit den Unstetigkeitspunkten
der Matrix A(f) zusammenfallen miissen. Zugleich ist es auch zu sehen, dass die
Fundamentalmatrix 115(6, %) im Intervall {a, &) endlicher Variation in der Variablen ¥
ist.
Nach der Gleichung (4,12) ergibt sich fiir § > 0 die folgende Gleichung:

BT, +0) — B(ET) = BE T, +9). ( - J " paGi) o(z, m)

[ 31
und nach dem Grenziibergang 6 — 04 folgt daher weiter

D¢ H+) - D) = —B(E 1 +) [A( +) — A(t)] D11, 1) =
= —@(&, 1 +)ATA(L).
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Wir bekommen so die Gleichung
(4.13) B2, 1,) = B(E F+) [E + ATAR)].

Wir fassen die bisher festgelegten Eigenschaften der Fundamentalmatrix ®(¢, 7)
folgenderweise zusammen:

Satz 4,1. Die Fundamentalmatrix ®(&, 7) der Gleichung (H), wobei A(t) = (a;/(?))
eine fiir t € {a, b) definierte n x n-Matrix ist, deren Elemente a;j(t),i,j = 1,2,...,n
in (a,b) von links stetige Funktionen sind und wo var ({a, b); A) < + o0 ist,
ist fir a <1< ¢ < b definiert. ®(&, 1) ist in ihrem Definitionsbereich in der
Norm beschrénkt (vgl. (4,10)).

®(&, 1) ist fiir festes T € {a, b) endlicher Variation (als Funktion der Variablen &)
im Intervall (i, b); fiir festes ¢ € a, b) ist ®(&, T) endlicher Variation (als Funktion
der Variablen 1) im Intervall {a, &).

®(¢, 1) ist fiir festes 1e<a, by in &e (1, b) von links stetig und fiir festes ¢ e
€ {a, b) in te<a, &) von links stetig.

Die Unstetigkeiten von di(f, ?) in der Variablen & fiir festes 1€ {a, b, £ € (i, b)
fallen mit den Unstetigkeiten der Matrix A(t) zusammen und es gilt (4,11) und die
Unstetigkeiten von ®(&, 7) in der Variablen 1 fiir festes & € (a, by, 1€ <a, &) fallen
mit den Unstetigkeiten der Matrix A(t) zusammen und es gilt (4,13).-

®(&, 1) kann man in der Form der verallgemeinerten Peanoreihe (4,9) darstellen.

Wir wenden uns nun zu einer weiteren Eigenschaft der Fundamentalmatrix
(¢, 1) der Gleichung (H); es gilt folgender

Satz 4,2.Seia < 1 < ¢ < bund sei D(¢, ?) die Fundamentalmatrix der Gleichung
(H), wobei die Voraussetzungen iiber die Matrix A(t) vom Satz 4,1 in Kraft bleiben.

Die Fundamentalmatrix 45(6, ?) ist genau dann singular, wenn ein 1* € (i, é) S0
existiert, dass die Matrix E + A*A(t*) singular ist (dabei bezeichnen wir A*(r*) =
= A(t*+) — A(r¥)).

Bemerkung. Singular wird, wie iiblich, eine n x n-Matrix C dann genannt, wenn
die Gleichung Cx = 0 eine nichttriviale Losung in R" hat, oder dquivalent, wenn
det C = 0 ist.

Beweis des Satzes 4,2. 1. Es existiere t* € 7, £) sodass E + A*A(t*) singular ist,
d. h. det (E + A*A(1*)) = 0. Dann gilt nach (4,3) und (4,13)

B(EF = B(E, %) B(1*, 1) = D, 1*+) [E + A*A(*)] D(t*, 7)
und also ist
det (¢, ) = det D(&, t*+) det [E + A*A(t*)] det B(1*,7) = 0
d. h. die Matrix ®(¢, 7) ist singular.
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2. Sei die Fundamentalmatrix @(¢, ) singular (die Werte &, 7 sind dabei fest). Wit
machen fiir diesen Beweis die Verabredung, dass wenn in einem Intervall <7, 7) die
Gleichung det ?PG, ) = 0 gelten wird, dann sagen wir, dass die Fundamental-
matrix @(z,7) in (7, ¢y die Eigenschaft (S) hat. Der Voraussetzung nach hat die
Fundamentalmatrix ®(¢,7) in <%, &) die Eigenschaft (S). Sei t, = (¢ + 7)/2 der
Mittelpunkt des Intervalles <7, £). Nach (4,3) ist 0 = det ®(¢,7) = det (£, 1) .
. det &(t,, 7). Daher ist offenbar, dass die Matrizen ®(¢, t,) oder &(t,, ?) in einem
der Intervalle (t,, &), oder (%, t,) die Eigenschaft (S) haben. Bezeichnen wir mit J,
soein Intervall von den Intervallen {t,, &), (1, t,), in welchem die Fundamental-
matrix die Eigenschaft (S) hat. Das Intervall J, zerteilen wir wieder auf zwei gleich
lange Intervalle; man kann wie oben behaupten, dass in einem von diesen Intervallen
die Fundamentalmatrix die Eigenschaft (S) haben wird. Dieses Intervall bezeichnen
wir mit J,. Dieses Verfahren kann man fortsetzen und ein Intervall J, bilden,
welches eine der beiden, gleich langen, Halften des Intervalles J, ist und in welchem
die Fundamentalmatrix die Eigenschaft (S) hat. Auf diese Weise kann man fort-
schreiten und eine Folge von Intervallen J,, J,, J;, ..., Jy, ... bilden sodass in
jedem J, die Fundamentalmatrix die Eigenschaft (S) hat und dass J,., = J,,
|Jx+1| = 3|7, gilt, wobei |J| die Lange des Intervalles J bedeutet und Jy,; ist
eine der, gleich langen, Halften des Intervalles J,. Bezeichnen wir noch J, =
= {uls ¥4 1l < *t;; offenbar gilt o, < (terq < *tyy £ *t, lim 4t = lim *t, =

k— 0 k— o

=1r* t*e(}, & und dabei ist det ®(*y, 4,) = 0. Ferner gilt D(*1,, 4t) =
= @(*1;, t*) D(*, ,t,) und also ist

lim @(*t,, 1) = lim ®(*ty, t*) lim B(t*, ,1,) = B(r*+, t*) D(1*, t*) = E + ATA(t¥),
k— o0 k=

k— o0
daher ist weiter also

0 = lim det D(*t;, 4t,) = det [E + AT A(r*)]

k—

d. h. die Matrix E + A*A(¢*) ist singular. Es konnte bei der obigen Konstruktion
auch der Fall vorkommen, dass man die Intervallenfolge J,, J,, J3, ... nur so wiahlen
kann, dass fiir jedes ganze k, *t, = ¢ wire. Es ist dann offenbar det @(,t, H+0
und det &(¢, ,t,) = 0, daher wire dann auch 0 = lim det ®(¢, 41,) = det D(¢, &) =

k= o0
= det E = 1; dieses ist aber natiirlich nicht méglich und es muss also notwendig ein
t*e (i, é) mit den obigen Eigenschaften existieren. Der Satz ist so bewiesen.

Wenn man den Satz 4,2 nun nach den Eigenschaften einer nichtsingularen Matrix
neu formuliert, kann man folgendes behaupten: .

Satz 4,3. Sei a £ 1< & < b. Die Fundamentalmatrix di(f, ?) hat genau dann
eine inverse, wenn fiir jedes t € 1, £) die Matrix E + A* A(t) eine inverse hat.

Weiter wenden wir uns zu der Untersuchung der Punkte ¢ € (a, b), fiir welche die
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Matrix E + A" A(r), A*A(r) = A(t+) — A(r) keine inverse besitzt: Wenn t € <a, b)
ein Stetigkeitspunkt der Matrix A(t) ist, dann ist A*A(f) = Ound det [E + AT A(1)] =
= 1 und also besitzt die Matrix E + A*A(r) eine inverse. Der Punkt t € (a, b), in
welchem die Matrix E + A*A(t) keine inverse hat, kann so nur ein Unstetigkeits-
punkt der Matrix A(f) sein.

Nachdem h(t) = var ({a, t); A) eine nichtfallende Funktion endlicher Variation
im Intervall {a, b) ist und nachdem offenbar h(r) genau dann in einem Punkt te
€ {a, b) unstetig ist, wenn A(t) in diesem Punkt unstetig ist (d. h. eins der Elemente
a;;(t) der Matrix ist in diesem Punkt unstetig), ist, nach den bekannten Eigenschaften
einer reellen Funktion mit beschrinkter Totalvariation, die Menge {t € <a, b),
A*A() # 0} = U abzihlbar. Ferner gilt ) [A*A(f)|| < var (<a, b); A) < + 0. Sei

telU

noch U, = {teU; |A*A(t)| = 1}. Die Menge U, ist offenbar endlich. Fiir te
eU — U, ist also |A*A(f)|| < 1 und so hat fiir te U — U, die Matrix E + A A(t)

eine inverse [E + A*A(t)]"! (man kann [E + A*A(t)]"! = Y (—A*A(t))* schrei-
k=0
ben, und die Reihe rechts ist konvergent). Bezeichnen wir nun
U, = {te{a, by; det[E + A*A(t)] = 0}.

Es muss offenbar U, = U, sein und also muss U auch eine endliche Menge sein
dohoesist Uy = {t;, 1, ..ot} 1y <t < ... < b
Sei nun ¢ < 7. Legen wir

(4.14) o, 1) = [@(1 )],

wenn [@(7, £)]~" existiert d. h. wenn ®(f, &) eine nichtsingulare Matrix ist. Die
Matrix @(¢, 7) kann fiir diesen Fall so nur dann definiert werden (vgl. Satz 4,3),
wenn im Intervall (¢, 7) kein Punkt t so existiert, dass die Matrix E + A*A(t) keine
inverse in diesem Punkt hat d. h. wenn (&, 1) n U = 0 ist.

Sei nun 7e<a, b). Es ist einer der folgenden Fille moglich: e (t,, 41>, k =
=1,2,...,m — 1; Te{a, t,), € (t,, b>. Sei weiter X e R"; die Matrix ®(¢, ?) ist
fiir £ e <7, b) und (nach (4,14)) fiir ¢ e (1, 7), wenn 7 € (t, ty+,) bzw. fiir ¢ e <a, B),
wenn T e <a, t;) bzw. fir £ e (t,, ), wenn t€ (1, b), definiert. Sei & < ¥ im Defini-
tionsbereich von @®(¢, 7). Lege man

(4,15) x(&) = ®(¢, 1) x

fiir alle & € {a, b), fiir welche di(f, 7) definiert ist.
Fiir ¢ < 7 ist dann offenbar

i
= 9(1,)x¢) = x(0) + | DA )
g
und also gilt x(£) = X — [{ DA(t) x(r). Daher ergibt sich wenn ¢, < ¢, < 7, (£1, &2
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liegen im Definitionsbereich von &(¢, ¥)) die Gleichung
P

? 32

x(&) = x(&,) = j DA(H) x(1) + J DA(t) x(z) = | DA x(x).

$2 S &1
Die, in (4,15) definierte, Funktion x(£) ist also fiir ¢ < 7 eine Lésung der Gleichung
(H) und fiir diese gilt offenbar x(¥) = X. Wenn nun () eine allgemein andere Lésung
der Gleichung (H) fiir t < 7 mit y(f) = X ist, dann gilt nach den Eigenschaften der
Fundamentalmatrix (vgl. (3,3)) die Gleichung x = ®(%, &) x(¢) = (7, £) y(¢) und
daher so auch @(%, &) [x(¢) — y(¢)] = 0; nachdem aber die Matrix (¢, ¥) wohl-
definiert ist, muss @(7, £) eine nichtsingulare Matrix sein und so muss auch x(¢) =
= y(¢) fiir alle ¢ < 1, fiir welche die Lésung x(£) definiert ist, gelten. Daher ist also
sofort zu sehen, dass die durch (4,15) bestimmte Losung der Gleichung (H) eindeutig
in dem Intervall bestimmt ist, in welchem di(é, 7) existiert.

Wir zeigen nun noch, dass die fiir ¢ < 7 in der Beziehung (4,14) definierte Matrix
®(&, 1) der Gleichung (4,1) fiir ¢ < 7 geniigt. Sei also ¢ < 7. Nachdem ®(, ?) einen
Sinn haben soll, muss [®(7, £)]~* existieren und also existiert auch [@(F, )] ~* fiir
alle ¢ <t < %. Nach (4,3) gilt ®(%, &) = &(7, 1) D(t, £) und da [D(7, 7)] " existiert
ist auch @(t, &) = [®(F, 7)] 7! D(%, £). Ferner gilt die Gleichung &(%, &) = E +
+ [} DA(t) ®(z, £). Wenn wir nun nach dem Obigen in diese Gleichung einsetzen,
ergibt sich sofort @(%, ) = E + [} DA(t) [®(%, 7)]~* &(F, £) und nachdem [®(7,¢)] !
existiert ist daher also E = [&(7, £)]™* + [} DA(f) [®(%, )] !. Wenn man da die
Matrix ®(&, ?) definierende Gleichung (4,14) in Betracht nimmt, dann bekommt man
von dieser Gleichung sofort ®(¢,7) = E — [; DA(t) ®(t,7) = E + [} DA(t) &(z, 7)
d. h. die Matrix (¢, 7), welche durch (4,14) definiert ist, geniigt der Gleichung (4,1).

Wenn wir die, im Absatz 3 eingefiihrte, Definition der Fundamentalmatrix (D(é, P)
der Gleichung (H) noch nach der in (4,14) gegebenen Definition fiir ¢ < 7 erweitern,
dann werden wir im Weiteren unter dem Begriff der Fundamentalmatrix der Gleichung
(H) immer diese erweiterte Matrix @(¢, 7) verstehen.

Wir haben in diesem Absatz einigermassen noch die Ergebnisse des Absatzes 2
fiir die lineare homogene Gleichung (H) verbessert. Dem Obigen nach gilt ndmlich
folgender ' '

Satz 4,4. Wenn die Voraussetzungen iiber die Matrix A(t) von der Einleitung des
Absatzes 2 gelten und wenn 1€ {a, b), x € R" ist, dann existiert eine Lisung der
Gleichung (H), welche wir mit x(t) bezeichnen, fiir welche x(f) = X ist. Diese
Losung x(t) der Gleichung (H) ist fiir alle te (%, b) und t1e(c,¥), a £ ¢ < 1 defi-
niert, wenn fiir alle t € (c, ¥) die Matrix A(t) nichtsingular ist. In jedem Intervall
der Form (c, b) ist die Losung x(t) der Gleichung (H) eindeutig bestimmt. Diese
Lésung x(t) der Gleichung (H) kann man in der Form

(4,16) x(7) = &(z, ) x

darstellen, wobei ®(t, T) die Fundamentalmatrix der Gleichung (H) ist.

204



5. DIE NICHTHOMOGENE GLEICHUNG (NH)

Wir werden weiter die Gleichung

(NH) o = D[AW®x + b(0)]

im Intervall <a,b), —o0 <a <b < +oo untersuchen, wobei A(f) = (a;(1)),
a;t), i,j =1,2,...,n von links stetig, var ((a, b); A) < +o0, b(t) = (by(1), ...
..., by(t)), b(t) von links stetig, var ({a, b); b) < + o0.

Sei (c, d) < {a, b) und sei x,(t) : {c, d) > R" eine Losung der Gleichung (H)
im Intervall {c, d) und sei x*(t) : {c, d) - R" eine Losung der Gleichung (NH) in
demselben Intervall {c, d). Dann ist die Funktion y(t) = x,(t) + x*() eine Losung
der Gleichung (NH) im Intervall {c, d). Tatsachlich fiir &, < &,, &, &, € {c, d) gilt
die Gleichung

y(&2) — y(&1) = x(&,) — x(&y) + x*(&,) — x*(¢,) =
_ J " DA() x,(<) + [ " DA(E) x*(2) + b(&;) — b(E,) = j “DA() y(z) + b(E,) — b(&,).

4

1 &Gl

Wenn umgekehrt, y(1) : (¢, d) > R" eine beliebige Losung der Gleichung (NH) ist
und x*(1) : (¢, dy - R" eine feste Losung der Gleichung (NH), dann existiert eine
Losung x,(7) : {c, d> = R" der Gleichung (H), sodass y(z) = x*(t) + x,(t) ist.

Dabher folgt, dass wenn man alle Losungen der Gleichung (NH) kennen soll, dann
geniigt es eine feste Losung dieser Gleichung zu bestimmen; alle andere Losungen
von (NH) sind dann durch die lineare Mannigfaltigkeit der Losungen der Gleichung
(H) bestimmt.

Wir zeigen nun weiter, wie man eine feste Losung der Gleichung (NH) bestimmen
kann und so nach dem Obigen auch alle Losungen der Gleichung (NH). Sei e
€ {a, b); wir zeigen, dass die Funktion

(5.1) x*(&) = ®(&, 1) b(T) + dei(é, T+) b(?)

4

ist eine Losung der Gleichung (NH) in soeinem Intervall, in welchem ®(¢, ¥) definiert
ist. (Vgl. Abs. 3 und 4.) Sei # < ¢ < b. Wir berechnen zuerst (vgl. (4,1))

f jDA(t) x*(z) = J :D,A(t) [(b(r, ) b(7) + f :D,di(t, o) b(s)] -
= J :D,A(t) &(z, 7) b(?) + f :D,A(t) f :D,d)(‘r,a+)b(s) =
— (®(5,7) — E) b(3) + f :D,A(t) J' :D,(b(‘t, o) bis) -
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Im letzten Glied ist es erwiinscht die Folge der Integrationen umzutauschen. Legen
wir darum @(t,0) = &(1, 0 +) fiir I < 0 < 7, &(z,0) =0 fiir t < 0 < & Es gilt
 J§ D&(t, 0) b(s) = [{ D,®(t, o +)b(s), denn nach dem Satz 1,2 ist [; D[&(r, o +) —
— &(1, 0)] b(s) = ®(r, 7+) (b(r) — b(r—)) =0, da b von links stetig ist. Ebenso
gilt ferner [} DA(f) &(, o) = [: D,A(f) ®(z, 0+) — A*A(0) &(0, 0+) nachdem
nach Satz 1,2 die Gleichung (% DA(f) [®(z,0+) — &(1, 0)] = (A(c+) — A(0)).
. ®(0, 0+) = A*A(0) D(0, o +) gilt. Nach (4,10) ist die Fundamentalmatrix ®(¢, 7)
beschriankt und A(f) bzw. b(t) sind endlicher Variation. Deswegen ist die Formel (*)
vom Absatz 1. fiir die Umtauschung der Integrationsfolge fiir alle Komponenten
von A(t) &(t, o) b(s) anwendbar und es ergibt sich folgendes:

f :D,A(t) L D,®(z, 0 +) b(s) = j :D,A(t) J :D@(T, o) b(s) =
- [ D) 80,000 = [ 2. [ 0.4) 802,04 50 -

- f "D, A* A(6) ®(s, 5 +) b(s) .

4

Wenn man die Beziehungen (4,13) und (4,1) zur Geltung bringt, dann ergibt sich
ferner

J :D, '[ "DA(t) ®(z, o+) b(s) = f jo, f A1) B(z, o) [E + A*A0)]"" b(s) =

o

- fns[sv(é, o) - E][E + A*A@)]™" b(s) =
4 3
- j D.8(E 0+ 86) ~ [ DIE + 4" A 56 =
- J' D.B(E, o +) b(s) — f j”s[E — &0, o+) A*A0)] b(s) =

4 3 4
- J' D.B(E, o-+) b(s) — J Db(s) + J D, (s, a+) A*A(e) b(s) .

i i 14

Wir bekommen so

¢ | 3
j DA() x*(z) = ®(&, 7) b(f) — b(i) + f D®(E, a+) b(s) — f Db(s) +

7 i

£ ¢
+ j D, (e, o+) A*A(o) b(s) — f D, 47A(7) B(r,o+) () =

= @(¢, 1) b(?) + Fb,cb(é, o+) b(s) — b(¢),
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nachdem die Matrizen ®(c, o+ ) und A* A(¢) offenbar kommutativ sind. Es gilt also
¢
J DA(f) x*(z) = x*(&) — b(¢).
i

Dasselbe kann auch fiir den Fall £ < 7 bewiesen werden, die Methode des Beweises
ist dieselbe wie im oben untersuchten Fall. Der Wert & < ¥ muss dabei aber derartig
sein, dass die Fundamentalmatrix @(¢,7) fiir diesen eindeutig definiert ist (vgl.
Absatz 4). Es ist also x*(£) = b(?) + [§ D[A(f) x*(z) + b()] d. h. die Funktion x*(¢)
von (5,1) ist fiir alle Werte ¢, fiir welche ®(¢, 7) eindeutig definiert ist, eine Losung
der Gleichung (NH) mit x*(¥) = b(%).

Sei nun x € R", Te {a, b). Wir bestimmen noch auf dem Grund der Kenntniss
der Lésung x*(7) von (5,1) der Gleichung (NH) die Ldsung der Gleichung (NH) fiir
welche x(7) = x ist. Nach dem Obigen ist x(t) = x*(t) + x,(t), wobei x,(t) eine
Losung der Gleichung (H) ist. Wir legen x,(t) = ®(t, ¥) [x — b(7)], wobei ®(t, 7)
die Fundamentalmatrix der Gleichung (H) ist. Die Funktion x(t) = x*(z) + x,(t),
wo x*(t) die Losung der Gleichung (NH) von (5,1) ist, ist offenbar eine Losung der
Gleichung (NH) und es gilt x(7) = x*(7) + x,(f) = b(f) + X — b(f) = X d. h. es ist
x(&) = (&, 7) b(7) + [} DD(E, 1) b(t) + D(, F) [x — b(7)]; daher ergibt sich dann

(5.2) x() = ®(£, 1) & + fp«p(g, T+ b(t) .

4

Die Formel (5,2) gilt fiir alle & e <a, b), fiir welche die Fundamentalmatrix G(¢, 7)
der Gleichung (H) bestimmt ist. Die Formel (5,2) kann man mit Hilfe von (4,13) in
der Form

53 x(©) = e DF + j *pa(c, 7) b(r) — f "Da(e, < +) A*A() b(r)

i 4

schreiben. Das dritte Glied in dieser Formel gibt eine Korrektion der iiblichen
Formel der Variation der Konstanten fiir klassische Gleichungen an.

6. SYSTEME MIT IMPULSEN

Wir wollen zum Schluss noch einige spezielle Systeme mit Impulsen untersuchen
und die vorgehenden Ergebnisse an diese Systeme anwenden.

Sei im Intervall {a, b), —0 < a < b < + o eine stetige n x n-Matrix P(t) und
eine stetige Funktion f(f) : {a, b) — R" gegeben; sei weiter {T;} = <a, b) eine ab-
zihlbare Menge und {s;}, s; € R" sei eine derartige abzihlbare Menge, dass ) ||s| <
< +oo gilt. Zu jedem T; ordnen wir ein s; zu. Legen wir ferner A(f) = [; P(¢) do
fir te <a, by und b(t) = [;f(s)do + Y s; fiir te (a, b), wobei in dieser letzten

T jela,t)
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Summe alle derartige s; summiert werden, fiir welche die ihnen zugehorende Punk-
te T, im Intervall {a, t) liegen. b(t) ist offenbar in {a, b) von links stetig und endlicher
Variation in {a, b). Untersuchen wir die verallgemeinerte Differentialgleichung

61 T = DA x + b(9]

mit oben gegebenen A(r) und b(f) und auch die entsprechende homogene Gleichung

(62) 3_’1‘ — DA(H)x.

Fiir eine Losung x(t) der Gleichung (6,2) muss der Definition nach die Gleichung

x(t2) = x(z;) + J "DAG) x(7) = x(z1) + J' “D ( j "P(o) da> x(t) =

T1 T1 a

= x(t,) + J tzP(r) x(7) dt

T1

gelten und also ist x(7) eine Losung der klassischen Gleichung

dx
— =P(t) x.
" (1)

(6.3)

Die in der iiblichen Form geschriebenen Integrale sind als Lebesguesche Integrale
aufzufassen, bzw. kann man diese als Riemannsche Integrale betrachten, wenn der
Integrand eine stetige Funktion ist.

Wenn umgekehrt x(r) eine Losung der Gleichung (6,3) ist, dann ist offenbar x(t)
auch eine Losung der Gleichung (6,2).

Es sei @(&, 7) die klassische Fundamentalmatrix der Gleichung (6,3). Diese ist
offenbar zugleich auch die Fundamentalmatrix der Gleichung (6,2) im Sinn der
Absitze 3 und 4 und ist fiir alle &, T € {a, b) definiert. Wenn x € R", Te{a, b) ist,
dann kann die vom Punkt (X, 7) ausgehende Losung x(t) der Gleichung (6,1) nach
(5,3) folgenderweise angegeben werden:

(64)  x(@) = B(& D)% + [ DB(Z, ) b(s) =

pE S
= o(c. %+ [ #(e 9 de + D2 ( T 1) -

C i T je<#.8)

_aEDE+ [ OE )f@d+ ¥ BET)s,.
¢ T 1eda. 1)

J ela,t
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Die gewdhnlichen Integrale in (6,4) sind wieder Lebesguesche Integrale bzw. Rie-
mannsche Integrale, wenn der Integrand eine stetige Funktion ist.
Nehme man zusétzlich noch die Gleichung

dx =]
(6,5) — =P(t)x + () + X 5;0(¢ — T)
dt j=1"'
in Betracht, wobei § die Diracfunktion bedeutet und wobei {T;} eine wachsende
Folge T\ < T, < ... < Tje{a,b), j =1,2,... bildet und wo man unter einer
Losung der Gleichung (6,5) eine von links stetige Funktion versteht, welche in jedem

Intervall (T}, T}, ;> eine Losung der Gleichung
(6,6) %:P@x+m)

ist und fiir T = T; die Gleichung x(T;+) — x(T;) = s; erfiillt. Die Losung von (6,5),
in diesem Sinn, fillt mit der Losung der verallgemeinerten Differentialgleichung
(6,1) zusammen und man kann diese so in der Form (6,4) schreiben. Das Zusatz-

glied ) s;6(t — T;), welches man zu (6,6) zufiigt, hat zufolge, dass die LSsung der
j=1
Gleichung (6,6) noch durch den Term ) &(z, T;) s; zu korrigieren ist.

T jeci,1)
Sei weiter noch eine abzihlbare Menge {t;} < (a,b) t, < t, < ... gegeben und

]
sei jedem ¢; eine konstante n x n-Matrix P; zugeordnet, wobei man ) |P;| < + o0
i=1

voraussetze. Legen wir weiter A() = [{P(c)dos + Y P;, wobei in dieser letzten
t jela,t)
Summe alle P; summiert werden, fiir welche die denen zugehdrige ¢; in {a, 1) liegen.

Die Matrix Z(t) ist offenbar endlicher Variation im Intervall {a, b> und deren Ele-
mente sind von links stetige, reelle Funktionen in {a, b).
Wir untersuchen weiter die verallgemeinerte Differentialgleichung

67) %:uﬂmx+um

wobei b(f) die Funktion vom oben untersuchten Fall ist, mit einer wachsenden Folge
der Punkte {T;} € (a,b), T, < T, < ...

Fiir die Matrix A(f) gilt A*A(f) =0 wenn t + t;, j = 1,2,... und A*A(t)) = P,,
j = 1,2, ... Fiir die Fundamentalmatrix ®(¢, ¥) der homogenen Gleichung

dx

(6,8) — = DA()x
dz
gilt nach (4,11) die Gleichung t; > 7
(6,9) &(t;+,%) =[E + P;] ®(t,, 7)
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und nach (4,13) die Gleichung t; < ¢
(6,10) . B¢ 1) = B, 1;+) [E + P)]
und ferner geniigt ®(¢,7) der Matrizengleichung ®(¢, %) = E + [} DA() &(z, 7).
Wenn #e (1), t;,,) und & e (1, t;,,) ist, dann gilt
B(1) = E + f DA(H) B(x, 1) = E + j P(t) B(z, 7) dr
: 7

und also ist die Fundamentalmatrix der Gleichung (6,8) fiir 7, ¢ e (t;, t;,,) der
Fundamentalmatrix &(¢, 7) der Gleichung (6,3) bzw. (6,2) gleich. Wenn 7 < ¢ ist
und 1 £t <ty < ... <ty < € dann gilt

(6,11) 6@’ ) = D& tir)) [E + Prsy] D(tiass tisiy) -
e Dty ) [E + P B(1 7).

Wenn ¢ < 1, dann kann 45(5, ?) definiert werden, wenn fiir alle in (¢, 7) liegende
Punkte t; die Matrix E 4 P; nichtsingular ist (vgl. Absatz 4).
Fiir die Losung x(t) der Gleichung (6,8) mit x(¥) = X € R" gilt

(6,12) x(7) = &(7, T) x
und also ist
x(t;+) = ®(t;+, ) % = [E + P]&(1;, 1) x = [E + P x(1)) = x(t;) + P; x(1;).
Die Losung x(t) der Gleichung (6,8) ist fiir (¢, t;,,) zugleich auch eine Losung der
Gleichung (6,3) und es gilt fiir diese
x(t) = ®(v, 1)) x(t;+) = ®(r, ;) x(t;) + D(z, t;) P; x(t;) .

Wenn man nun die Gleichung

(6.13) = [p() +§:1Pj5(t —1)x

betrachtet und deren Ldsung als eine von links stetige Funktion x(t) im Definitions-

intervall auffasst, wobei, x(t) nur in den Punkten ¢; unstetig sein kann und wo in

diesen Punkten die Gleichung x(t;+) = [E+ P;] x(t,) gilt, dann fallt diese Losung

der Gleichung (6,13) mit der Lésung der verallgemeinerten Gleichung (6,8) zusammen.
Ebenso wie bevor fillt auch die Losung der Gleichung

(6,14) :_f ~ [P() + Zleé(t —1)]x + () +§15,.5(z _ 1)
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mit der Losung der verallgemeinerten Differentialgleichung (6,7) zusammen und fiir
die aus dem Punkt (X, f), X € R", 7 € {a, b) ausgehende Losung der Gleichung (6,14)
kann man die Formel (5,3) beniitzen.
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