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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 96 (1971), Praha 

VERALLGEMEINERTE 
LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME 

STEFAN SCHWABIK, Praha 
(Eingelangt am 3. Januar 1970) 

In dieser Arbeit wollen wir die, von J. KURZWEIL in [3] aufgebaute, Theorie der 
verallgemeinerten Differentialgleichungen ergänzen und die Theorie der linearen 
Systeme, für diesen verallgemeinerten Begriff einer Differentialgleichung, entwickeln. 

Fragen, die uns da interessieren werden, sind für den Fall der klassischen linearen 
Systeme von Differentialgleichungen wohlbekannt. Das lineare Differentialgleichungs
system, welches in dieser Arbeit untersucht wird, soll lineare Systeme beschreiben, 
welche allgemein Funktionen endlicher Variation als Lösungen zulassen. Unter
suchungen in dieser Richtung wurden von D. WEXLER in der letzten Zeit durchgeführt 
und sind im Buch [1] zusammengefasst. In [1] wird das Problem mittels der Schwartz-
schen Distributionstheorie bearbeitet. Die in unserer Arbeit gegebene Methode, 
welche die in [3] angeführte Verallgemeinerung des Integralbegriffes zur Hilfe 
nimmt, gibt Ergebnisse für Systeme, welche allgemeiner als die von [1] sind. In der 
Arbeit [2] untersuchte T. H. HILDEBRANDT sogenannte lineare Differentio-Stieltjes 
Integralgleichungen, deren Theorie auf dem Lebesgue-Stieltjes Integral einer Funk
tion endlicher Variation bezüglich einer Funktion endlicher Variation beruht. Die 
Differentio-Stieltjes Integralgleichungen von Hildebrandt stehen unserem verallge
meinerten linearen Differentialgleichungssystem sehr nahe. Die beiden Theorien 
unterscheiden sich in der Benutzung von verschiedenen Integralbegriffen bei der 
Behandlung der, dem linearen System äquivalenten, Integralgleichung. 

Zum Schluss der Arbeit führen wir einige Anwendungen der Theorie zu linearen 
Systemen mit Impulsen an, wobei die Impulse in den Koeffizienten der Matrix des 
Systemes und auch in deren rechten Seite enthalten sein können. 

1. EINLEITUNG 

Unsere Untersuchungen werden im n-dimensionalen Raum Rn durchgeführt, 
dessen Elemente der Form x = (x l 9 x2, ••> *>.) sind. Wir setzen voraus, dass dieser 
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Raum, mit der Norm ||JC|| = max \xt\ versehen, einen normierten Raum bildet. 

Eine n x n-Matrix A = (atJ) versehen wir mit der entsprechenden Operatorennorm 
I A|| = max ]£|fly|, wobei atj das in der f-ten Zeile und in derj-ten Spalte der Matrix Ä 

i j 

stehende Element bezeichnet. Wenn £ die Einheitsmatrix bezeichnet, dann ist 
||E|| = 1. Für die eben angeführte Norm einer Matrix gilt | AB || ^ || A|| . ||ß||, wenn B 
eine n x n-Matrix ist und für alle i9j = 1, 2, ..., n ist \au = |A||. 

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die weiter durchgeführte Untersuchungen auch 
für andere Normen durchgeführt werden können, wenn diese die obigen Eigenschaften 
haben. 

Sei ferner — oo < a < b < +co. Sei f(t) eine, für te <a, b> definierte, reelle 
Funktion und sei a ^ c ^ d = b; mit var «c, d};f) bezeichnen wir die Totalvaria
tion der Funktion / im Intervall <c, d). Sei ferner noch A(t) für t e <a, b} eine 
n x n-Matrix, deren Elemente atj(t) reelle Funktionen sind. Für a _ c ^ d ^ b 
definieren wir die Zahl 

var «c, d); A) = sup £ \\A(ti) - A^t^j , 

wobei wir das Supremum über alle mögliche Teilungen D : c = t0 < t A < ... < tm = 
= d des Intervalles <c, d} nehmen und die obige Norm für die Matrizen benützen. 
Die Zahl var«c, d>; A) nennen wir Totalvariation der Matrix A(t) im Intervall 
<c, d>. Offenbar gilt var «c, d), au) S var «c, d>, A) für alle ij = 1, 2,..., n, 
wobei atj(t) die Elemente der Matrix A(t) sind. 

Gleicherweise kann man auch für eine Vektorfunktion <p(t) = ((Pi(t),..., cpn(t)), 
welche für t e <a, b} definiert ist, die Zahl var «c, d); <p) definieren, wobei a = c = 

^ d ^ b ist. var«c, d);<p) wird dann Totalvariation der Vektorfunktion <p(t) 
im Intervall <c, d> genannt. Wir nennen die Matrix A(t) bzw. den Vektor <p(t) endli
cher Variation in <a, b}, wenn var (<a, &>; A) < + oo bzw. var «a , b};<p) < + oo 
ist. Wir verabreden uns noch, däss eine für t e <a, + oo) definierte Matrix A(t) 
bzw. Vektor p̂(f) in <a, +oo) endlicher Variation genannt wird, wenn var«c,d>; 
A) < + oo bzw. var «c, d};<p) < + oo ist, wenn <c, d> ein in <a, + oo) enthaltenes 
endliches, sonst beliebiges, Intervall ist. 

Der Funktion var«a, t}; A) der Variablen fe<a, b} ist offenbar genau dann 
unstetig, wenn eine der Funktionen atj(t) unstetig ist. Wenn a < tx < t2 ist, dann 
gilt offensichtlich var «a , t2}; A) = var «a , fx>; A) + var «fl5 r2>; A). Wenn c e 
e <a, b> ist, dann ist die Funktion var«c, t}; A) in <c, b> nichtfallend. Wenn 
r l512 e <a, b> ist, dann gilt 

IMfz) ~ A(rOII = Ivar «« . f2>; -*) - var «a , ^>; A)|. 

Dieselben Eigenschaften hat offenbar auch die Variation einer Vektorfunktion <p(t). 
Die weiteren Untersuchungen werden auf der, in [3] gegebenen, Verallgemeinerung 
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des Perron-Stieltjesintegrales beruhen (vgl. Abs. 1 in [3]): Sei c < d; S(t) > 0 : 
: <c, d> -"KFj; 

S = {(T, t); c = T = d, T - <5(T) = t = T + <5(T)} . 

In S sei eine reelle endliche Funktion U(T, t) definiert. Eine reelle Funktion M(T) , 
welche für T e <c, d> definiert ist, nennen wir Oberfunktion zu U(T, t), wenn es eine 
Menge St c S, derselben Art wie S, gibt (d. h. Sx ist soeben wie S, aber mit einer 
Funktion ö^t) : <c, d> -* El9 0 < ^(f) ^ <5(f) definiert), sodass für (T0 , T) G St die 
Ungleichung 

(T - T0) (U(T0, T) - U(T0, T0)) = (T - T0) ( M ( T ) - M ( T 0 ) ) 

gilt. 

Eine reelle Funktion m(T), welche für T G <C, d> definiert ist, nennen wir Unter
funktion zu U(T, t) wenn — m(T) eine Oberfunktion zu — U(T, t) in <c, d} ist. Wenn 
M(T) eine Oberfunktion zu U(T, t) und m(T) eine Unterfunktion zu U(T, t) in <c, d} 
ist, dann gilt M(d) — M(c) _ m(d) — m(c). Wenn ferner die Funktion U(T, t) 
derartig ist, dass 

inf \M(d) - M(c)] = sup [m(d) - m(c)] = 7 
M m 

gilt, wobei man das Infimum bzw. das Supremum über alle Oberfunktionen M 
zu U(T, t) in <c, d> bzw. über alle Unterfunktionen m zu U(T, t) in <c, d> nimmt, 
dann wird die Funktion U(T, t) im Intervall <c, d> integrierbar (im Sinne von Kurz
weil) genannt und wir bezeichnen I = Jj! DI / (T , f). Bezeichnen wir weiter noch mit 
^ß(<c, d>) die Menge aller Funktionen U(T, t), welche im Intervall <c, d> im obigen 
Sinne integrierbar sind. 

Eine Vektorfunktion U(T, t) = (U^T, t), ..., Un(T, t)) nennen wir im Intervall 
<c, d> (im Sinne von Kurzweil) integrierbar, wenn U^T, t) e ^P(<c, d}) für alle 
j = 1, 2 , . . . , n ist; wir schreiben dann U(T, t) e ^ß(<c, d}) und legen J* DU(x, t) = 
= ($i

cDU1(r,t),...,jd
cDUH(x,t)). 

Die Fundamentaleigenschaften von diesem Integralbegriff sind in [3] festgelegt 
(vgl. Theorem 1,3,1 — 1,3,4 in [3]) z. B. das Integral ist ein lineares Funktional, es ist 
Intervalladitiv, usw. Wir führen noch weitere Eigenschaften an; es gilt. 

Satz 1,1 (vgl. Theorem 1,3,5 in [3]). Sei U(T, t) auf S definiert, sei U e ^ « c , <r>) 
für c < G < d und es existiere der endliche Grenzwert 

lim [ r D U - U(d, T) + U(d, d)\ = L. 

Dann ist U e «P«c, d» und es gilt jd
c DU = L. 
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Satz 1,2 (vgl. Theorem 1,3,6 in [3]). Sei U e 9&«c, d», <x0 e <c, d>. Dann ist 

-lim [ T D U - U(o0, o) + U(<r0, <r0)l = r°DU . 
VSsLJc J Je 

DaAer gilt folgendes: J* DU«, f) isf a/s eine Funktion der Variablen o im Punkt o0 

genau dann stetig, wenn die Funktion U(a0, t) in der Variablen t im Punkt t = <x0 

stetig ist. 
Wenn ferner Ut(a09 er) - Ux(o0, o0) = U2(o0, o) - U2(<r0, <70) ist für (<r0, o) e S, 

wobei die Menge S die oben beschriebenen Eigenschaften hat, dann schriebe man 
Ut = U2 und nenne man die Funktionen Ux und U2 fast identisch. Es gilt: Wenn 
Ut = U2 und U, e $ « c , d», dann ist U2 e ^ « c , d» und JJ DUX = # DU2 (vgl. 
Lemma 1,3,1 in [3]). 

Setze man nun voraus, dassf«) eine für T e <c, d> definierte endliche reelle Funk
tion ist und dass <p(t) eine reelle Funktion endlicher Variation im Intervall <c, d> ist. 
Lege man U(T, t) = f«) cp(t); dann gilt: Es ist U e ^P«c, d» genau dann, wenn das 
Perron-Stieltjesintegral P.S. jif(x) de/?«) existiert und es gilt (vgl. Note 1,1,2 
in [3]) 

(•d 

[ DU(r,t)=P.S. íf(r)d<p{x). 
J C J C 

Daher folgt: Wenn UX(T, t) = $(t) ist, wobei \/r(t) : <a, b> -> En var « a , b>, ty) < 
< +oo und U2 = Ul5 dann ist U2 e ^P«c, d}) für jedes <c, d> c <a, b> und es gilt 

Í 
dDU2(x, t) = ф(d) - iҚc) 

Beweis. Diese Behauptung folgt sofort daher, dass das Perron-Stieltjesintegral 
/* d^(x) = $(d) — ijf(c) existiert uiid, nach dem Lemma 1,3,1 von [3] für fast iden
tische Funktionen, dem verallgemeinerten Integral jd

 DU2(T, t) gleich ist. 
Es gilt weiter 

Satz 1,3 (vgl. Lemma 3,1 in [4]). Sei U(T, t) : S -> En, Ue P«c, d}), V(T, t) : 
: S -> El9 Ve P«c, d» und es existiere für jedes o e <c, d> ein 5(o) > 0, sodass für 
GX e <c, d} n <<x - 8(o), a + £(<r)> die Ungleichung 

\ax - a\ . \\U(a,at) - U(a, a)\\ g („. - a) (V(a, at) - V(a, a)) 

gilt; dann ist 

II cd ll rd 

DU(T, t)\\ = DV(T, t) . 
I IJc II Je 

Wenn speziell für tl912 e <c, d> die Ungleichung 

\\U(r, t2) - U(r, tt)\ g cp(r) \h(t2) - h(h)\ 
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gilt, wobei h«) in <c, d> eine beschränkte Funktion endlicher Variation ist und wenn 
P.S. Jj! <P(T) dh(T) existiert, dann ist 

( DU(x, f)| ś P.S. Г<p(т)dЛ(тY 

Es seien reelle Funktionen cp(s), s e <a, 6>, \j/(t), t e <c, d> gegeben, welche 
endlicher Variation in ihren Definitionsintervallen sind. Sei ferner f(<j, T) eine reelle 
Funktion, welche für (a, T) G <a, b> x <c, d} definiert ist. Legen wir U(<r, 5; T, t) = 
= (p(s)f(a, T) \j/(t). Für Funktionen von diesem Typ werden wir weiter die Formel 

(*) f Ds f DtU(a, s; T, t) = f Dt f 2)SU(<7, 5; T, 0 
J a J c J c J a 

brauchen, welche die Möglichkeit der Umtauschung iterierter verallgemeinerter 
Integrale für Funktionen der oben beschriebener Form angibt (die Symbole Dt 

bzw. Ds in der Formel deuten nur an, in Bezug auf welche Variablen man integriert). 
Mit Rücksicht auf den angeführten Zusammenhang des verallgemeinerten Kurz
weilintegrales mit dem Perron-Stieltjesintegral und mit Rücksicht auf die Form der 
Funktion U(a, s; T, t) wird die Formel (*) z. B. dann gelten, wenn die Voraussetzun 
gen des Fubinisatzes für das Perron Stieltjesintegral P.S. J<a6>x<cd>fd/x^ erfüllt 
sind, wobei das Mass \i^ mittels der, üblicherweise durch die Funktionen <p und \j/ 
gebildeten, additiven Intervallfunktion bestimmt ist. (d.h. wenn I = <a', tY> x 
x <c', d'> c <a, b> x <c, d> ist, dann ist /i^(I) = (cp(b') - cp(a')) (\l/(df) - ij/(c')). 
Insbesondere gilt die Formel (*) in dem Fall, wenn die Funktion f(<7, T) in ihrem 
Definitionsbereich jU^-messbar und beschränkt ist. 

Sei weiter — o o < a < b < + o o . Für te <a, b> sei A(t) = (au(t)) eine n x n-
Matrix, deren Elemente al7«), i,j — 1,..., n im Intervall <a, b> von links stetig 
sind und sei var «a , b>, A) < +00. Ferner sei 

MK = {xeÄB, ||x|| <K} 

für K > 0. Lege man GK = MK x (a,b) und sei für (x, t) e GK die Funktion F(x, t) = 
= A(t)x definiert; es gilt 

||A?F(x, r0)|| = ||F(x, t0 + <T) - F(x, r0)|| = ||A(r0 + <r) - A(t0)|| . ||x|| ^ 

^ K\\A(t0 + <T) - A(r0)|| ^ K(var «a , t0 + <r>; A) - var «a , r0>; A)) 

für (x, t0), (x, r0 + er) e GK und 

||ATAJF(x0, ^o)|| = ||ATF(x0 + y, ô) - A?F(x0, f0)|| = ||[A(t0 + a) - A(t0)] y|| = 

= ||y|| • [var «a , r0 + <r>; A) - var «a , r0>; A)] 

für (x0, t0), (x0 + y, r0), (x0, t0 + er), (x0 + y, t0 + a) e GK. 
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Die Funktion var « a , t}; A) und ebenfalls auch K var « a , t}; A) für K > 0 ist 
in <a, b} von links stetig, nichtfallend und beschränkt. Nach den obigen Ungleichun
gen ist 

F(x, t) e &(GK, var « a , f>; Ä)), wenn K = 1 ist, 

und 

F(x, f) e «^(Gx, K var « a , *>; *)), wenn K > 1 ist 

(die Funktionenklasse !F(G, h(t)), wo h(t) eine von links stetige, endliche nicht
fallende Funktion ist wurde in [4] und [5] definiert und untersucht). In [4] ist 
folgendes bewiesen: Wenn F(x, t)e^r(G, h(t)) ist, wobei G c Rn x <a, b> eine 
offene Menge ist und wo h(t) eine reelle nichtfallende von links stetige beschränkte 
Funktion in <a, b} ist und wenn <P(T) : <c, d> -> Kn, <c, d> c <a, b>, (<p«), T) e G für 
T G <c, d> soeine Funktion ist, dass 

|M* 2 ) - <KTi)l = |Äi(T2) ~ >*i(Ti)| 

für Tt, T2 G <c, d> ist, wobei h!«) eine reelle nichtfallende von links stetige beschränkte 
Funktion in <c, d> ist, dann existiert das Integral Jj? DF(<P(T), t) und dieses kann sogar 
mit Hilfe gewisser Integralsummen angenähert werden (vgl. Theorem 1,1 in [4] bzw. 
den Satz auf Seite 405 in [5]). 

Sei nun <P(T) : <a, b> -> Rn, <P(T) = («^(T) , . . . , <pn(T))9 var « a , b>, <p) < +co, 

<Pj(t) von links stetig, j = 1, 2 , . . . , n. Die Funktion var « a , />> <p) ist in der Variablen 
t e <a, b} offenbar nichtfallend, beschränkt und von links stetig und wenn <c, d> c 
<z <a, b> ist und T ^ T2 e <c, d> gilt, dann ist die Ungleichung 

\<p(x2) - <?«!)! = |var « a , T2>; <p) - var « a , TX>; <p)\ 

in Kraft und ferner gilt auch 

||<P(T)|| = ||<p(a)|| + var « a , T>; p) < ||<p(a)|| + var « a , b}; <p) + 1 = K < +co 

für alle T G <a, 6>. Also ist (^«), T) G G X für T G <C, d>. Nach dem obigen existiert 
also das Integral j * DA(t) <P(T) nachdem A(t) x e &(GK, K var « a , t}; A)) ist. Daher 
folgt sofort das spezielle Ergebnis: 

Wenn a«) und <P(T) in <a,b> definierte reelle Funktionen endlicher Variation und von 
links stetig in <a, b} sind, dann existiert das Perron-Stieltjesintegral P.S. §d

c <P(T) da (T) 
in jedem <c, d} cz <a, b} nachdem das verallgemeinerte Integral $d D[a(t) 9« ) ] existiert. 

Wenn weiter die Funktion <P(T) : <c, d> *-> .R", <P,(T), j = 1,..., n von links stetig 
in <c, d> ist, dann gilt für alle (tl9 T), (t2, T) e <c, d} x <c, d> die Ungleichung 

I WO - A(0] * ) ! ^ K.-) - 4'i)I • WO« ̂  
^ max |fl»(T)|| . |var « a , *2>; .4) - var « a , f .) ; A)| 

Te<c,<l> 

188 



und nach dem Satz 1,3 ist daher 

ľ DA(t) <p(x) = max \\<p(t)\\ . Г d(vaг « Й , T>; A) = 
J c «<<•,,.> Jc 

= max ||<JD(T)|| . |var «a, d>; A) - var «a, c>; A)\ = 
Te<c,d> 

= max ||«>(T)|| . |var «c, <i>; -4)| . 
Te<c,d> 

2. DAS VERALLGEMEINERTE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEM. 
EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT DER LÖSUNGEN 

Wir werden weiterhin voraussetzen, dass —oo < a < b < -f-oo ist. Sei A(t) = 
= (a^t)) eine für fe<a, b> definierte n x n-Matrix, var «a , b>; Ä) < -fco, die 
Elemente fly(f) von -4(f) seien von links stetige Funktionen im Intervall <a, b> und 
sei b(f) ein für f e <a, b> definierter n-Vektor, var «a , b>, b) < oo, dessen Elemente 
von links stetige Funktionen im Intervall <a, b> sind. 

Wir wollen die verallgemeinerten linearen Differentialgleichungen 

(NH) ^ = D[A(t)x + b(t)] 

und 

(H) ^ = D[A(t)x] 

im Intervall <a, b> untersuchen. 
Sei <c, d} c <a, b>. Eine Vektorfunktion X(T) = (X^T), ..., XW(T)), welche für 

T e <c, d> definiert ist, nennen wir eine Lösung der Gleichung (NH) (bzw. (H)) 
in <c, d>, wenn für beliebige xl9 T2 e <c, d>, TX < T2 die Gleichung 

(2,1) X(T2) = X(T,) + rD[A(t) X(T) + b(t)] = 
J T I 

<*i) + fI>l>«*to] + b(T2) - b(Tl) = x 

bzw. 

(2,2) X(T2)=X(T0+JT21)[A(0X(T)]) 

gilt (vgl. [3] Absatz 2.). 
Wir befassen uns im Weiteren mit der Existenz einer Lösung X(T) der Gleichung 

(NH) für gegebene x e R", 1 e <a, b>, wobei x(?) = x gelten soll. Es gilt folgender 
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Satz 2,1. Wenn x e Rn
9 ? e <a, b> 15̂ , dann existiert im Intervall <?, b> eine 

Losung X(T) der Gleichung (NH), fwr welche x(?) = x isf. 

Beweis. Für eine Funktion <p«) : <?, b> -> Rn, var (<?, b>; <p) < +00, <P(T) von 
links stetig in <?, b> definieren wir den Operator 

(2,3) T<p = i + f °DA(t) <P(T) + b(tr) - b(?). 

Das in diesem Operator auftretende Integral existiert offenbar nach den Unter
suchungen vom Absatz 1. Für die Funktion i/r(<r) = (T(p)(a) : <?, b> -* Rn gilt 
(au a2 e <?, b}): 

(2.4) \\ф(a2) - ЦaҖ = 
J <п 

= max ||<JO(T)|| . |var « a , tr2>; A) - var « a , o^); A)| + 
re<<ri,<r2> 

+ |var « a , <r2>; b) var « a , cr^; b)| 

und daher sehen wir sofort, dass i/r(cr) von links stetig sein muss (nachdem 
var « a , tx>; A) und var « a , <r>; b) von links stetig sind) und dass var (<?, b>, i/f) < 
< + 00 ist. Die Unstetigkeiten von i/r(<r) fallen mit denen von A(t) und b(t) zusammen. 

Wir definieren nun eine Folge von Funktionen 

(2.5) <P0(T), <plvr), <p2(r), ..., <?*«) : <?, b> -> Rn 

folgenderweise: 

Sei <P0(T) = x, T e <?, b> und 

(2.6) <pk + l =T<pk 

für k = 0, 1, 2, . . . Bezeichnen wir noch der Kürze wegen /I(T) = var « a , T>; A) und 
var « a , b>; b) = L < + 00. h«) ist eine nichtnegative von links stetige nichtfallende 
reelle Funktion im Intervall <a, b>. Es ist bekannt, dass wenn <c, d> c= <a, b>, 
c < d ist, dann gilt 

(2.7) f V ( T ) d*(T) = - i - [hfc+ X^) - ^k+1(c)l 
Je . * + 1 

für fc = 0 ,1 , 2 , . . . (vgl. Lemma 3,3 in [4]). Wenn man voraussetzt, dass die Funktion 
alle obigen Eigenschaften hat, aber anstatt von links stetig von rechts stetig ist, dann 
kann mittels der, in [4] angeführten, Methode nach einer unwesentlichen Abände
rung, bewiesen werden, dass die Ungleichung (2,7) mit dem umgekehrten Zeichen 
der Ungleichheit gilt. Für eine stetige Funktion /I(T) mit den obigen Eigenschaften 
gilt also (2,7) mit dem Gleichheitszeichen. 
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Für unseren Fall gilt nach (2,7) offenbar 

(2,8) !\h(x) - h(c)f dh(x) = !\h(x) - h(c)f d[h(x) - h(c)] = 

1 
k + 1 

[h(d) - Л(c)I fc + 1 

Den Eigenschaften der Elemente der Folge (2,5) nach gilt (er e <?, b>) 

+ \\b(a) - K1)\\ = (2,9) ^.((rJ-VoWlálfMO' 
II Jf 

= I W - m • 1*11 + llbM - Ki)ll = (*(*) - *C0) 11*11 + L 
Nach (2,6) (2,8) und (2,9) ist ferner (a e <?, 6 » 

^DA(t)[9l(T)- Ыт)l | »2W-» 1 (« r ) | - . | | (H F l ) (« r )- ( .^ 0 ) ( < -) | l - . 

= f l k l W - <»o(t)|| dÄ(t) S flxfl f"(Ä(T) - h(?))dh(T) + L fdh(T) _. 

= 11*11 m°) - Km2 + L[h(a) - h(m. 

Ebenso ist weiter auch (er e <?, &>) 

|„(<r) - <p2(a)\\ = ||x|| . ± . [h(a) - h(1)f + L. _£*(,-) - h(l)Y 

und induktionsweise erhält man dann (ae <?, b>, k = 1, 2, ...): 

(2,10) |M«т) - л_.(<-)|| 5. |x|| Д[h(a) - h(mk + Lç^Wд-ЩГ1-

Daher gilt auch (er e <?, b>) 

(2,11) \\<pk(a) - Ä_.(a)l| SS ||x|| . 1 [h(j>) - h(?)]* + L - ^ [h(b) - h(7)Г* 

für alle fc = 0, 1, 2, . . . Ferner gilt nach (2,11) für alle er e <?, b> 

fc 

IM«7) - *ll = IM*7) ~ ôWH .s Z IM*7) - ?i-i(*)ll -S 

= 1*11 í т, ÍKЬ) - KW + L ì - ^ — m - KПГ1 

І = I i! І = I (i - 1)! 
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und also 

(2.12) | n ( 4 | ̂  |x|| + l|x|| i I [h(b) - h(J)y + L i I [h(fc) - *(?)]' = 
* = i l ! 1 = 0 l ! 

- 1*1 £ ^ W*) - MO]1 + -«'s ^ [*(*) - MO!' -s (11*11 + L) *hw-Hl) 

»=o i! i = o z! 

für alle er e <?, b> und jedes ganze fc. Nach (2,4) und (2,12) ist 

(2.13) |M<r2) - ^crOH ^ («x|| + L) e™"™ \h(a2) - fc^)! + 
+ |var « a , <r2>; b) - var « a , at}; b)\ 

für jedes ganze k ^ 0. Daher sehen wir sofort, dass die möglichen Unstetigkeits-
punkte der Funktion <pk für jedes ganze k nur in den Unstetigkeitspunkten von A(t) 
und b(t) liegen können, dass <pk von links stetig in <?, b> ist und dass 

var «?, b}; <pk) g (||x|| + L) fM-M var «?, fc>; A) + var «?, b>; b) < + oo 

gilt. 
Nachdem die in (2,10) auf der rechten Seite stehenden Zahlen eine konvergente 

Reihe bilden, strebt die Folge von (2,5) gleichmässig im Intervall <?, b> zu einer 
Funktion <p(%) : <?, b> -+ Rn. Für diese Funktion gilt für al9 a2e <?, b> und jedes 
e > 0 die Ungleichung 

\\<p(a2) - <p{ax)\ ^ ||</>(<72) - </>k(<r2)|| + \\<pk(a2) - <Pifai)\ + \<Pifai) - ^ i ) | | -S 

^ 2s + ||^(<r2) - ^ 0 1 ^ 26 + (||x|| + L)e^-Ä(?)|h(<r2) - h(a,)\ + 

+ |var «er, cr2>, b) - var « a , ax}, b)\ , 

(k ist beliebig). 
Daher ist klar, dass 

\\<p(a2) - ^ ) | | ^ (||x|| + L)^^\h(a2) - h(at)\ + 

+ |var « a , cr2>; b) - var « a , tx^; b)| 

für alle al9a2e <?, fr> gelten muss und also ist <p von links stetig, die möglichen 
Unstetigkeitspunkte der Funktion <p(x) im Intervall <?, b> können nur in der Menge 
der Unstetigkeitspunkte von A(t) und b(t) im Intervall <?, b> liegen und es gilt 
var (<?, 6>; <p) < + oo. Ferner ist offenbar auch T<p für jedes a e <?, ft> definiert und 
es gilt 

\\(T<f>k)(<r) - ( 1 » ( , ) | = II f D W O (Ä(T) - *(*))] 

^ max | | ^ ( T ) - ?(T)|| frfÄ(t) g max | | ^ ( T ) - <p(x)\\ (h(b) - /.(?)) 
te<r,»> J ? IE<?,I>> 
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und also ist auch die Folge T<p09 T<pu T<p2,... gleichmässig in <?, b> konvergent. 
Nach dem Grenzübergang k -> oo in (2,6) ergibt sich die Gleichung <p = T<p d. h. 
die Funktion <p erfüllt (2,1) mit xv = ?, T2 = er und es ist t̂>(?) = x (vgl. die Defini
tion (2,3) des Operators T); die soeben konstruierte Funktion ist also im Intervall 
<?, b> eine Lösung der Gleichung (NH) und es gilt für diese <p(1) = x. 

Bemerkung 2,1. Wenn man voraussetzt, dass die Matrix A(t) = (a0(r)), ati(i)9 i,j -= 
= 1, . . . , n von links stetig und die Vektorfunktion b(t) = (b^f), ..., bfc(f)), bf(f), 
i = 1, . . . , n von links stetig, für te <a, +oo) definiert sind und in <a, +oo) auch 
endlicher Variation sind, dann kann man das Verfahren vom Beweis des Satzes 2,1 
für ein beliebiges 1 < b < + oo im Intervall <?, b> durchführen und so die Existenz 
einer Lösung <p(x) der Gleichung (NH) mit <p(f) = x im Intervall <!, + oo) sichern. 

Bemerkung 2,2. Wenn, zusätzlich zu den Voraussetzungen von der Einleitung 
dieses Absatzes, noch die Matrix A(t) stetig (d. h. atj(t) für alle i9j = 1, ..., n stetig) 
im Intervall <a, b> ist, dann kann man das Verfahren vom Beweis des Satzes un
verändert auch für das Intervall <a, ?> benützen und beweisen, dass die Lösung <p(x) 
der Gleichung (NH) mit <p(t) = x auch in diesem Intervall existieren wird. Im Fall, 
der da untersucht wird, ist dieses aber nicht erfüllt. In [4], (Note 2,1) wurde, gezeigt 
dass wenn z. B. n = 1 ist, <a, b> = < - l , 1> A(t) = 1 für - 1 < t S 0, A(t) = 0 
für 0 < t < 1, dann kann die Lösung x(x) der Gleichung (H) mit x(l) = x9 x 4= 0 
0 < ? < 1 allgemein für T ^ 0 nicht definiert werden. 

Es gilt allgemein folgendes: Sei a < t0 < 1 < b und sei die Lösung X(T) der Glei
chung (NH), für welche x(t) = x ist, im Intervall (f0, b> schon bestimmt; dann ist 
offenbar x(f0+) = limx(T) bekannt. Wenn man die Lösung X(T) auch für x = t0 

T-+f0 

bestimmen kann, dann gilt nach Satz 1,1 

x(r 0 +) - x(t0) = lim [A(*0 + ö) - A(t0)~\ x(t0) + A+b(t0) = 
«5-^0 + 

= A+A(t0)x(r0) + A+b(f0), 

wobei wir A+A(t0) = A(t0+) - A(t0)9 A+b(r0) = b(t0+) — b(t0) bezeichnen. Also 
muss [£ + A+A(t0)]x(t0) = x ( r 0 + ) - A+b(r0) gelten. Wenn die Matrix [E + 
+ A+.4(f0)] keine inverse hat, dann ist es offenbar nicht möglich den Wert x(f0) 
eindeutig zu bestimmen. 

Satz 2,2. Sei x, y e Rn, 1 e <a, b> und sei x(x) bzw. JT(T) eine Lösung der Gleichung 
(NH) in <?, b> sodass x(?) = x bzw. y(?) = y gilt. Dann ist 

(2,14) ||x(<r) - y(<r)|| ^ ||x - y|| exp (var «? , CF>; A)) 

für alle a e <7, b}. 
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Beweis. Es gilt für alle o e <?, b> die Ungleichung 

||x(<x) - y(<r)|| = ||x - y\ + | ^DA{i) [x(t) - y(t)] 

= I* - X« + JV ( t ) - y(t)|| dh(t) 

nach dem Satz 1,3, wobei h(x) — var (<a, T>; A) ist. Nach dem Lemma 2,3 von [5] 
gilt also \\x(o) — Y(°)\\ -S ||X - y|| exp(h(cr) - h(Tj) für alle oe <?, b> und also 
auch (2,14). 

Bemerkung 2,3. Wenn x = y ist, dann ist nach (2,14) vom Satz 2,2 x(o) = y(<x) für 
o e <?, f>> und also gibt der Satz 2,2 die Eindeutigkeit der Lösungen der Gleichung 
(NH) für zunehmende Werte der Variablen an. 

Bemerkung 2,4. Die Sätze 2,1 und 2,2 gelten offenbar auch für die Gleichung (H), 
wenn man b(t) = 0 legt. 

Wir beweisen nun noch eine Behauptung, welche die im Satz 2,2 und Bemerkung 2,3 
angegebene Eindeutigkeit der Lösungen der Gleichung (NH) noch verbessert: 

Satz 2,3. Sei ? e <a, b> und seien X(T), y(T) Lösungen der Gleichung (NH) in 
<c, b>, c < 1 :g b, wobei x(?) = y(?) ist und die Elemente der Matrix A(t) im 
Intervall (c, ?> keine Unstetigkeitspunkte haben. Dann gilt x(x) = y(T) für x e 
e (c, b>. Wenn noch ferner E + A+-A(c) eine nichtsingulare Matrix ist, (A+A(c) = 
= A(c + ) — -A(c)), dann gilt auch x(c) = Y(C)> 

Beweis. Nach dem Satz 2,2 ist offenbar X(T) = y(T) für TG <?, b>. Wir unter
suchen noch das Intervall (c, t). Für £ e (c, f) gilt 

x(£) + f W ) * ( t ) - y(S) - ?DA{t) y{x) = 0 

und also ist 

(2,15) ||x(^) - y(<f)|| = II ff2>A(0 [x(x) - y(r)] 
l|J« 

Daher ergibt sich ||x(f) - y(£)|| ^ N $ dh(x) = N[h(1) - Ä(£)], wobei JV = 
= max ||X(T) — Y(T)\\

 u n d HT) = var (<a, T>; A) ist. Nach der Einsetzung dieser 
te(c,?) 

Abschätzung in (2,15) ergibt sich dann 

||x(£) - y{i)\\ £ NJ\hQ) - h(t)] dh{r) = N Jh(?) J" dh(t) - j V ) d/t(*)] = 

= N[^(?) - Aty *(0 + ilfä] = | [h(?) - h{Z)Y . 
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Das Herleiten dieser Ungleichung benötigt die Stetigkeit der Funktion /I(T) im 
Intervall (c, ?>, nachdem dann die Gleichung $ hk(T) Ah(T) = (k + l ) " 1 \hk+i(t)-
— hk+1(£)] gilt (vgl. (2,7)). Ebenso kann man induktionsweise fortgehen und 
die Ungleichung 

W) - y(i)\\ = % [*(*) - h(()f ^ % l>(?) - Kc+)Y 

für £ e (c, r> und ein beliebiges natürliches k erhalten. Daher ist ferner notwendig auch 
N = N(l/k!) [h(t) - h(c + )~]k für alle natürliche k und also ist N = max ||X(T) -
— Y(T)|| = 0 und so gilt die erste Behauptung vom Satz. Ferner gilt Te(c,?> 

0 = x(c+) - y(c+) = [£ + A+A(cJ] (x(c) - y(c)y] 

und also, wenn die Matrix £ + A+A(c) nichtsingular ist, dann ist auch x(c) = y(c). 

3. DIE HOMOGENE GLEICHUNG (H) 

Sei - oo < a < b < + oo, A(t) = (a^t)), var (<a, b>; A) < +co, a^t) : <a, fc> --> 
-> R1 von links stetig. Für die lineare homogene verallgemeinerte Gleichung 

(H) ^ = DA(t)x 
QT 

gilt der Existenzsatz 2,1 und der Eindeutigkeitssatz 2,3 für die Lösungen. 
Sei weiter 1 e <a, b>. Wenn ^ ( T ) : <?, b> -> K", i = 1, 2 Lösungen von (H) in 

<?, b> sind und wenn at e R1, i = 1, 2 ist, dann ist die Funktion </>(T) = a1 <P{(T) + 
+ a2 <P2(T) : <t, b> -> Rn auch eine Lösung der Gleichung (H), nachdem für alle 
Tj, T2 6 <?, 6>, Tt < T2 

<p(T2) = ax <PX(T2) + a2 <P2(T2) = at <pt(Tx) + a2 <P2(TX) + 

+ I 2DA(t) [a1 <PX(T) + a2 <P2(T)] = <P(TX) + | DA(t) <P(T) 
J Ti J T I 

gilt. Also gilt 

Satz 3,1- Die Menge aller Lösungen der Gleichung (H) im Intervall <?, b> bildet 
eine lineare Mannigfaltigkeit. 

Wir zeigen nun folgendes: Sei für k = 1, 2 , . . . , n, e(fc) = (Ö,..., 0, 1, 0, . . . , 0) e Rn
9 

wobei der Wert 1 an der k-ten Stelle in e(fc) liegt. Sei weiter <p(fc)(T) : <?, b} -+ Rn die, 
nach dem Satz 2,1 existierende und nach dem Satz 2,2 eindeutig bestimmte, Lösung 
der Gleichung (H) im Intervall <?, b> sodass <p{k)(1) = e(fc) gilt. Sei nun weiter <P(T) = 
= (<Pi(i)> <Pi(*)> •••» <Pn(*)) e i n e beliebige Lösung der Gleichung (H), deren Defini-
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tionsintervall das Intervall <?, b> enthält. Bezeichnen wir ct = <Pi(l), i = 1, . . . , n. 
n 

Nach dem Satz 3,1 ist die Funktion ]T cf ^>(I)(T) offenbar eine Lösung der Gleichung 
n n i = 1 

(H) und es gilt £ ct <p0)(l) = X <Te(0 = <?(?)• N a c h d e m S a t z 2>2 i s t a l s o <HT) = 

n i = l i = l 

= £ Cj ^>(I)(T) für alle T e <?, b>. Diese Erwägung zeigt, soeben wie es in der klassi-
i = l 

sehen Theorie der linearen Differentialgleichungen gebrauchlich ist, dass der folgende 
Satz gilt: 

Satz 3,2. Die lineare Mannigfaltigkeit aller Lösungen der Gleichung (H) in 
einem Intervall (1, b}, a ^ 1 ist n-dimensional. 

Für den Fall der von links stetigen Matrix A(t), den wir da untersuchen, gilt der 
Eindeutigkeitssatz 2,2 nur für zunehmende Werte der unabhängigen Variablen und 
man kann nicht, so wie im klassischen Fall, die lineare Unabhängigkeit einer „Lö
sungsbasis" z. B. die lineare Unabhängigkeit der Elemente <PW(T) e Rn, k = 1, ..., n 
für T e (?, b> herleiten. 

Für unseren Fall nennen wir ein System ^*(T) , ..., ^"(T) von Lösungen der Glei
chung (H) im Intervall <?, b> eine Lösungsbasis der Gleichung (H), wenn die Vekto
ren ^1(?), ^2(7), . . . , $"(1) linear unabhängig sind. Sei also ^ ! ( T ) , ..., ^"(T) eine 
Lösungsbasis der Gleichung (H) im Intervall <?, b>. Bilde man die Matrix ¥(T) 
deren Spalten die Vektoren ^*(T) , ..., ^"(T) sind. Diese Matrix *P(T) genügt offenbar 
der Matrizengleichung dWJdT = DA(t) 5P für T e <?, b>. Unter einer Matrizen
gleichung 

(3.1) ^=DA(t)X 
QX 

im Intervall <7, b>, welche der Gleichung (H) entspricht, verstehen wir die Aufgabe 
eine Matrix X(T) SO ZU finden, dass deren Spaltenvektoren Lösungen im Sinn des 
Absatzes 2 der Gleichung (H) im Intervall <?, b> bilden; d. h. es ist eine für T e 
e <?, b} definierte n x n-Matrix X(T) ZU finden, sodass für alle TU T2 e <?, b>, 
Ti < T2 die Gleichung 

(3.2) X(T 2 ) = X ( T O + {t2DA(t)X(T) 
Jt i 

erfüllt ist. 

Offenbar gilt: Wenn die Matrix W(T) eine Lösung der Matrizengleichung (3,1) 
im Intervall <?, 6> ist, dann ist auch die Matrix *P(T) . C eine Lösung der Matrizen
gleichung (3,1), wobei C eine konstante n x n-Matrix ist. 

Wenn die Spalten ^ ( 7 ) , . . . , ^n(t) der Matrix W(T) linear unabhängige Vektoren 
sind, dann nennen wir die Matrix !P(T), welche eine Lösung der Matrizengleichung 
(3,1) sein soll, eine Basismatrix der Gleichung (H) in <?, b>. Die Basismatrix der 
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Gleichung (H) im Intervall <?, b>, welche für t = ? den Wert £ annimmt (E ist die 
Einheitsmatrix), bezeichnen wir mit 4>(T, ?) und nennen diese die Fundamental
matrix der Gleichung (H) im Intervall <?, b>. 

Wenn x e Rn ist und wenn <P(T, ?) die Fundamentalmatrix der Gleichung (H) im 
Intervall <?, b> ist, dann ist die Funktion 

(3,3) X(T) = # ( T , ? ) X 

eine Lösung der Gleichung (H) im Intervall <?, fc>, für welche x(?) = x gilt. 
Wenn ferner ?P(T) in <?, b> eine Basismatrix der Gleichung (H) ist und wenn C 

eine nichtsingulare konstante n x n-Matrix ist, dann ist die Matrix !P(T) . C auch 
eine Basismatrix der Gleichung (H) im Intervall <?, b>. Jede Basismatrix der Glei
chung (H) im Intervall <?, b> kann in der Form !P(T) . C dargestellt werden, wobei 
?P(T) eine gegebene Basismatrix der Gleichung (H) im Intervall <?, b> ist und wobei C 
eine konstante nichtsingulare n x n-Matrix ist. Die erste dieser Behauptungen ist 
trivial, die zweite folgt daher, dass zwei Systeme von n linear unabhängigen Vektoren 
mittels einer eindeutig bestimmten, nichtsingularen n x n-Matrix ineinander ab
gebildet werden können und daher, dass für das untersuchte System (H) der Eindeu
tigkeitsatz 2,2 gilt. 

4. ÜBER DIE FUNDAMENTALMATRIX #(r, ?) DER GLEICHUNG (H) 

Für die Fundamentalmatrix <$>(£, 7) der Gleichung (H) im Intervall <?, b> gilt, der 
Definition vom Absatz 3 nach, die Gleichung 

(4.1) #({, ?) = £ + [ DA(t) <P(T, 1) 

für { e <?, b}. 

Sei nun a ^ t0 <L tx ^ t2 ^ b. Für die Fundamentalmatrix #(£, i>0) gilt auch die 
Gleichung 

(4.2) *(£, t0) =-= *(*-., t0) + f DA(t) * ( T , r0) , 

wenn £ e <t1? b> ist. Im Intervall <fls b} ist also <&(£, t0) eine Lösung der Matrizen
gleichung (3,1). Es gibt also eine konstante n x n-Matrix C, sodass $(£, t0) = 
= #({, fi) C sein wird. Setze man nun ( = tl9 dann ergibt sich daher C == $(tu t0) 
und also gilt die Beziehung 

<4'3) ^ 2 ^ o ) = ^ 2 ^ i ) * ( r 1 , r 0 ) , 

wenn « 5 *0 S *i £ f2 £ i ist. 
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Definieren wir K0(£, ?) = E für £ e <?, b>, wo £ die Einheitsmatrix ist und legen 
( « 6 < ! , b » 

(4,4) * K,(^,?) = rDA(0K ;_ 1(T,.). 

Bezeichnen wir weiter h(x) = var (<a, T>; Ä) für T e <a, b>. Es gilt 

|K^,?)||=|rD4(0Lfdh(T) = ^)-h(?) 
IIJ* II J. 

für £ e <?, fc>. Ebenso ist (vgl. (2,7)) 

1W0II \ąDA(t) K.(т, ï)| <_ Ґ[A(т) - A(ï)] dй(т) й i[й(í) - й(0 ľ 
Jг Jř 

und mittels Induktion ergibt sich dann ähnlicherweise, wie bei dem Beweis des 
Existenzsatzes 2,1, die Ungleichung 

(4,5) i*x«. on = -, m - w = -. K «?, Í>; *)y 
J! 

*»(̂ 0 = EадO-
1 = o 

+ 

für £ G <?, b>, j = 1,2,... Definieren wir weiter noch 

(4,6) 

Offenbar gilt 

(4.7) *_(€, ?) = £ + TDA(0 + TDA(0 [Drr A(fl) + 

+ j?^(0j^-AOj?o.A'2)-j? ^ - / ( t - - , ) , 

wenn man in (4,6) nach (4,4) gliedweise einsetzt. Daher ist weiter 

(4.8) <£•_(£, ?) = £ + f DA(t) |~£ + [ D , ^ . . ) + ... + 

+ rDtlA(t1)...r"2Dtm_1A{tm.lj\ = £ + {*DA(t) * _ _ . ( T , ?) 

oo 

für £ e <?, b>. Nach (4,5) ist die Reihe £ K ĉJ, ?) also im Intervall <r, b> gleich-
7 = 0 

massig konvergent; bezeichnen wir deren Summe mit <_>(<!;, ?). Es ist für £ e <?, b> 

j . 
DЛtø [Фm(т, ï) - Ф(т, ?)] __ max || *_£ , 7) - <ř(r, 7)| var «?, «J>; A) 

te<í,»> 
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und also ist für alle f e <?, b> auch lim ff DA(t) &m(x, ?) = ff DA(t) &(T, ?). Daher 
m—> oo 

ergibt sich, nach dem Grenzübergang m -> oo in (4,8), die Gleichung (4,1); wir zeigten 
oo 

auf diese Weise, dass die Summe der Reihe £ Kj(€, ?) die Fundamentalmatrix der 
j=o 

Gleichung (H) im Intervall <?, fc> ist. Ferner ist nach (4,7) und nach dem Grenzüber
gang m -• oo auch 

(4,9) *(£, ?) = £ + füA(t) + [ W ) fo,A*i) + 

foA(/)fz)rA(f])f\2A(?2) + ... Г* 
+ 

für £ e <?, b>. Die Beziehung (4,9) gibt die Darstellung der Fundamentalmatrix der 
Gleichung (H) in der Form der, von der klassischen Theorie bekannten, Peano-
reihe an. 

Nach (4,6) und (4,5) gilt weiter für die Fundamentalmatrix <£(<!;, ?) der Gleichung 
(H) im Intervall <?, b> die Ungleichung 

(4.10) ||#(£, ?)|| = exp (var «? , b>; A)) = exp (var « a , b>; A)) = M < + oo . 

Daher ist auch sofort ersichtlich, dass die Fundamentalmatrix der Gleichung (H) 

für <?, b>, ? e <a, b> beliebig, eine in der Norm beschränkte Matrix ist. 

Wenn «ĵ , £2.e <?, b> ist, dann gilt die Ungleichung 

| |*({2 , 7) - #(£. , 7)|| =" M(var «? , f2>; A) - var «? , {.>; A)) 

nach (4,1) und (4,10), wenn man den Satz 1,3 verwendet. Die Fundamentalmatrix 
der Gleichung (H) ist in der Variablen £ also von links stetig, nachdem die Elemente 
der Matrix A(t) diese Eigenschaft haben und die Unstetigkeiten in £ können nur in 
den Unstetigkeitspunkten der Matrix A(t) liegen. 

Die Benützung des Satzes 1,2 liefert für £ e <?, b> die Gleichung 

#(£ + , ?) - *(£, ?) = lim $(£ + <5, ?) - *(£, ?) = 
«5->0 + 

= lim f+ÖDA(t) # (T , ?) = [A({ + ) - A(C)] * ( { , ?) = A+A(^) * ( { , ?) 
3 - 0 + J c 

und also ist 

(4.11) *({ + , ?) = [£ + A+A(f)] *(<;, 7) , 

wobei wir A+A(f) = A(f+) — A(f) bezeichnen. 
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Die Fundamentalmatrix 4>(f, i) der Gleichung (H) kann man als eine Funktion der 
Variablen <!;, 1 betrachten; diese ist für a % 1 ̂  £ ^ b definiert. Sei nun 1l912 e <a, b) 
und sei £ ^ ma* (?j, ?2), dann sind #({, ?x) und ebenfalls auch #(£, ?2) definiert und 
es gilt (wenn z. B. lx < J2 ist): 

*(«, 72) - •(«, 70 = f DA(0 *(T, ?2) - f DA(0 *(t, 70 = 
Jh Jfi 

= P ZM(.) #(T, ?0 - p M O *(t, ?0 - f ÖA(0 *(T> W = 
J .2 J f i Jf2 

= f DA(t) [*(r, ?2) - *(T, 70] - p M O <P(r, ?0 . 
J.2 J.2 

Bezeichnen wir noch !P(̂ ) = <&(£, ?2) — #(<!;, ?0- Nach der obigen Gleichung gilt 
so !P(c:) = - J{f jDA(f) # ( T , ^0 + fh DA(l) y(T) u n d a l s o i s t d i e M a t r i x *(£) i n 

<?2, fc> eine Lösung der Matrizengleichung (3,1), für welche !P(72) = - J*|f DA(t). 
. * (T, 70 ist. Also ist ({ e <72, b}) 

(4,12) ¥(0 = *(<?, 72) ( - P D.4(0 *(T, ?0) 

und daher ergibt sich dann für f e <?2, b> die Ungleichung 

||#«, ?2) - #(£, 101 -̂  !*(£> y | | • II ihDA(t) *(T, f*) ^ 
IU?i 

^ M2 . f 2dh(r) = M2|var «a , ?2>; 4) - var «a , ?,>; A)\ , 

wobei M die Konstante von (4,10) ist; dieselbe Ungleichung kann ebenso auch für 
den Fall ?2 < ?! hergeleitet werden. Diese Ungleichung zeigt sofort, dass die Funda
mentalmatrix <f>(£, ?) der Gleichung (H) auch in der Variablen ? von links stetig für 
1 e <a, O ist, und dass deren mögliche Unstetigkeiten mit den Unstetigkeitspunkten 
der Matrix A(t) zusammenfallen müssen. Zugleich ist es auch zu sehen, dass die 
Fundamentalmatrix <£(<!;, ?) im Intervall <a, O endlicher Variation in der Variablen 7 
ist. 

Nach der Gleichung (4,12) ergibt sich für S > 0 die folgende Gleichung: 

•(«!, 7. + a) - *(& ?0 = *(f, ?, + *) . ( - P + ' - * (0 *(T> ?i)) 

und nach dem Grenzübergang <5 -» 0+ folgt daher weiter 

*«,, 7, +) - *(£, ?0 = - *(«, 7. +) [.4(7. +) - A(t0] «Pi , *i) = 

= - ^ , 7 1 + ) A + . 4 ( 7 0 . 
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Wir bekommen so die Gleichung 

(4,13) • ( { , lt) = • ( { , ? ! + ) [ £ + A+-4(?0] . 

Wir fassen die bisher festgelegten Eigenschaften der Fundamentalmatrix #(£, ?) 
folgenderweise zusammen: 

Satz 4,1. Die Fundamentalmatrix 4>(£, ?) der Gleichung (H), wobei A(t) = (au(t)) 
eine für t e <a, b> definierte n x n-Matrix ist, deren Elemente a{j(i), i,j = 1, 2, ..., n 
in <a, b> von links stetige Funktionen sind und wo var(<0, b>;A) < +oo ist, 
ist für a _ ? ^ £ ^ b definiert. <P(£, ?) ist* in ihrem Definitionsbereich in der 
Norm beschränkt (vgl. (4,10)). 

#(£, ?) ist für festes ? G <a, b> endlicher Variation (als Funktion der Variablen £) 
im Intervall <?, by; für festes £ e <a, b> ist &(!;, ?) endlicher Variation (als Funktion 
der Variablen ?) im Intervall <a, £>• 

<&(?;, ?) ist fwr festes ? e <a, b> in £ G <?, b> von links stetig und für festes £ e 
G <a, b> in ? G <a, O von links stetig. 

Die Unstetigkeiten von &(£, ?) in der Variablen t; für festes ? G <a, b>, £ G <?, b> 
fallen mit den Unstetigkeiten der Matrix A(t) zusammen und es gilt (4,11) und die 
Unstetigkeiten von <&(!;, ?) in der Variablen 1 für festes £ e <a, b>, ? G <a, £> fallen 
mit den Unstetigkeiten der Matrix A(t) zusammen und es gilt (4,13). 

#(£, ?) kann man in der Form der verallgemeinerten Peanoreihe (4,9) darstellen. 

Wir wenden uns nun zu einer weiteren Eigenschaft der Fundamentalmatrix 
#(<!;, ?) der Gleichung (H); es gilt folgender 

Satz 4,2. Sei a ^ ? g £ ^ b und sei #(£, ?) die Fundamentalmatrix der Gleichung 
(H), wobei die Voraussetzungen über die Matrix A(t) vom Satz 4,1 in Kraft bleiben. 

Die Fundamentalmatrix #(£, ?) ist genau dann Singular, wenn ein ?* G <?, £) so 
existiert, dass die Matrix E + A+A(t*) Singular ist (dabei bezeichnen wir A+(f*) = 

= A(t* + ) - A(t*)). 

Bemerkung. Singular wird, wie üblich, eine n x n-Matrix C dann genannt, wenn 
die Gleichung Cx = 0 eine nichttriviale Lösung in Rn hat, oder äquivalent, wenn 
det C = 0 ist. 

Beweis des Satzes 4,2. 1. Es existiere t* G <?, <J) sodass £ + A+A(t*) singular ist, 
d. h. det (E + A+A(r*)) = 0. Dann gilt nach (4,3) und (4,13) 

#(«,? = * ({ , t*) #(**, ?) = *(£, **+) [£ + A+A(**)] *(*•, ?) 

und also ist 

det * ({ , ?) = det *(£, **+) det [E + A+A(**)] det #(f*, ?) = 0 

d. h. die Matrix £>(<!;, ?) ist singular. 

201 



2. Sei die Fundamentalmatrix 4>(£, 7) singular (die Werte £, t sind dabei fest). Wir 
machen für diesen Beweis die Verabredung, dass wenn in einem Intervall <t, t> die 
Gleichung det ^( t , t) = 0 gelten wird, dann sagen wir, dass die Fundamental
matrix <P(t, t) in <t, t> die Eigenschaft (S) hat. Der Voraussetzung nach hat die 
Fundamentalmatrix #(<!;, ?) in <?, £> die Eigenschaft (S). Sei t{ = (£ + 7)/2 der 
Mittelpunkt des Intervalles <Z, {>• Nach (4,3) ist 0 = det #(f, t) = det #({, tx) . 
. det #(fls ?). Daher ist offenbar, dass die Matrizen 4>( ,̂ tt) oder ^( tx , ?) in einem 
der Intervalle <rl5 £>, oder <?, fx> die Eigenschaft (S) haben. Bezeichnen wir mit Jt 

soein Intervall von den Intervallen <tx, g), <?, ^>, in welchem die Fundamental
matrix die Eigenschaft (S) hat. Das Intervall Jt zerteilen wir wieder auf zwei gleich 
lange Intervalle; man kann wie oben behaupten, dass in einem von diesen Intervallen 
die Fundamentalmatrix die Eigenschaft (S) haben wird. Dieses Intervall bezeichnen 
wir mit J2. Dieses Verfahren kann man fortsetzen und ein Intervall J3 bilden, 
welches eine der beiden, gleich langen, Hälften des Intervalles J2 ist und in welchem 
die Fundamentalmatrix die Eigenschaft (S) hat. Auf diese Weise kann man fort
schreiten und eine Folge von Intervallen Jt, J2, J3, ..., Jk,... bilden sodass in 
jedem Jk die Fundamentalmatrix die Eigenschaft (S) hat und dass Jfc+1 cz j k 9 

|^fc+i| = i | A | gi^» wobei |J| die Länge des Intervalles J bedeutet und Jk+1 ist 
eine der, gleich langen, Hälften des Intervalles Jk. Bezeichnen wir noch Jk = 
= <*h, *tk> mtk < *tk; offenbar gilt *tk g *tk+l < *tk+1 = *tk9 lim *tk = lim *tk = 

k-*oo k-*oo 

= t*9 t* e <?, O und dabei ist det &(*tk, *tk) = 0. Ferner gilt $(*tk, *tk) = 
= &(*tk, t*) <P(t*, *tk) und also ist 

lim &(*tk, +tk) = lim #(***, t*) lim &(t*9 +tk) = #(** + ,1*) #(**, /*) = £ + A+A(t*), 
k-*oo k-*oo k-*oo 

daher ist weiter also 

0 = lim det &(*tk9 +tk) ** det [£ + A+A(t*)] 
fc-00 

d. li. die Matrix £ + A+A(t*) ist singular. Es könnte bei der obigen Konstruktion 
auch der Fall vorkommen, dass man die Intervallenfolge Jl9 Jl9 J3,... nur so wählen 
kann, dass für jedes ganze fc, *tk = £ wäre. Es ist dann offenbar det $(+tk, t) 4= 0 
und det <£(<!;, +tk) = 0, daher wäre dann auch 0 = lim det #(£, *tk) = det <P(£, <!; —) = 

fc-+oo 

= det £ = 1; dieses ist aber natürlich nicht möglich und es muss also notwendig ein 
t* e <?, £) mit den obigen Eigenschaften existieren. Der Satz ist so bewiesen. 

Wenn man den Satz 4,2 nun nach den Eigenschaften einer nichtsingularen Matrix 
neu formuliert, kann man folgendes behaupten: 

Satz 4,3. Sei a ^ ? < £ < b. Die Fundamentalmatrix £>(£, ?) hat genau dann 
eine inverse, wenn für jedes t e <?, £,) die Matrix £ + A+A(t) eine inverse hat. 

Weiter wenden wir uns zu der Untersuchung der Punkte t e <a, b}9 für welche die 
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Matrix £ + A + A(r), A + A(t) = A(r + ) - A(t) keine inverse besitzt: Wenn te^a, b} 
ein Stetigkeitspunkt der Matrix A(t) ist, dann ist A + A(t) = 0 und det [£ + A+A(r)] = 
= 1 und also besitzt die Matrix £ + A + A(r) eine inverse. Der Punkt te <a, b>, in 
welchem die Matrix E + A+A(r) keine inverse hat, kann so nur ein Unstetigkeits-
punkt der Matrix A(t) sein. 

Nachdem h(t) = var (<a, r>; A) eine nichtfallende Funktion endlicher Variation 
im Intervall <a, b> ist und nachdem offenbar h(t) genau dann in einem Punkt t e 
e <a, b> unstetig ist, wenn A(t) in diesem Punkt unstetig ist (d. h. eins der Elemente 
ciij(t) der Matrix ist in diesem Punkt unstetig), ist, nach den bekannten Eigenschaften 
einer reellen Funktion mit beschränkter Totalvariation, die Menge {t e <a, b>, 
A + A(t) + 0} = U abzählbar. Ferner gilt £ ||A + A(r)|| = var « a , b>; A) < +oo . Sei 

fei/ 

noch Uj = {reU; ||A+A(r)|| = 1}. Die Menge Ut ist offenbar endlich. Für te 
e U - Uj ist also ||A+A(r)|| < 1 und so hat für t e U - U1 die Matrix £ + A+A(t) 

00 

eine inverse [£ + A + A(r)]_1 (man kann [£ + A + A(r)]_1 = £( -A + -4(r))fc s c n r e i -
it = o 

ben, und die Reihe rechts ist konvergent). Bezeichnen wir nun 

Us = {r e <a, b>; det [£ + A+A(r)] = 0} . 

Es muss offenbar Us cz Ul sein und also muss Us auch eine endliche Menge sein 

d. h. es ist Us = {tl9 r2 , . . . , rm}, tx < t2 < ... < rm. 

Sei nun £ < ?. Legen wir 

(4.14) <*KU) = [*(U)]"\ 

wenn [4>(?, <^)]_1 existiert d. h. wenn ^(?, f ) eine nichtsingulare Matrix ist. Die 
Matrix ^(<J, ?) kann für diesen Fall so nur dann definiert werden (vgl. Satz 4,3), 
wenn im Intervall <£, ?) kein Punkt t so existiert, dass die Matrix E + A+A(r) keine 
inverse in diesem Punkt hat d. h. wenn <{, ?) n Us = 0 ist. 

Sei nun ?e <a, b>. Es ist einer der folgenden Fälle möglich: ?e(rk , rfc+1>, k = 
= 1, 2, ..., m - 1; ?e <a, *->, ? e (rm, b>. Sei weiter x e Rn; die Matrix * ({ , ?) ist 
für £ G <?, b> und (nach (4,14)) für £ e (tk9 ?), wenn ? e (tk9 tk+i} bzw. für i e <a, ?), 
wenn ? e <a, rt> bzw. für f e (rm, ?), wenn ? e (rm, b>, definiert. Sei { < ? im Defini
tionsbereich von <P(£, ?). Lege man 

(4.15) x({)-= *({,?) x 

für alle <J e <a, b>, für welche 4>(<̂ , ?) definiert ist. 
Für £ < ? ist dann offenbar 

x = <*>(?, £)*(£) = x({) + f DA(r)x(t) 

und also gilt x(£) = x - j \ DA(t)x(x). Daher ergibt sich wenn {-. < <J2 ^ i, (£i> 6z 
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liegen im Definitionsbereich von <£(£, ?)) die Gleichung 

* ( 0 - *(Zi) = f *>*(*)*(?) + f DA(t)x(x) = f D 4 ( 0 x ( T ) . 
J$2 Jil J$l 

Die, in (4,15) definierte, Funktion x(£) ist also für t; ^ ? eine Lösung der Gleichung 
(H) und für diese gilt offenbar x(?) = x. Wenn nun y(T) eine allgemein andere Lösung 
der Gleichung (H) für T ^ ? mit y(?) = x ist, dann gilt nach den Eigenschaften der 
Fundamentalmatrix (vgl. (3,3)) die Gleichung x = 0(1, £) x(£) = 0(1, £) y(£) und 
daher so auch 0(1, £) [x(f) — y(£)] = 0; nachdem aber die Matrix #(£, ?) wohl
definiert ist, muss 0(1, f) eine nichtsingulare Matrix sein und so muss auch x(£) == 
= y(£) für alle £ < ?, für welche die Lösung x(£) definiert ist, gelten. Daher ist also 
sofort zu sehen, dass die durch (4,15) bestimmte Lösung der Gleichung (H) eindeutig 
in dem Intervall bestimmt ist, in welchem 0(£, ?) existiert. 

Wir zeigen nun noch, dass die für ^ < 1 in der Beziehung (4,14) definierte Matrix 
0(£, 1) der Gleichung (4,1) für /; < 1 genügt. Sei also ^ < ?. Nachdem 0(£, 1) einen 
Sinn haben soll, muss [0(1, £ ) ] _ 1 existieren und also existiert auch [0(1, T ) ]" 1 für 
alle { = T < ?. Nach (4,3) gilt 0(1, £) = 0(1, T) 0(X, £) und da [0(1, T ) ] ' 1 existiert 
ist auch 0(T, £) = [0(1, T) ]" 1 0(1, £). Ferner gilt die Gleichung 0(1, £) = £ + 
+ Jl DA(t) 0{x, £). Wenn wir nun nach dem Obigen in diese Gleichung einsetzen, 
ergibt sich sofort 0(1, £) = E + f* DA(t) [0(1, T) ]" 1 0(1, £) und nachdem [#(?,£)] - 1 

existiert ist daher also E = [0(1, f ) ]" 1 + j \ DA(t) [0(1, T)]" 1 . Wenn man da die 
Matrix 0(£, 1) definierende Gleichung (4,14) in Betracht nimmt, dann bekommt man 
von dieser Gleichung sofort tf (& ?) = £ - J| DA(t) 0(T, ?) = £ + Jf DA(t) 0(x, ?) 
d. h. die Matrix 0(£, ?), welche durch (4,14) definiert ist, genügt der Gleichung (4,1). 

Wenn wir die, im Absatz 3 eingeführte, Definition der Fundamentalmatrix 0(£, 1) 
der Gleichung (H) noch nach der in (4,14) gegebenen Definition für £ < ? erweitern, 
dann werden wir im Weiteren unter dem Begriff der Fundamentalmatrix der Gleichung 
(H) immer diese erweiterte Matrix 0(£, 1) verstehen. 

Wir haben in diesem Absatz einigermassen noch die Ergebnisse des Absatzes 2 
für die lineare homogene Gleichung (H) verbessert. Dem Obigen nach gilt nämlich 
folgender 

Satz 4,4. Wenn die Voraussetzungen über die Matrix A(t) von der Einleitung des 
Absatzes 2 gelten und wenn 1 e <a, b>, xe Rn ist, dann existiert eine Lösung der 
Gleichung (H), welche wir mit x(x) bezeichnen, für welche x(1) = x ist. Diese 
Lösung X(T) der Gleichung (H) ist für alle T e <?, b} und T e (c, 1), a ^ c < 1 defi
niert, wenn für alle te(c, 1) die Matrix A(t) nichtsingular ist. In jedem Intervall 
der Form (c, b} ist die Lösung X(T) der Gleichung (H) eindeutig bestimmt. Diese 
Lösung x(x) der Gleichung (H) kann man in der Form 

(4,16) X(T) = # ( T , ? ) X 

darstellen, wobei 0(x, 1) die Fundamentalmatrix der Gleichung (H) ist. 
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5. DIE NICHTHOMOGENE GLEICHUNG (NH) 

Wir werden weiter die Gleichung 

(NH) ^ = D[A(t)X + b(t)] 
dt 

im Intervall <a, £>>, -co < a < b < +00 untersuchen, wobei A(t) = (at/t))f 

au(t), ij = 1,2,..., n von links stetig, var «a , b}; A) < +00, b(t) = (bt(t)9... 
..., b„(f))> &.(0 v o n l in^s stetig, var (<a, b>; b) < +00. 

Sei <c, d> cz <a, b> und sei xh(r) : <c, d} -> Rw eine Lösung der Gleichung (H) 
im Intervall <c, d> und sei X*(T) : <c, d> -• Rn eine Lösung der Gleichung (NH) in 
demselben Intervall <c, d>. Dann ist die Funktion y(x) = xh(r) + x*(r) eine Lösung 
der Gleichung (NH) im Intervall <c, d>. Tatsächlich für £>l < £2, {lf £2 e <c, d> gilt 
die Gleichung 

Yiti) - K€i) = x ^ 2 ) - x ^ O + x*(£2) - x*(£0 = 

= (%/.(*) X„(T) + f D4(0 x*(t) + b(£2) - bfo) = \i2DA(t) y(r) + b(£2) - bfo) . 
J . i J . i J . i 

Wenn umgekehrt, y(x) : <c, d> -* #" eine beliebige Lösung der Gleichung (NH) ist 
und X*(T) : <c, d} -» Rn eine feste Lösung der Gleichung (NH), dann existiert eine 
Lösung XÄ(T) : <c, d> -• >Rn der Gleichung (H), sodass y(r) = x*(r) + XA(T) ist. 

Daher folgt, dass wenn man alle Lösungen der Gleichung (NH) kennen soll, dann 
genügt es eine feste Lösung dieser Gleichung zu bestimmen; alle andere Lösungen 
von (NH) sind dann durch die lineare Mannigfaltigkeit der Lösungen der Gleichung 
(H) bestimmt. 

Wir zeigen nun weiter, wie man eine feste Lösung der Gleichung (NH) bestimmen 
kann und so nach dem Obigen auch alle Lösungen der Gleichung (NH). Sei 1e 
E <a, b>; wir zeigen, dass die Funktion 

(5,1) x*(<.)=*(&.) b(?)+r_>4»(., T+) b(o 

ist eine Lösung der Gleichung (NH) in soeinem Intervall, in welchem _»(<., T) definiert 
ist. (Vgl. Abs. 3 und 4.) Sei 7 ̂  <_ ^ b. Wir berechnen zuerst (vgl. (4,1)) 

^DA(t)X*(x)=r_)(A(o r#(T, ?) _(?)+r_>s<_ (T, <-+) _ ( S ) i = 

= f D,A(t) <_ (T, l) b(7) + r_)tA(r) r_)s*(T, a+) b(s) = 

= (#(«, 1) - E) b(7) + fDtA(t) jXD^(x, a+) b(s) . 
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Im letzten Glied ist es erwünscht die Folge der Integrationen umzutauschen. Legen 
wir darum #(T„<T) = #(T, <T + ) für ? ^ <T < T, #(T, <T) = 0 für T ^ <T ^ ^. ES gilt 
jf DS$(T, <T) b(s) = J7 Ds&(x, <r +)b(s), denn nach dem Satz 1,2 ist J?

T DS[<P(T, <r + ) -
— #(T, <T)] b(s) = #(T, T + ) (b(T) — b(T — )) = 0 , da b von links stetig ist. Ebenso 
gilt ferner J| DtA(t) $(T, a) = Jj DtA(t) <P(T, <T + ) - A+A(<r) #(<r, <r + ) nachdem 
nach Satz 1,2 die Gleichung J*J D,A(r) [#(T, <T + ) - #(T, <T)] = (A(<r+) - A(<r)). 
. $(<r, <r + ) = A+A(<T) <P(<T, <T + ) gilt. Nach (4,10) ist die Fundamentalmatrix £>(£, 7) 
beschränkt und A(t) bzw. b(r) sind endlicher Variation. Deswegen ist die Formel (*) 
vom Absatz 1. für die Umtauschung der Integrationsfolge für alle Komponenten 
von A(t) <P(x9 a) b(s) anwendbar und es ergibt sich folgendes: 

J \ A ( 0 | \ * ( T , * + ) b(s) = rDtA(r) CDS$(T, a) b(s) = 

= f Ds f DtA(t) * ( T , a) b(s) = f Ds f D,4(') * ( T , <T + ) b(s) -
J? J? J? Ja 

- f DsA
+A(<r)<P(<T,<T + )b(s). 

Wenn man die Beziehungen (4,13) und (4,1) zur Geltung bringt, dann ergibt sich 
ferner 

f Ds ?DtA(t) * ( T , <T + ) b(s) = f Ds f A(0 <P(T, <T) [£ + A+A^)]"1 b(s) = 
Jf Ja Jf Ja 

= j\[*(£,») - - ] [ - + A-A^)]-1 b(S) = 

= f D.4>(£, <r+) b(s) - CD\]E + A+A(o)y' b(s) = 

= ff l /Ptf, <r + ) 6(s) - f 0,[E - #(or, <r+) A+4(<r)] 6(s) = 

= f Z>s<P(<r, <r+) b(s) - f Dsb(s) + f Ds<%, cr+) A+A(<7) b(s). 

Wir bekommen so 

?DA(t)x*(T) = * (« , 0 b(?) - b(?) + f Dstf(£, cr+) b(s) - ^D^s) + 

+ fDs#(a, a+) A+A(a)b(s) - f Ds A
+A(a) <P(<r, <r+) b(s) = 

= *({, ?) b(?) + f Ds#(£, tr+) b(s) - btf) , 
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nachdem die Matrizen <&(a, <r + ) und A+A(a) offenbar kommutativ sind. Es gilt also 

í Z)A(f)x*(т)=x*(č)-Ь(č) 
Ï 

Dasselbe kann auch für den Fall £ < 1 bewiesen werden, die Methode des Beweises 
ist dieselbe wie im oben untersuchten Fall. Der Wert £ < 1 muss dabei aber derartig 
sein, dass die Fundamentalmatrix $(<!;, T) für diesen eindeutig definiert ist (vgl. 
Absatz 4). Es ist also x*({) = b(I) + Jf D[A(t) X*(T) + b(t)] d. h. die Funktion x*({) 
von (5,1) ist für alle Werte £, für welche &(<£, 1) eindeutig definiert ist, eine Lösung 
der Gleichung (NH) mit x*(r) = b(t). 

Sei nun x e Rn
9 ? G <a, b>. Wir bestimmen noch auf dem Grund der Kenntniss 

der Lösung X*(T) von (5,1) der Gleichung (NH) die Lösung der Gleichung (NH) für 
welche x(T) = x ist. Nach dem Obigen ist X(T) = X*(T) + xh(x)9 wobei XÄ(T) eine 
Lösung der Gleichung (H) ist. Wir legen xh(x) = <P(T, 1) [x — b(T)~\, wobei <P(T, ?) 
die Fundamentalmatrix der Gleichung (H) ist. Die Funktion X(T) = X*(T) + xh(z)9 

wo X*(T) die Lösung der Gleichung (NH) von (5,1) ist, ist offenbar eine Lösung der 
Gleichung (NH) und es gilt x(?) = x*(?) + xh(l) = b(?) + x - b(?) = x d. h. es ist 
x({) = *({, ?) b(?) + J« D&({91) b(t) + *({, f) [x - b(?)]; daher ergibt sich dann 

(5.2) x(£) = *({, 1) x + FD9(Z, T + ) b(t). 

Die Formel (5,2) gilt für alle £ G <a, b>, für welche die Fundamentalmatrix G(£, ?) 
der Gleichung (H) bestimmt ist. Die Formel (5,2) kann man mit Hilfe von (4,13) in 
der Form 

(5.3) x(£) = *(& ?)x + (*/)*({, T) b(t) - CD4>(£9 T + ) A+A(T) b(t) 

schreiben. Das dritte Glied in dieser Formel gibt eine Korrektion der üblichen 
Formel der Variation der Konstanten für klassische Gleichungen an. 

6. SYSTEME MIT IMPULSEN 

Wir wollen zum Schluss noch einige spezielle Systeme mit Impulsen untersuchen 
und die vorgehenden Ergebnisse an diese Systeme anwenden. 

Sei im Intervall <a, b}9 — oo < a < b < + oo eine stetige n x n-Matrix P(t) und 
eine stetige Funktion f(t) : <a, fc> -> Rn gegeben; sei weiter {T}} c <a, b> eine ab
zählbare Menge und {$,}, Sj e Rn sei eine derartige abzählbare Menge, dass XIISJ < 
< + oo gilt. Zu jedem 7} ordnen wir ein Sj zu. Legen wir ferner A(t) = ja P(o) da 
für t e <a, b> und b(t) = j'a f(a) da + J] $; für t e <a, b}9 wobei in dieser letzten 

TMa,t) 
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Summe alle derartige Sj summiert werden, für welche die ihnen zugehörende Punk
te Tj im Intervajl <a, t) liegen. b(t) ist offenbar in <a, b> von links stetig und endlicher 
Variation in <a, 6>. Untersuchen wir die verallgemeinerte Differentialgleichung 

(6.1) £ - D M * ) * + *(«)] 
dT 

mit oben gegebenen A(t) und b(t) und auch die entsprechende homogene Gleichung 

(6.2) — = DA(t) x . 
dT 

Für eine Lösung X(T) der Gleichung (6,2) muss der Definition nach die Gleichung 

X(T2) = X(T,) + (X2DA(t)x(T) = X(T,) + pD fjfp(a) da\ X(T) = 

= X(TX)+ (t2p(T)x(T)dT 

Jtl 

gelten und also ist X(T) eine Lösung der klassischen Gleichung 

(6.3) f = P(t)x. 
dT 

Die in der üblichen Form geschriebenen Integrale sind als Lebesguesche Integrale 
aufzufassen, bzw. kann man diese als Riemannsche Integrale betrachten, wenn der 
Integrand eine stetige Funktion ist. 

Wenn umgekehrt X(T) eine Lösung der Gleichung (6,3) ist, dann ist offenbar X(T) 
auch eine Lösung der Gleichung (6,2). 

Es sei #(£, ?) die klassische Fundamentalmatrix der Gleichung (6,3). Diese ist 
offenbar zugleich auch die Fundamentalmatrix der Gleichung (6,2) im Sinn der 
Absätze 3 und 4 und ist für alle <!;, ? e <a, b} definiert. Wenn xe Rn

9 le <a, b> ist, 
dann kann die vom Punkt (x, ?) ausgehende Lösung X(T) der Gleichung (6,1) nach 
(5.3) folgenderweise angegeben werden: 

(6.4) x(£) = #(£, ?) x + CD4>(£, T) b(t) = 

= #(£, ?) x + f*#(<.:, t) f(T) dT + f D*(Z9 T) ( £ Sj) = 
J r J f TjeO,i) 

= *(£, J)x+ f #({, T) f (T) dT + X •(& Tj) Sj . 
Jl Tie(a.t) 
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Die gewöhnlichen Integrale in (6,4) sind wieder Lebesguesche Integrale bzw. Rie-
mannsche Integrale, wenn der Integrand eine stetige Funktion ist. 

Nehme man zusätzlich noch die Gleichung 

(6.5) ^-W' + m + t'jft-Tj) 
dt 7=1 

in Betracht, wobei <5 die Diracfunktion bedeutet und wobei {7}} eine wachsende 
Folge rx < T2 < ... < T ie<a, b>, j = 1,2,... bildet und wo man unter einer 
Lösung der Gleichung (6,5) eine von links stetige Funktion versteht, welche in jedem 
Intervall (Tj9 7}+1> eine Lösung der Gleichung 

(6.6) £ = P(.)x + f(0 
dt 

ist und für T = T, die Gleichung x(T} + ) — x(7}) = $Y erfüllt. Die Lösung von (6,5), 
in diesem Sinn, fällt mit der Lösung der verallgemeinerten Differentialgleichung 
(6,1) zusammen und man kann diese so in der Form (6,4) schreiben. DasZusatz-

00 

glied YJ 5j^(t ~ 7})> welches man zu (6,6) zufügt, hat zufolge, dass die Lösung der 
1 = i 

Gleichung (6,6) noch durch den Term £ &(r, 7}) $7 zu korrigieren ist. 

Sei weiter noch eine abzählbare Menge {tj} c <a, b> t1 < t2 < ... gegeben und 
00 

sei jedem tj eine konstante n x n-Matrix Pj zugeordnet, wobei man £ ||P7|| < -f-oo 
; = i 

voraussetze. Legen wir weiter Ä(t) = j*a P(a) da 4- ]T Pp wobei in dieser letzten 
tMa,t) 

Summe alle P7 summiert werden, für welche die denen zugehörige tj in <a, t) liegen. 
Die Matrix Ä(t) ist offenbar endlicher Variation im Intervall <a, b> und deren Ele
mente sind von links stetige, reelle Funktionen in <a, b>. 

Wir untersuchen weiter die verallgemeinerte Differentialgleichung 

(6.7) ^ = D[Ä(t)x + b(t)-] 
d t 

wobei b(t) die Funktion vom oben untersuchten Fall ist, mit einer wachsenden Folge 
der Punkte {7}} e <fl, b>, 7\ < T2 < ... 

Für die Matrix Ä(t) gilt A+Ä(t) = 0 wenn t =*= tp j = 1, 2, ... und A+Ä(f7) = Pj9 

j = 1,2,... Für die Fundamentalmatrix #(£, ?) der homogenen Gleichung 

(6.8) — = DÄ(t)x 
dx 

gilt nach (4,11) die Gleichung tj ^ 1 

(6.9) *(',+, ?) = [- + P,]*M) 

209 



und nach (4,13) die Gleichung tj < £ 

(640) , * ( U , ) = = * ( U , + ) [ E + P,] 

und ferner genügt <P(£, ?) der Matrizengleichung 5>(£, ?) = £ + ff DÄ(t) <P(T, ?). 
Wenn ? e (f,-, /i+1> und £ e <?, fJ + 1> ist, dann gilt 

$({ , ?) = £ + f DÄ(r) J(T , ?) = £ + f P(f) 5 ( T , ?) dT 

und also ist die Fundamentalmatrix der Gleichung (6,8) für ?, £ e (tj, tj+1} der 
Fundamentalmatrix #(<!;, ?) der Gleichung (6,3) bzw. (6,2) gleich. Wenn r g f ist 
und 1 ̂  tk < tk+1 < ... < tk+l <; £ dann gilt 

(6.11) *({,*) = <P(£9tk+l)[E + P ^ , ] * ^ , , ^ ! ^ ) -

Wenn £, < t, dann kann #(£, T) definiert werden, wenn für alle in <f, ?) liegende 
Punkte ty die Matrix £ + Pj nichtsingular ist (vgl. Absatz 4). 

Für die Lösung X(T) der Gleichung (6,8) mit x(?) = x e Rn gilt 

(6.12) X(T) = £ (T ,7 )X 

und also ist 

x(f,+) = *(0+,?)x = [E + P,]*(t„?)x = [E + P,]x(r,) = x(.,) + P,x(r,). 

Die Lösung X(T) der Gleichung (6,8) ist für (tj9 tj+1} zugleich auch eine Lösung der 
Gleichung (6,3) und es gilt für diese 

X(T) = *(T, tj) x(tj + ) = #(T, 0) x(f,-) + #(T, 0) P, x(r,.). 

Wenn man nun die Gleichung 

(6.13) ^-WO + Z'A'-'y)]* 
df J=i 

betrachtet und deren Lösung als eine von links stetige Funktion X(T) im Definitions
intervall auffasst, wobei, X(T) nur in den Punkten tj unstetig sein kann und wo in 
diesen Punkten die Gleichung x(tj + ) = [£+ Py] x(ty) gilt, dann fällt diese Lösung 
der Gleichung (6,13) mit der Lösung der verallgemeinerten Gleichung (6,8) zusammen. 

Ebenso wie bevor fällt auch die Lösung der Gleichung 

(6.14) £ = [P(0 + £ Pjö{t - tj)] x + f(t) + £ Sjö(t - Tj) 
at j=\ j=i 

210 



mit der Lösung der verallgemeinerten Differentialgleichung (6,7) zusammen und für 
die aus dem Punkt (x, ?), x e Rn

9 ? e <a, b> ausgehende Lösung der Gleichung (6,14) 
kann man die Formel (5,3) benützen. 
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