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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 96 (1971), Praha, 

SCHWARZOVY-CHRISTOFFELOVY INTEGRÁLY 

IVAN NETUKA, Praha 

(Došlo dne 11. prosince 1969) 

1. Úvod. Buď A0 mnohoúhelník a F0 konformní zobrazení jednotkového kruhu 
na vnitřek A0. Označme S0 = <f (0, F0). Element S0 určuje jistou analytickou 
funkci; označíme ji žF. Práce je věnována vyšetřování vlastností této funkce. Je také 
mj. dokázáno, že F0 lze vyjádřit známým Schwarzovým-Christoffelovým integrálem. 
Je tedy 1F analytická funkce vytvořená Schwarzovým-Christoffelovým integrálem. 

Některé výsledky této práce jsou více či méně intuitivně jasné. V řadě starších 
učebnic se setkáme s podobnými úvahami (např. [2]), avšak autoři často odkazují 
čtenáře na geometrický názor a podrobné důkazy většinou chybí. Snahou článku je 
podat přesnější a ucelenější výklad o vlastnostech funkce Šř. 

Terminologie a běžná označení se shodují s [1]. 

2. Označení a definice. Symbolem £ (resp. S) budeme označovat otevřenou (resp. 
uzavřenou) Gaussovu rovinu. Pro M a S, s > 0 znamená Jť(M) hranici množiny M, 
U(M, e) značí e-okolí M. Pro M = {z} píšeme pouze U(z, s). Pro z e S, s > 0 ozna
číme P(z, e) = U(z, e) — {z} (prstencové okolí bodu z). Pokud nechceme vyznačit 
poloměr okolí, píšeme jen U(z), P(z). Zejména označíme Kx = U(0, 1) (jednotkový 
kruh), K2 = U(oo, 1), T = S - (Kx u K2) (jednotková kružnice). 

Termínu mnohoúhelník (n-úhelník) v £ užíváme v obvyklém smyslu. Je zřejmé, co 
rozumíme vrcholem, stranou, mírou vnitřního úhlu a vnitřkem mnohoúhelníka. 
Poznamenejme, že vnitřek mnohoúhelníka je omezená Jordánova oblast. 

Zobecněnou kružnicí zde kromě kružnice v obvyklém smyslu rozumíme také přím
ku (k níž počítáme bod oo). Je znám pojem symetrie vzhledem k zobecněné kružnici p, 
je zřejmé, co rozumíme množinou symetrickou vzhledem k p, dále je zřejmé, co zna
mená, že M a M' jsou symetrické vzhledem k p. Buď D mnohoúhelník, s jeho strana. 
Je-li D' mnohoúhelník symetrický vzhledem k přímce p obsahující úsečku s, D' 
nazveme mnohoúhelníkem symetrickým k D vzhledem k s. Někdy říkáme, že D a D' 
jsou symetrické vzhledem k s. Řekneme, že D a D' jsou symetrické, jestliže existuje 
strana s mnohoúhelníka D taková, že D a D' jsou symetrické vzhledem k s. Přímku, 
která s obsahuje, nazýváme pak osou symetrie D a D'. 
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Dále zavedeme toto označení. Buďte «, k přirozená čísla, iu...,ik celá čísla 
taková, že 0 <; i. = n (j = 1,..., k). Buď p = {iu ..., ik} posloupnost. Říkáme, že 
posloupnost {iu ..., iq_u iq+u ..., ik} vznikla z posloupnosti p vynecháním členu iq. 
Je-li ij = 0 pro všechna j , položme p' = {0}. Jinak nechť p' znamená posloupnost, 
jež vznikla z p vynecháním členů rovných nule. Řekneme, že se posloupnosti p, 
q = {iu - •> Ji} rovnají (píšeme p = g), je-li k = / a ir = j r pro r = 1, ..., k. Posloup
nost p nazveme skupinou, jestliže p = p' a /,- + j + 1 pro j = 1, ..., k - 1. Množinu 
všech skupin označíme Sř. Skupinu obsahující jeden člen nazveme sudou, je-li tento 
člen roven nule. Ostatní skupiny obsahující jeden člen nazveme lichými skupinami. 
Je-li k sudé, řekneme, že skupina {iu ..., ik} je sudá; je-li k liché, k > 1, pak tuto 
skupinu nazveme lichou skupinou. Buď p = {iu ..., ik} posloupnost. Buď k0 = 0 
a buďte m _% 0 celé, ku ..., kw+1 přirozená čísla taková, že kx < ... < km+1 = k 
a že pro kz + 1 <j = kl+1 je ij = ikl+1 (l = 0, ..., m). Pro r = 1, ..., m + 1 
položme qr = 0, pokud kr — kr_ 1 je sudé, qr = iM pokud kr — kr_ x je liché. Posloup
nost {g1?..., gm+1} označíme p. Je-li p = {iu ..., ij posloupnost, definujeme pro 
5 = 0, 1,... posloupnosti ps takto: p0 = p; je-li definováno ps pro s = 0, položme 
Ps+i = PÍ- Zřejmě existuje / ;= 0 celé tak, že pt = pt + u Potom položíme 
[/t, . . ./J = Př. Snadno nahlédneme, že [i!, ..., ífc] je skupina. 

V dalším bude A0 znamenat libovolný, pro naše úvahy pevně zvolený, mnoho
úhelník. Buďte Au ..., An jeho vrcholy, su ..., sn jeho strany, OL{K nechť je míra vnitřní
ho úhlu A0 při vrcholu At. Pro všechna i = 1, ..., n je 0 < ař < 2; předpokládejme, 
že a,- + 1 pro všechna /. Položme An+1 = Au A0 = An, st nechť znamená stranu 
A(Ai+1; dále klademe sn+1 = su s0 = 5.,. Protože vnitřek A0 (značíme Int A0) je 
omezená Jordánova oblast, má smysl mluvit o přirozeném uspořádání trojice bodů 
z hranice této oblasti. Pro určitost budeme předpokládat, že označení je zvoleno tak, 
že trojice bodů {Ai_1, Ah Ai+1} (pro i = 1, ..., n) je přirozeně uspořádána vzhledem 
k Int A0. (Definice viz [1].) 

Pro skupinu {it, ..., ik} budeme definovat mnohoúhelník ._řl.../fc následujícím způ
sobem. Mnohoúhelník A0 je definován. Pro i1 = 1, ..., n buď Ařl mnohoúhelník 
symetrický k A0 vzhledem k sir Vrchol (resp. stranu) Atl, který je symetrický k Aj 
(resp. Sj) vzhledem k ose symetrie Ařl a A0 nazveme vrcholem (resp. stranou) typu j 
(j = 1,..., n). Předpokládejme, že k = 1 a že máme definován pro každou skupinu 
{/!,..., ik} mnohoúhelník -lřl...ffc, typ jeho strany a vrcholu. Buď ik+1 takové, že 
{/1?..., ik+1} je skupina. Potom buď -_íl%..řfc+1 mnohoúhelník symetrický k AiUmmik 

vzhledem k straně typu ik+1 mnohoúhelníka z1 ř l _ i V Vrchol (resp. stranu) A/l..řfc + 1, 
který je symetrický s vrcholem (resp. se stranou) typuj mnohoúhelníka _fřl...řfc vzhle
dem k ose symetrie mnohoúhelníků Ai{ ik a --tl...lfc+1, nazveme vrcholem (resp. 
stranou) typuj (j = 1, ..., n). Takto jsme přiřadili každé skupině právě jeden mnoho
úhelník v £. Poznamenejme, že toto přiřazení není obecně prosté. 

Systém všech mnohoúhelníků /1 t l...I fc, kde {il9..., ik} e Sř, nazveme pokrytím přísluš
ným k A0 a označíme 0. Buď P množina všech bodů, které patří do některého mnoho
úhelníka z &. 
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Snadno zjistíme, že míra vnitřního úhlu mnohoúhelníka An...ih při vrcholu typu j 
je ccjK. Strana typu I (j = 1,..., n — 1) obsahuje vrcholy typu I, I + 1, strana typu n 
vrcholy typu n,*l. Dále je zřejmé, že mnohoúhelníky Aiím.mik a ^Ui...ik,j-i-\arovněž 
mnohoúhelníky Aiu%ik a Aih_ikň (j = 2,..., n) mají společný vrchol typuj. Analo
gické tvrzení platí pro vrchol typu 1. 

Budeme definovat, co rozumíme hvězdicí mnohoúhelníků. Buď {iu..., ik} e Sř 
a 1 < i _ n. Množinu všech mnohoúhelníků -4[řl... f |c+r], kde r je přirozené číslo 
a ik+l se rovná buď i — 1 nebo i (resp. n nebo 1) (/ == 1, ..., r), nazveme hvězdicí 
mnohoúhelníků typu i (resp. 1) určenou mnohoúhelníkem Ait ik a označíme 
0ti(Ah ik) (resp. ^ ( ^ . . . f J ^ T e n vrchol -4^...^, který je typu i, nazveme středem této 
hvězdice, vnitřní úhel Aiítmmile při tomto vrcholu úhlem této hvězdice. Snadno zjistíme, 
že je-li Aji_jle0ti(Ah_ih), je Ah_ike0ti(Aju^ a. tedy definice hvězdice nezávisí na 
bližším určení mnohoúhelníka, který ji určuje. Budeme proto místo 0ti(Aii^ik) psát 
pouze 0tt. Z výše napsaného plyne, že definice středu a úhlu hvězdice nezávisí na 
tom, kterým mnohoúhelníkem z 0t{ je 0t{ určena a že míra úhlu hvězdice typu i j e a ^ . 

Označme 0t množinu všech hvězdic. Na této množině definujeme relaci Q takto: 
řekneme, že 0t\ Q 0t] tehdy a jen tehdy, je-li i = j a existuje A e 0t\ n 0t). Snadno 
dokážeme, že relace Q je rovnost. Místo $\ Q 01) budeme psát 0t\ = 0t). 

Jestliže existuje q přirozené tak, že hvězdice 0t{ obsahuje právě q různých mnoho
úhelníků AiUmAk, kde {ii9..., ik} je sudá skupina, řekneme, že 0t{ je q-značná. Jestliže 
takové q neexistuje, říkáme, že 0t{ je oo-značná. 

O pokrytí 0* řekneme, že je skoro disjunktní, jestliže platí: 

A e0>, A'e0>, IntA n l n t A ' =# 0 =t> A = Af. 

0> nazveme sudým skoro disjunktním pokrytím, je-li 0> skoro disjunktní pokrytí, 
přičemž počet různých mnohoúhelníků každé hvězdice je sudé číslo. 

Konečně definujeme reálnou funkci T proměnné x takto: je-li x racionální, pak exis
tuje právě jedna dvojice nesoudělných celých čísel p, q tak, že q > 0 a x = pjq; pro 
takové x položme T(X) = q; pro x iracionální buď T(X) = co. 

3. Lemma. Buď D mnohoúhelník, s jeho strana. Buď Df mnohoúhelník symetrický 
k D vzhledem k s a buď t strana mnohoúhelníka D'. Označme D" mnohoúhelník 
symetrický k D' vzhledem k t. Potom existuje lineární zobrazení q>0 takové, že 

<Po(D) = D". 

Buď{ií9..., ik} sudá skupina. Potom existuje lineární zobrazení cp takové, že 

cp(A0) = AilmmJh% 

přičemž (p(A^) je vrchol typu i mnohoúhelníka Aiu,Ak. 

D ů k a z . Buď j?! (resp. Pí) přímka obsahující 5 (resp. t). Víme, že existuje lineární 
zobrazení (px takové, že (px(pi) je reálná osa. Označme <Pi(p2) ^ p3. Potom je p 3 
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přímka a existuje lineární zobrazení cp2 takové, že <p2(p3) J e reálná osa. Položme 

cp3(z) = (p2(
(Pi(z))^ <Po = (<Pi)-i *(<r,2)-i * 93- Snadno zjistíme, že (p3 je lineární 

zobrazení a <p0 je hledané zobrazení. 
Pomocí cp0 sestrojíme indukcí podle k zobrazení cp. Z konstrukce cp0 plyne snadno 

tvrzení o typu vrcholu. 

4. Poznámka. Ponechme označení minulého lemmatu. Nechť strany s,t obsahují 
jediný společný bod A. (Je tedy A společným vrcholem mnohoúhelníků D a D"). 
Nechť <p0(z) = cz 4- b. Potom snadno zjistíme, že c = exp (e . 2n\ct), kdč e = 1 nebo 
s = — 1 a cen je míra vnitřního úhlu mnohoúhelníka D při vrcholu A. Odtud plyne: 
Je-li 0t{ hvězdice, A její střed a r délka nejkratší strany A0, R množina všech bodů 
patřících do některého mnohoúhelníka z 0t{, potom U(A, r) c R. 

5. Věta. BudoLi n míra úhlu hvězdice 0t {typu i. Pak je 0t{ z(cc^-značná. 

D ů k a z . Můžeme předpokládat, že střed hvězdice splývá s počátkem. Buď A G 0íi 

mnohoúhelník se sudou skupinou. Pro m celé položíme 

<pm(z) = (exp (27rimai)) z . 

Z poznámky 4 snadno plyne, že když A1 e0tt je mnohoúhelník se sudou skupinou, 
existuje celé m tak, že A1 -= q>m(Á). Odtud, z definice značnosti hvězdice a definice <pm 

a definice r(a f) již důkaz snadno dokončíme. 

6. Lemma. Existuje e > 0 takové, že U(A, e) a P pro každé Ae&. 

D ů k a z . Zvolme A e 0. Označme řř stranu A typu i, A£ mnohoúhelník symetrický 
k A vzhledem k ti9 K* buď kruh, jehož střed je vrchol A typu i a jehož poloměr je 
menší než polovina nejkratší strany A. Zřejmě existuje e > 0 tak, že pro každé i = 
= 1, ..., n je U(íf, s) c A u Ař u Kť u Ki+1. (Klademe ovšem Krt+1 = K1.) Tvr
díme, že pro toto & je U(A, e) cz P. Je-li z e l/(*4, e) n A, je zřejmě z e P. Buď tedy 
z e U(A, a) - A a nechť nejprve pro nějaké i je z eK\ Pak ovšem podle poznám
ky 4 patří z do některého mnohoúhelníka hvězdice typu i, určené mnohoúhelníkem A, 

n 

tedy opět zeP. Je-li z e l/(J, e) - (A u (J K1), existuje x e A takový, že Q(Z, A) = 
*=i 

= g(z, x ) (# J e kartézská metrika v £). Pro některé j je zřejmě x e řy. Potom je 
e(z, *,.) < 6 a tedy vzhledem k volbě s je z e Aj c P. Z toho, jak jsme sestrojili číslo e, 
snadno plyne, že pro každé A e ^ je U(z1, e) c= P. 

7. Lemma. Platí tato tvrzení: 

1. £ = P. 
2. Existuje nekonečně mnoho různých mnohoúhelníků z 0 se sudou skupinou. 

3. Existuje nekonečně mnoho různých hvězdic typu i (1 ^ i ^ n). 
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D ů k a z . 1. Stačí ukázat, že Jť(P) n £ = 0. Předpokládejme, že tomu tak není a buď 
z G Jť(P) n £. Buďs číslo z lemmatu 6. Potom P n U(z, e/2) 4= 0 a tedy existuje A e 0> 
tak, že A n U(z, 6/2) #= 0. Podle lemmatu 6 je U(z, e/2) <= U(A, e) c P, což není 
možné, neboť je z e ^f(P). 

Předpokládáme-li, že neplatí 2, snadno odvodíme spor s 1. Totéž pro tvrzení 3. 

8. Věta. Pokrytí 0> je sudé skoro disjunktní tehdy a jen tehdy, je-li A0 bud obdélník 
nebo rovnostranný trojúhelník, nebo pravoúhlý rovnoramenný trojúhelník, nebo 
pravoúhlý trojúhelník, jehož jeden úhel má míru nj3. 

D ů k a z . Nechť & je sudé skoro disjunktní pokrytí. B u ď ^ hvězdice typu i. Proto
že 0t{ obsahuje sudý počet různých mnohoúhelníků, pro vhodné přirozené číslo xt 

je 2xfL(K = 2n. Protože &{R = x^n je míra vnitřního úhlu mnohoúhelníka, platí, 
jak víme z elementární geometrie, 

(0 txr = n-2. 
Protože at- 4= 1, je xt ^ 2. Elementárně dokážeme toto: Pro n > 4 neexistují xt ^ 2 
přirozená, která vyhovují (1). Pro n = 4 vyhovuje jediná čtveřice (2, 2, 2, 2). Pro 
n = 3 vyhovují pouze trojice (3, 3, 3), (2, 4, 4), (2, 3, 6) (a jejich permutace). Protož? 
je ař = xf \ plyne odtud, že A0 je některý z mnohoúhelníků uvedených v tvrzení věty. 

Je známo, že pokrytí příslušná těmto mnohoúhelníkům jsou skoro disjunktní 
a snadno se přesvědčíme, že jsou to sudá skoro disjunktní pokrytí. 

9. Označení. Buď A libovolný mnohoúhelník. Jeho vrcholy označme A1, ...,An 

a položme An + 1 = A1. Nechť pro i = 1,..., n je ÁlAi+1 strana A. Protože Int A je 
Jordánova oblast, existuje homeomorfní zobrazení/kruhu Kt na A, které zobrazuje 
konformně Kt na Int A. Označme flí=/_1(Aí), (a1, ai + 1) = f-^A1" Ai + 1) -
- {ai,ai + 1}, Ql =K! u^ 2 u(a i , f l i + 1 ) . Zřejmě a1 e T (i = 1, ..., n), an + 1 = fl1 

a Q* je oblast. 
Funkci # ! z následujícího lemmatu budeme nazývat pokračovánímfpřes (fl1', ai + 1). 

Analogicky definujeme pokračování přes (flř, ai + 1) pro funkci f v K2. 

10. Lemma. Buďl <; i ž. n. Potom existuje funkce g holomorfní v Ql taková, že 
g\Kx = f Označme gt = g | K2. Potom je gx konformní zobrazení K2 na vnitřek 
mnohoúhelníka A' symetrického k A vzhledem ke straně AiAi + 1. Funkce g nabývá 
své hodnoty v každém bodě z e Ql jednonásobně. Speciálně: je-li z e Ql n £, je 

g'(z) * o. 

D ů k a z . Množina Í2* je zřejmě symetrická vzhledem ke kružnici T. V [6] je doká
zán tzv. Schwarzův princip zrcadlení pro zobecněné kružnice. Z této věty plyne snadno 
existence funkce g. Funkce gx je zřejmě prostá v K2 a tedy je a t konformní zobra
zení K2 na množinu symetrickou k Int A vzhledem k ose symetrie A a A', tedy na 
Int A'; to vyplývá z citované věty. 
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Dokažme, že g nabývá své hodnoty jednonásobně v každém bode z e Q\ 
Je-li Z GK! u K2, pak je tvrzení správné, neboť g | Kt a g | K2 jsou konformní 

zobrazení. Buď Z0 e (a1, a i + 1 ) . Předpokládejme, že pro toto Z0 není tvrzení správné. 
Potom existuje p = 2 přirozené tak, že a nabývá své hodnoty g(Z0) = w0 p-násobně. 
Podle známé věty existuje e0 > 0 tak, že pro každé s e (0, e0) existuje S > 0 tak, že 
ke každému w e P(w0, 8) existuje právě p různých bodů Zj e U(Z0, e) tak, že g(Z,) = 
= w. Zvolme a G (0, e0) takové, aby U(Z0, e) c= Í2ř. Zřejmě existuje w e P(w0, 5) 
takové, že w G id — A'. Pro toto w existují Zy. G U(Z0, fi) (I = 1,..., p) takové, že 
g(zx) = w, a protože a(U(Z0, e) n K2) <= A', je Zy- G U(Z0, e) n Kx a tedy není a 
prostá v Kl9 což je spor. 

Funkce g tedy nabývá své hodnoty jednonásobně v každém bodě z Q{. Odtud 
a z í známé věty plyne tvrzení o derivaci. 

11. Označení. Nechť A0 znamená mnohoúhelník z 2. Nechť F 0 je jisté, pro další 
úvahy pevně zvolené, homeomorfní zobrazení K1 na A0, které konformně zobra
zuje K! na Int A0. Označíme F0 = F0 | Kl5 (F0)_x (A) = ah (ah ai+1) = (F0)-i • 
. (AtAi+1) — {ah ai+1} (i = 0, ..., n). Zřejmě jsou a ř různé body z T(i = 1, ..., n) 
a je a 0 = a„, an+1 = ax\ ze známých vět plyne, že trojice bodů {a i_1, ař, a i + 1} je 
(pro i = 1, ..., n) přirozeně uspořádána vzhledem ke Kx. Dále označíme Q{ = 
= K*! u K2 u (a/9 a/ + 1) (i = 1,..., n), (2 = 5 - {a1? ..., an}. Pro z e Í2 buď a(z) 
takové reálné číslo, že U(Z, <r(z)) je maximální kruh o středu Z ležící v Q. 

Buď {i l9 ..., i j skupina. Budeme nyní definovat funkce Fřl.../k. Funkce F0 je defi
nována; buďFf pokračováni F0 přes (ah ai+1) (i = 1, ..., n). Podle 10 je Ft konform
ní zobrazení K2 na vnitřek mnohoúhelníka symetrického k A0 vzhledem k sh tedy 
na Int Ah 

Buď {i-i,..., í*} sudá (resp. lichá) skupina. Nechť je definována funkce FilmmJk 

a nechť FiítmJk je konformní zobrazení Kx (resp. K2) na vnitřek AiltmJk. Buď ik+1 

číslo takové, že {ií9 ..., ik+1} je skupina. Potom buďF ř l... / k + 1 pokračování F/l/k přes 
(flóc+i> flík+i + i)- Funkce F ; . . . . ^ je tedy definována v K2 (resp. v Kx). 

Označme FilmmJk homeomorfní rozšíření FilmmJk na uzávěr definičního oboru. 
Buďl g i S n, {ij,..., i j e3ř. Nadefinujeme f u n k c i F / l / k takto: je-li {i1? ..., ik} 

sudá (resp. lichá) skupina, položme 

Fi = = / - ^ I 1 . . . i k
 v KtKj(ah a / + 1 )(resp. v K2 u (a/5 ai+1)) 

FCii...ífc,n
 v ^ 2 (resp. v Ki) 

12. Poznámka. Z našich definic a z lemmatu 10 plyne okamžitě toto tvrzení: Buď 
{ií9..., i j sudá (resp. lichá) skupina. Potom je FilmmJk homeomorfní zobrazení Kx 

(resp. K2) na AilmmJk9 které konformně zobrazuje Kx (resp. K2) na Int AilmmJk. Z lemma
tu 10 plyne, že funkce F\x mJk je holomorfní v Qt a má všude v Qt n E derivaci různou 
od nuly a v co nabývá své hodnoty jednonásobně. 

Dále indukcí snadno dokážeme, že Fil m ik(ai) je vrchol Ah_ik typu i (i = 1, ..., n). 
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13. Lemma. Nechť f je konformní zobrazení Kt (resp. K2) na vnitřek mnoho
úhelníka A, buďf homeomorf ní rozšíření f na Kt (resp. K2), Buď A vrchol A, <xn buď 
míra vnitřního"úhlu A při tomto vrcholu (O < a < 2, a =(= l) a buď a = / _ i ( A ) . 
Buďe > 0. 

Neexistuje funkce g meromorfní v U(a, e) taková, že f = g v U(a, e) n Kt (resp. 
U(a, e) n K2). 

D ů k a z . Pro /?e <0, 27r), w e £ označme 

J ^ = {z e E; z = r exp (ij3), r ^ 0} , K^w) = {z' e £; z' = z + w, z e Rfi} . 

Zvolme 5 > 0 tak, aby v P(A, 5) neležely žádné vrcholy A. Zřejmě existuje otevřený 
interval J c <0, 2n) takový, že pro /? e J je Rp(A) n P(A, <5) n A = 0 . 

Tvrzení dokážeme nejprve pro Ki. Označme Gx = Int A n P(A, <5), G2 = /_i(Gj) . 
Množina G2 je oblast a její hranice obsahuje oblouk C kružnice T, uvnitř kterého leží 
bod a. Pro z e G2 položíme/(z) = f(z) — A. 

Nechť Log^ z = lg |z| + i Arg^ z, kde Arg^ z je ta hodnota argumentu z, která 
leží v (p — 27r, j8>, (Pak je Log^ jednoznačnou větví logaritmu v £ — Rp). Na mno
žině G2 vyšetřujeme funkci 

(2) hp = exp* ( a - 1 Log^)*f, /?eJ. 

Z teorie konformního zobrazení víme, že hp zobrazí G2 konformně na půlkruti M. 
Označme hp spojité rozšíření hp na C. Zřejmě je hp(C) obsažena v průměru půlkru
hu M a fíp(a) = 0. Podle Schwarzova principu zrcadlení pro zobecněné kružnice 
existuje funkce gp holomorfní v jistém okolí Ui(a), pro niž gp = hp na (G2 KJ C) n 
n Ui(a). Je tedy gfi(a) = 0. Analogicky jako v lemmatu 10 dokážeme, že gf

p(a) + 0. 
Je však zřejmé, že pro j5, /V e J je hp = hfi> na G2 a tedy podle věty o jednoznačnosti 
je také gfi = gfi> v Ut(a). Zejména tedy hodnota g^(a) = y nezávisí na volbě /? e J. 
Zvolme nyní /? e J tak, aby y $ Rp. Pro toto j8 pišme místo /ẑ , a^ pouze h, g. Protože 
g(a) = 0, g'(a) 4= 0, existuje funkce # i holomorfní v Ui(a) taková, že #i(a) + 0 
a g(z) = (z — a). $i(z) pro z e Ui(a). Dále je #i(a) = tf'(a) a tedy #i(a) £ K^. 

Jestliže M n Rp — 0, položme M t = M. Jinak nechť M x je jedna ze dvou kom
ponent množiny M — Rfi. Množina Mi je oblast. Je tedy také G3 = h_ i(Mi) oblast, je 
a e Jť(G3) a na G3 je definována funkce exp * a Log^ * h = exp * a Log^ * exp * 
* a " 1 Log^ */. Poslední rovnost plyne z (2). Pro každé zeG3 existuje celé číslo k(z) 
takové, že 

exp (a Log^(exp ( a " l Logpf(z)))) = f(z) exp (27cia k(z)) . 

Protože na G 3 je f(z) # 0 a G3 je souvislá, existuje di e £ tak, že pro z e G3 je 

exp (27ria k(z)) = di(*0). Pro zeG3 tedy platí . 

f(z) = dll exp (a Log^ h(z)) 

a tedy na otevřené (a zřejmě neprázdné) množině G3 n Ui(^) J e 

(3) f(z) = A + dr 1 exp (a Log, [(z - a) #i(*)]) • 
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Upravme pravou stranu posledního výrazu. Zřejmě existuje komponenta G 4 mno
žiny G3 n Ut(a) — Rp(a) taková, že ae G4. Protože 4>i(a) $ Rp, existuje okolí 
U2(a) c= Ui(a) tak, že funkce exp * (a Log^) * Oí je holomorfní v U2(a). Podobně 
jako nahoře zjistíme, že existuje d2e £ — {0} tak, že pro z e G4 n U2(a) 4= Oje 

(4) exp(aLog , [ (z -a ) í> 1 (z ) ] ) = 

= d2 exp (a Log,, (z - a)) exp (a Log^ #i(z)). 

Pro z e U2(a) položme 

(5) *2(z) = di" xd2 exp (a Log,, $t(z)), 

dále označme G5 = G4 n U2(a). G5 je otevřená neprázdná množina, a e G5 SL pro 
zeG5 podle (3), (4), (5) platí 

(6) f(z) = A + <P2(z) exp (a Log^ (z - a)) . 

Protože a není celé, nelze funkci exp (a Log^ (z — a)) meromorfně rozšířit na žádné 
okolí bodu a. Odtud snadno naše tvrzení plyne. 

Buď nyní / funkce v K2. Buď B vrchol A takový, že AB je strana A, buď b = /_ i(B) 
a buď konečně fí pokračování / přes (a, b). Potom je fx funkce v Kt a splňuje před
poklady právě dokázaného tvrzení. Nyní n a / j aplikujeme první část důkazu. 

Lemma je dokázáno. 

14. Poznámka. Nechť/je funkce v Kt z lemmatu 13. Ze vzorce (6) výpočtem zjistí
me, že existuje funkce <P holomorfní v jistém U(a) taková, že pro z e Kt n U(a) je 

_ _ _ _ _ _ _ _ + ,<-). 
/'(z) z-a W 

15. Označení. Buď z 0 e Q. Buď 1 ^ i í « a {il9 ..., ik} taková skupina, že je defi
nována Fi

ií...řk(z0). (Je tedy z 0 e Qt.) Protože __t je otevřená, existuje okolí U(z0), 
v němž je funkce F\uAk definovaná, a podle poznámky 12 holomorfní. Je tedy 
(z 0, F^ ik) analytická dvojice. Element určený touto dvojicí označíme 

(7) 4-o,ň...it), 
střed elementu £ označíme s(<f), jeho hodnotu h($). Zavedeme tuto úmluvu: jestliže 
budeme mluvit o elementu tvaru (7), nebudeme zdůrazňovat, že předpokládáme 
z 0 e Q a že je definováno F\l ik(z0). 

Je-li cp křivka, budeme označovat p.b. cp (resp. k.b. <p) počáteční (resp. koncový) 
bod q>. Symbol <<p> znamená geometrický obraz cp. 

Konečně označíme _F (podrobněji _^(_10, F0)) množinu všech elementů tvaru (7). 

16. Lemma. Je-li Sx e ^ ^ e &?9je Sx pokračováním <£2 v Q. 
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D ů k a z . Označme $0 = S(z0, F0), z 0 e Ku Zřejmě stačí dokázat, že každý element 
$ = &(z,Fi

il_ik)eá?r je- pokračováním <f0 v O. Toto tvrzení dokážeme indukcí 
podle k. 

Buď 1 ^ i = n. Buď nejprve 1 ^ ÍJ _ n, z e Í2t. Máme ukázat, že <f = <f(z, F|.) 
je pokračováním <f0 v Q. To ovšem vyplývá z toho, zz Fí

ií | K2 = Fřl = F0 | K2 

a Fól | K! = F0. Nechť pro jisté r _ 1 platí: pro každou skupinu {iu ..., ir}, každé i 
a každé z' e Qt je <f" = cf(z', F\lm ><ip) pokračováním <f0 v Q. Buď {ju . . . ,I r +i} 
libovolná skupina, 1 = j = n, é?" = éf(z"9F

J
JlmmJr+l). Buď nejprve {j t, . . . ,I r + 1 } 

sudá skupina. Potom FJ
JíttJr+i \ Kt = F/....;r + 1 = FJ/^Jr | K^ Odtud a z indukčního 

předpokladu plyne, že <f" je pokračováním S0. Je-li {jj, . . . ,I r + 1 } lichá skupina, je 
FL.Jr+i I K2 = ^,. . j r + 1 = FfcXl &2 a tvrzení j 3 tedy opět správné. 

17. Lemma. Každý $ e BF má pokračování poděl každé křivky (p v Q, pro niž 
s($) == p.b. q>, přičemž příslušný řetěz elementů podél (p se skládá jen z elementů 
tvaru (7). 

Důkaz . Protože žádný z bodů aí9 ...9an neleží na <<p>,existuje pro každé t z inter
valu <a, py, na němž je q> definována, interval J(t) otevřený v <a, />> a obsahující 
bod t tak, zi <p(J(t)) <= U((p(t), a((p(t))). Protože <a, /?> je kompaktní, existují body 
a = T0 < ... < Tr = p tak, it pro každé j = 1,..., r js <T,_1, 7}> obsažen v někte
rém intervalu J(ř,). Označíme-li j f, = U((p(tj), ff((p{tj)))9 bude tedy <?(<!}-!, T}» c 
c jf.. Kruhy J ř j , . . . , jf r tvoří řetěz. Nyní budeme definovat v Jťj funkci Gy. 

Nechť ď = £(<p(a), FJ....J. Zřejmě existuje ; takové, že Jf t c Qj. Protože (p(a) e 
e Jťl9 je (p(ct) e Q} a tedy zřejmě existuje skupina {ju ...9ji\ tak, že F\ltmmik = FJlmmJt 

v jistém U(<p(a)). Funkce Fj...jf je ovšem definována v O^tedy z:jména v bodě (p(tx). 
Potom buď Gt kanonická funkce elementu < (̂<p(ři)> Fjim.mjr)- Předpokládejme, že jsou 
definovány funkce Gu ..., G m _ 1 ? přičemž G, je kanonická funkce elementu o středu 
<K0) (j = 1,. •., m - 1); definujme Gm. Buďz e ďm_ t n Jf m aj takové, že Jťm c O,, 
Protože z e j f m , js zefíy a zřejmě existuje skupina {A,...,I,} tak, že G m _ t = 
= Fji:Ji v jistém U(z). Je ovšem (p(tm) e Qj a tedy je definováno FJ

JuJl((p(tm)). Pak 
buď Gm kanonická funkce elementu S((p(tm), FJ

JlmmJt). Potom je {Gu...,Gr} řetěz 
meromorfních funkcí a systém elementů Sf = <ř(<p(í), Gy) pro ř e <T y_ 1, 7}>, I = 
= 1,..., r, tvoří řetěz podél q>. Je zřejmé, že každý element tohoto řetězu má tvar (7). 

18. Lemma. Žádný element $ e šř nemá pokračování podél křivky (p, pro niž 
p.b. (p = s(ď) a aj e <</>> pro některé j = 1,..., n. 

D ů k a z . Nechť (p je definována na <a, /?>. Předpokládejme, že existuje řetěz 
elementů podél q>9 jehož prvním elementem je S, přičemž pro některé j je a} e <<p>. 
Buď t0 nejmenší číslo, pro něž je (p(t0) rovno některému a}. Označme <P0 kanonickou 
funkci elementu St0, X0 kruh tohoto elementu. Zvolme tt e <a, t0) tak, aby element 
(pišme ho v kanonickém tvaru) ďřl = S((p(t^)9 <PÍ) byl přímým pokračováním St0. 
Protože (p ( <a, tty je křivka v Q, je podle lemmatu 17 řetěz podél této křivky tvořen 
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elementy tvaru (7). Buď Jf - kruh elementu Stl. Zřejmě alespoň jedna z množin 
Mi = K! n Jť0 n JT 1 5 M 2 = K2 n JT 0 n Jf x je neprázdná. Nechť je to například 
Mx. Zřejmě je (^ = Ftl...ř|t pro jistou skupinu a dále je v Mx 

(8) Ф0 = Ғ 
ll-.lk 

Podle poznámky 12 je Ftl...ifc konformní zobrazení Kx na I n t A t l ík, přičemž 
j^ii...fk(<^(řo)) J e vrchol mnohoúhelníka zf£l ík. Z (8) a z lemmatu 13 dostáváme spor. 
Obdobně postupujeme v případě, že M2 4= 0. 

19. Označení. Je-li ^ * analytická funkce, označíme D ( ^ * ) (resp. H ( ^ * ) ) 
definiční obor ^ * (resp. obor hodnot ^*). Dále označíme JV množinu všech 
vrcholů mnohoúhelníků z pokrytí 0>, které nejsou obsaženy ve vnitřku žádného 
mnohoúhelníka z & ani uvnitř žádné strany žádného mnohoúhelníka z ^\ 

20. Věta. ^ je analytická funkce v S. Všechny elementy funkce !F jsou holomorfní 
a prosté. ŽF je neomezeně pokračovatelná v Q. Je D(^) = Q a H(3F) = £ — W. 

Důkaz . Z lemmatu 16 a 17 plyne, že 3F je analytická funkce. Z definice $F a po
známky 12 plyne druhé tvrzení. Z lemmatu 17 plyne, že ŠF je neomezeně pokračova
telná v Q, z lemmatu 18 plyne, že D ( ^ ) = Q. Z poznámky 12 a z prvního tvrzení 
lemmatu 7 je vidět, Ž2 H ( ^ ) = £ — W. 

21. Poznámka. Protože $(0, F0) e ^ , je ^ analytická funkce určená konformním 
zobrazením jednotkového kruhu na vnitřek mnohoúhelníka. Protože je ŠF neomezeně 
pokračovatelná v Ku má podle věty o monodromii v Kt pouze jednoznačné větve. 
Je tedy, jinými slovy, ŠF analytická funkce, jejíž jednou větví v Kr je konformní 
zobrazení Kt na vnitřek mnohoúhelníka A0. 

22. Lemma. Buďte {ix,..., ik}, {j\, ...,I ř} sudé skupiny; buď z eKt. Buď Sx = 
= S(z, Ftl...řk), $i = $(z, Pyi.../.)• K tomu, aby Sx = S2, je nutné a stačí, aby 
^/i...ik = Ají„jl a splývající vrcholy byly téhož typu. 

D ů k a z . Že podmínka je nutná, plyne z poznámky 12. Nechť je podmínka splněna. 
Podle poznámky 12 jsou Fřl...ř|c a Fyi-...yi konformní zobrazení na tentýž mnohoúhel
ník. Označme A1 = FiuAk(a^) (i = 1,..., n). Z poznámky 12 a předpokladu o typu 
vrcholu plyne, že také -Fyi...y,(fli) = Á\ Protože n ^ 3 a trojice (a 1 ? a2, a3} je přiro
zeně uspořádána vzhledem ke Kt a FiittJk je konformní zobrazení, je trojice {A1, A2, 
A3} přirozeně uspořádána vzhledem k Int AiltmJk. Podle známé věty existuje právě 
jedno homeomorfní zobrazení 0 kruhu Kx na Ah_ik, konformní na Kt takové, že 
#(11,) = AT (i = 1, 2, 3). Je tedy nutně Fřl...ík = F y i . . . y, na Klf tedy gx = <f2, což 
jsme měli dokázat. 

23. Věta. ^ / e přesně oo-značná. 
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D ů k a z . Podle věty 20 je SF neomezeně pokračovatelná v Q, tedy je v Q buď 
přesně p-značná pro nějaké přirozené P, nebo přesně oo-značná. Stačí tedy ukázat, 
že nějaký bod z "O je středem nekonečně mnoha různých elementů. Zvolme z 0 e K r . 
Všechny elementy F o středu z 0 jsou tvaru <f(z0, FhmmAk), kde (i^ ..., ik} je sudá 
skupina. Kdyby existoval pouze konečný počet různých elementů SF o středu z 0, 
existovalo by podle lemmatu 22 pouze konečně mnoho různých mnohoúhelníků se 
sudou skupinou. To by ovšem byl spor s druhým tvrzením v lemmatu 7. 

24. Poznámka. Protože F je neomezeně pokračovatelná v O, nemá F v Q žádné 
singulární body. Z lemmatu 18 plyne, že au ..., an jsou (isolovanými) singulárními 
body F. 

Zvolme jisté i a vyšetřujme F v prstencovém okolí P(ai) bodu a{ takovém, že 
v něm je F neomezeně pokračovatelná. Je známo, že klasifikace singulárních bodů 
nezávisí na bližší volbě tohoto okolí. 

Buď Fx větev SF v P(ai) určená elementem S(z0, Fiimmij). Jak víme, pokračování 
podél uzavřené křivky v P(aí) závisí pouze na indexu bodu at vzhledem k této křivce. 
Odtud a z našich definic snadno vyplývá, že platí: Buď $ 1(z, G) element SF o středu 
v P(a) - T Potom ^ i e F í právě když G = FíiímmAkAk + lmmAk+lV kde ih+s je buď i 
nebo i — 1 (s = 1,...,/). (Je zřejmé, jak budeme modifikovat toto tvrzení pro případ 
i = i.) 

Buď nyní Fx libovolná větev F v P(at) určená elementem S(z, Ftl...ík). Větvi SF\ 
přiřadíme hvězdici 0t\ typu i určenou mnohoúhelníkem AhmmAk. Z definice a z výše 
napsaného plyne: je-li z e P(ař), potom 

Snadno zjistíme toto: je-li 0t* hvězdice typu í, existuje větev F* funkce SF v P(ař), 
které je přiřazena 01*. 

25. Lemma. BudSF\ větev SF v P(a.). BudR) hvězdice přiřazená SF\ podle poznám
ky 24 (j = 1, 2). Potom Fx = F2 tehdy a jen tehdy Je-li 0t\ = 9t\. 

D ů k a z . Je-li Fx = F2, pak z předpokladu $ = <f(z, FLmAk) e FY plyne, že 
<f G J^ 2 . To ovšem znamená, že AilmmAk e 0t\ n 0t\, čili, podle definice, ^ ? = 0t\. 

Je-li ^řj = 0ť\, pak existuje Ařl...ik e 0t\ n ^ ? , tedy ď(z, Fřl...J e ^ n J^ 2 (z e 
e P(a;) - T) a odtud plyhe, že J ^ = F2. 

26. Lemma. BudF\ větev F v P(a). Potom je F\ přesně rfa^-značná. 

D ů k a z . Buď z0eKYr\ P(a). Stačí zřejmě dokázat, že existuje právě T(ař) různých 
elementů funkce Fx o středu z0. Poznamenejme, že z předpokladu AhmmAke0th 

Áji..jiG^i-> {ři> •••>l*} a r o v n ^ ž {j*!, ...,1/} je sudá skupina, snadno plyne, že splý
vající vrcholy těchto mnohoúhelníků jsou téhož typu. Podle lemmatu 22 má Ft 
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stejný počet různých elementů o středu z 0 jako dtt různých mnohoúhelníků se sudou 
skupinou, tedy podle 5 tento počet je r(a ř), což jsme chtěli dokázat. 

27. Lemma. Bud M a E oblast neroztinající S. Funkce gř buď holomorfní v M 
a nechť g\ + 0 v M (i = 1, 2). Je-li v M 

( 9 ) g1=g^j 

gl g2 

potom existují a,b e E tak, že gt = ag2 + b v M. 

D ů k a z . Protože g\ 4= 0 v M, je funkce g'l\g\ holomorfní v M a podle Cauchyovy 
věty má v M primitivní funkci. Podle známé věty má q\\ M jednoznačnou větev 
logaritmu uh která je primitivní funkcí k g\\g\ v M (i = \, 2). Vztah (9) lze tedy psát: 

(10) u[ = u'2 . 

Z (10) plyne podle známé věty, že existuje ce E tak, že wt — u2 = c v M. Je g\ = 
= exp * ut v M a odtud snadno plyne, že pro z e M je gi(Z) = exp c g2(Z). Z téže 
věty plyne existence b EE takového, že pro z e M j e gi(Z) — exp c g2(Z) = b. Nyní 
položíme a = exp c. 

28. Lemma. Bwďa holomorfní v U(oo, e), (a > 0). Nechťgf + 0 v P(oo, e) a nechťg 
nabývá v co své hodnoty jednonásobně. Potom je 

l i m ^ ) = 0 
z-oo g'(z) 

a funkce h, definovaná podmínkami h(z) = gff(z)\gf(z) pro z e P(oo, s), h(oo) = 0, 
je holomorfní v U(oo, e). 

00 

D ů k a z . V U(co, e) lze psát #(Z) = £ b„z~n, kde bx 4= 0, neboť g nabývá v co své 
« = o 

hodnoty jednonásobně. Výpočtem zjistíme, že existuje okolí U(co) a funkce h, 
holomorfní v U(co) taková, že hx(co) = 1 a že pro Z e U(co) — {co} je gff(z)lgf(z) = 
= — 2Z_ 1 hi(z). Odtud vše snadno plyne. 

29.Lemma. Buď {i!, ..., ik) sudá skupina. Potom existují a, b e E tak, že v K, 
platí 

- ^ . . . . , = ^ 0 + b. 

D ů k a z . Označme A1 vrchol typu Í mnohoúhelníka -4řl...řk. Podle poznámky 12 
je Filtik homeomorfní zobrazení K1 na Aiu„ik, které je konformní v Kt a Fti ...ífc(

fli) — 
= A1. Podle lemmatu 3 existuje lineární zobrazení <p, q>(z) = az + fe, takové, že 
<p(A0) = .4/,...^, přičemž <p(A,) = -4ř. Položme G = q>*F0 na K!. Potom je G 
homeomorfní zobrazení Kx na Ah„jk, které je konformní v ^ a G(at) = AK Podob-
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ně jako v důkazu lemmatu 22 zjistíme, že FilttJk = G = aF0 + b v Kl5 což jsme měli 
dokázat. 

30. Poznámka. Označme 3Ff derivaci analytické funkce ŠF. Víme, že 3Ff je analy
tická funkce (v S), a protože ŠF je neomezeně pokračovatelná v Q, je $Ff neomezeně 
pokračovatelná v Q. Dále označme $Fn derivaci analytické funkce SFf. Protože ŠFf 

(resp. ŠF") je neomezeně pokračovatelná v Q, jsou elementy $F* (resp. ŠF") o stře
dech v Q tvaru ď(z,f') (resp. ď(z,f")), kde f je taková funkce, že ď(z,f) e J^. Buď 
ď° = ď(0, Fo/PÍ,)- Podíl ^ 7 ^ ' m á s m y s 1 ' n e b o ť P ° d l e v ě t y 20 je 0 ̂  &'{E n Q). 
Označme ^ e £F"\3Ff tu analytickou funkci, pro niž ď° e ^ a buď &x větev <& v Q, 
pro niž ď° G # ! . Protože t^

r" a také, jak snadno nahlédneme, i \\$Ff je neomezeně 
pokračovatelná v Q, je analytická funkce <§x neomezeně pokračovatelná v Q. 

Snadno zjistíme, že všechny elementy ^ x o středu v Q jsou tvaru S(z,f"\f), kdef 
je taková funkce, že ď(z, f) e $F. (Pro z = co znamená ovšem f7f' funkci definova
nou v co limitou, která, jak plyne z věty 20 a lemmatu 28, existuje.) Protože každý 
element 3F je holomorfní a 0 $ ^f(E n Q), je každý element funkce ^ o středu 
v E n Q holomorfním elementem. Rovněž elementy <gx o středu co jsou holomorfní, 
jak plyne z lemmatu 28. 

Zabývejme se značností funkce ^ v Buď ď element funkce ^ o středu 0. Potom 
ď = ď(0, Fh Jk\Ff

il ik), kde {ií9..., ik} je sudá skupina. Podle lemmatu 29 je ovšem 
v Ki F"ii...iJF'ii...ik = FolFo a tedy ď = ď°. Má tedy #- pouze jeden element o stře
du 0, a protože je <Si neomezeně pokračovatelná, je jednoznačná a tedy meromorf-
ní v Q. Protože všechny elementy # x jsou holomorfní, je ^ x holomorfní. 

Z jednoznačnosti ^ t plyne podle lemmatu 27 snadno mj. tento důsledek: je-li 
{/,, ..., ik} lichá skupina, existují a,b e E tak, že v K2 platí 

(11) Fll...lk = aFí + b. 

Nakonec poznamenejme toto: buď cp lineární zobrazení, <p(z) = az + b, &\ ana
lytická funkce v nějaké oblasti Q*. Protože <p je meromorfní, obsahuje systém cp * &\ 
právě jednu analytickou funkci. Označíme ji aŽF\ + b. 

31. Věta. Bud Q* c Q oblast. Bud &{ (i = 1, 2) větev & v Q*. Potom existují 
a, b e £ ták, že 

&2 = a&x + b . 

D ů k a z . Alespoň jedna z množin Q* n Kt,Q* n K2 je neprázdná. Nechť je to např. 
Q* n Kx. Buď ďř element funkce ^ t (i = 1, 2) o středu z e Q* n Kt. Potom je 
ď t = ď(z, F<1#.. lk), ď2 = ď(z, F/....;,), kde {il9..., i j , {A, ...,IZ} jsou sudé skupiny. 
Z lemmatu 29 plyne, že existují a9be E tak, že v jistém U(z) je F^...;. = aFiltmAk + fc. 
Označme - ^ 3 = a ^ + b. ^ 3 je analytická funkce v Q*. Protože ď(z, Fřl...řk) e ^ j , 
je ď(z, aFh_ik + b) e ^ 3 , tedy ď2 e -.F3 n ^ 2 . Odtud naše tvrzení plyne. 

Pro případ, že Q* n Kž =- 0 je důkaz analogický (použije se vztah (11)). 
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32. Lemma. Pro z e Kx platí 

<'2> "FŘ-Í"1^-
F0(z) & z - a i 

D ů k a z . Zjistili jsme, že funkce ^ je holomorfní v Q a v Kl je rovna F0/F0. Dále 
z lemmatu 28 plyne, že ^i(oo) = 0. Podle poznámky 14 existuje okolí U(at) a funkce 
4>i holomorfní v U(ař) taková, že pro z e Kl n U(at) je 

m=a-i + Hz) 

F0(z) z - ař 

a tedy, jak plyne z věty o jednoznačnosti, je pro z e U(a,) — {a,} 

Pro z #= a,- položme 

».(-) = ?!—!+*,{-) . 
Z — a; 

k(z) = * .(z) - £ --- l 

= 1 Z — a; 

k(a,) = lim k(z) (tato limita existuje) (i = 1,..., n). Potom je funkce k zřejmě holo-
Z-+(ti 

morfní v S a tedy podle'Liouvilleovy věty je konstantní; protože ^i(oo) = 0, je k 
identicky rovna nule. Je tedy pro z e S 

n a. — 1 

*i(*) = z *—-
i=i z — a ť 

a protože 91\K1 = F0/F0, platí (12). 
33. Označení. Označme K^. = {z; z = tah t ^ 1}. V £ — K^. existují jednoznačné 

větve (at- — l)-té mocniny. Symbol (z — a;)*'-1 znamená exp ((ař- — 1) Log^. (z — 
— a i)). Dále buď Q spojitá funkce v Kx. Potom symbol J 0 Q(£) dC znamená křivkový 
integrál funkce Q přes lineární křivku \j/, pro niž p.b. ý = 0, k.b. ̂  = z e K^ 

34. Věta. Existují c, d e £ takové, že pro z e KA p/al/ 

(13) E0(z) = c P(C - aO011-1 (f - a2r~l ... (f - a,)""-1 dC + d. 

D ů k a z . Pro z e Kx položme 

Я ( z ) = ľ ( í - a 1 Г ' - 1 . . . ( Ç - a в ) * " - 1 d í , 
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H"( 

{. 
z) _ £ a, - 1 
z) І = I Z — a{ 

F'0_H" 

Výpočtem zjistíme, že pro z 6 Kt je 

Z lemmatu 32 plyne, že v Kt je 

Nyní tvrzení plyne z lemmatu 27. 

35. Poznámka. Integrálu na pravé straně (13) se v konformním zobrazení (např. 
[4]) říká Schwarzův-Christoffelův integrál (pro kruh). Poznamenejme, že vzorec (13) 
platí také v případě, že místo F0 píšeme ^ 0 a uvažujeme Z e Ki (např. [5]). 

36. Věta. Jedinými singulárními body 3F jsou au ..., an. Bod a{ je obyčejným 
kritickým singulárním bodem analytické funkce 3F. 3F má v a{ charakteristiku 
{oo x T(a,)} (i = 1 n). 

D ů k a z . Buď 1 ^ i ^ n a zvolme P(ař) tak, aby ÍF byla neomezeně pokračovatel-
ná v P(ař). Z poznámky 24 vyplývá první tvrzení. V téže poznámce jsme definovali 
korespondenci mezi větvemi 3F v P(at) a hvězdicemi typu i, která je, podle lemmatu 
25, vzájemně jednoznačná. Odtud a ze třetího tvrzení v lemmatu 7 plyne, že 3F má 
nekonečně mnoho různých větví v P(ař). Odtud a z lemmatu 26 plyne tvrzení o charak
teristice. Protože r(a ř) __ 2, je a ř kritickým singulárním bodem a zbývá tedy dokázat, 
že je to obyčejný singulární bod. Dokážeme toto tvrzení: Buď 3Fx větev 8? v P(ař). 
Buď 9ti hvězdice přiřazená !F± podle poznámky 24 a buď A její střed. Potom 
lim ^ i (Z) = A. 

z-*a\ 

Nechť Ati_ik e 9tu {iu ..., ik} je sudá. Víme, že Aíilmttiktil e 91 v Buď e > 0. Protože 
^ii...ík (resp. -?[/....ik,i]) je spojitá v bodě at vzhledem ke Kt (resp. K2), existuje S > 0 
tak, že 

Fil.m.ik(U(ai9 S) n Kx) c U(A, e) , 
Flh...i*Au(a» S) n * i ) c= U(_4, e) = U(Á). 

Místo P(ař, <5) pišme Pi(ař). Dokážeme, že ^i(Pi(a.r)) c. U(A). Buď Z0 e Pi(af). 
Máme dokázat, že {.^(Zo)} c U(^4). Nechť nejprve Z0 e Ku Potom c = Fií^ik(z0)e 
€ U(i4). Buď ^(Z0, F) e 8r

í. Potom pro jistou sudou skupinu {ju ..., jt} je F(Z) = 
= FJlmJl(z) = a Fh_ik(z) + b v jistém U(Z0) n Kl9 kde a, b e E; poslední rovnost 
plyne z lemmatu 29. Stačí dokázat, že ac + beU(Á). Je |ac + b — Al| = |a(c — A + 
+ Aa + 6 — J4|. Protože -d|,...ífc a --^ . . j . patří do téže hvězdice, je Film ik(a) « 
= Fji_Jl(ai) = i4, tedy a^t + í> = A. Je tedy \ac + b - A\ = |a | |c - Alj < |a | e. 
Dále je \a\ = 1, neboť zřejmě 0 4= ̂ . . . . J a , ) - J^. . . l f c (a l + 1 ) | = ^ . . . .„(a , ) -
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- Fh..Ji(ai+i)\ = M |^.i.... fcK) - ^ii...ik(
fl« + i)|- J e t e d y \<*c + b - A\ < e, neboli 

|F(z0) - A\ < e, tedy F(z0)eU(a). Analogicky postupujeme v případě, že z0e 
eK2 n Pi(ai). (Místo lemmatu 29 použijeme vztah (11).) 

Věta je dokázána. 

37. Poznámka. V této poznámce užívejme terminologie z [6]. Je-li speciálně každé <xř 

racionální, je každý bod at algebraickým bodem. Funkce 3F má potom konečný 
počet algebraických bodů, přesto však není algebraická, neboť je podle věty 23 oo-
značná. Poznamenejme, že taková situace nemůže nastat u analytických funkcí, které 
mají pouze dva singulární body (viz [6]). 

38. Věta. 1. Analytická funkce & = &(A0, F0) je prostá tehdy a jen tehdy, 
když A0 je buď obdélník, nebo rovnostranný trojúhelník, nebo rovnoramenný 
pravoúhlý trojúhelník, nebo pravoúhlý trojúhelník, jehož jeden úhel je 7r/3. 

2. Právě v těchto případech je inversní analytická funkce ŠF-x meromorfní 
(vE). 

3. V případě, že ŽF -y je meromorfní, je co hromadným bodem pólu funkce ŠF -x. 

Důkaz, ad 1. Nejprve dokážeme toto tvrzení: Jestliže $P není sudé skoro disjunktní 
pokrytí, není !F prostá. 

Nechť ^ není skoro disjunktní pokrytí. Potom existují AiimAke&, AJimmmJle@> 
takové, že Aiimik 4= AJímmmJl a Int Aii mm ik n Int Aji mJl =j= 0. Potom zřejmě existuje 
w0elnt Aiimmmikn Jť(AJimJl). Existuje element g^e^ takový, že h(g t) = w0 

a s(gx) e S — Tneboť w0 e Int Aiimmmik. Dále existuje g2 e 3F takový, že h(g2) = w0 

a s(g2) e Tneboť w0 e Jť(AJimmmJi). Je zřejmě St 4= £2 a tedy ŠF není prostá. 
Jestliže pokrytí je skoro disjunktní a není sudé, existuje hvězdice tvořená lichým 

počtem různých mnohoúhelníků. Odtud snadno plyne, že existuje sudá skupina 
{í l5 ..., ik} a lichá skupina {jt, ...,jř} tak, že Ahmmmik = AJimmmJl a tyto mnohoúhelníky 
patří do uvažované hvězdice. Jestliže zvolíme w 0 e I n t A ř l řfc, existují elementy 
gl9 g2 funkce & takové, že h(gt) = h(S2) = w0 a s(gí)eKu s(g2)eK2. Potom 
je ovšem gí 4= g2 a & n e n í prostá. 

Z právě dokázaného tvrzení a z věty 8 plyne jedna implikace tvrzení 1. 
Abychom dokázali druhou implikaci, stačí ověřit platnost tohoto tvrzení: Je-li 9 

sudé skoro disjunktní pokrytí, je ^ -1 meromorfní (v £). Ze závěru tohoto tvrzení 
plyne podle známé věty, že 3F je prostá a opět užijeme větu 8. Zároveň budeme mít 
dokázánu jednu implikaci tvrzení 2. 

Podle věty 20 je H ( ^ ) = £ - W. Protože & je skoro disjunktní, je W množina 
všech vrcholů všech mnohoúhelníků z 0>, neboli množina středů všech hvězdic. 
Protože každý element & je prostý, a protože v £ — W neleží vrchol žádného mnoho
úhelníka, je každý bod z £ — Wregulárním bodem funkce 3F_x. 

Dále budeme postupovat takto: dokážeme, že ke každému Ae W existuje P(A) 
lakové, že každá větev ^ funkce «^_i v P(A) je jednoznačná, a dále ukážeme, že 
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existuje konečná lim &(w). Tím bude dokázáno, že každý A e Wje regulárním bodem 
w-*A 

ČF-Í a tedy _^_i nemá v £ singulární body, takže je v £ neomezeně pokračovatelná 
a podle věty monodromii jednoznačná (a tedy meromorfní). 

Připomeňme ještě, že v uvažovaných případech je každá hvězdice p-značná, kde p 
je některé z čísel 2, 3, 4, 6. Dále: větev funkce 8F přiřazená takové hvězdici podle 
poznámky 24 je podle lemmatu 26 přesně p-značná. 

Zvolme hvězdici 0tt typu /, A buď její střed. Je tedy AeW. Větev přiřazená 0t{ je 
tedy větví F v jistém P(at). Hvězdice 0ti obsahuje 2p různých mnohoúhelníků 
A°, A1,,.., A2p~l a označení volme tak, že A° je mnohoúhelník se sudou skupinou. 
Buď P(Á) okolí bodu A takové, že neobsahuje žádné vrcholy mnohoúhelníků z 3ř. 
Buď C kružnice o středu A taková, že C <= P(A) a buď w} e (Int Aj) n C (j = 
= 0, ...;2p — 1). Buď cp parametrizace C s těmito vlastnostmi: cp je definována na 
<a, />>, <p(a) = cp(P) = w0, cp je Jordánova křivka. Předpokládejme, že označení mno
hoúhelníků uvažované hvězdice je zvoleno tak, že je-li <p(tj) = wp je a = t0 < 
< h < ... < hp = p. 

Buď $a element větve ^ funkce F _ l v P(A) o středu <p(a). Buď (_rř}£ řetěz elemen
tů ^ podél cp. Dokážeme, že (^ a)_i = ( ^ ) - i - Odtud bude plynout, že £* = Sp 

a tedy podle známé věty bude funkce ^ jednoznačná v P(Á). 
Označme $gt kanonickou funkci elementu $* a pro t e <a, /?> položme 

^ ( 0 = *..(*>(')) • 
Je známo, že ^ je křivka v Q (viz [ l]). Dále položme <Pj = <P \ <tj-i, tj>, \j/j = 
= ý | Oj-u tj> a buď zj = ij/(tj) (j = 1, ..., 2p - 1). 

Nechť (SCÍ)-l = S(z0,Fiiik). Je ZoeKj. Můžeme předpokládat, že A1 = 
= --í[í1...ifc,i-i] (neboť jinak bychom uvažovali — cp). (Pro i = 1 píšeme ovšem n 
místo i — \). Protože (Fi

i~
1

Jk)-í J e konformní zobrazení oblasti Int(A° u A1) na 
Oi-u Je <^i> <= Q,-i a k.b. ^ = ZieK2 a tedy ( ^ ) _ x -> 4 Z 1 ? Fr.-...,*,.-.]). 

Stejnou úvahou ověříme, že 

(<£*)_! ^ *{Z» ^.. . ifc.í-1]) - 4 ^ 2 , í f
[ í , . . f k f l . l f i ] ) - . . . 

Ý l ^ 2 ^ 3 

. . . -v _r(z2__., F.,....,,,...,..,) -> _r(z2-, Fríl..,t...f]) = ( O - i • 

(Skupina u F v posledním elementu má k -f 2p členů v hranaté závorce.) 
Protože větev _tF v jistém P(at) určená elementem cf(Z0, Fh ik) je p-značná, je 

(*•)_.=(_")_.. 

Zbývá dokázat, že existuje lim ^(w). Označme gj = & \ P(A) n Aj — {A} (j = 
w->A 

= 0,..., 2P - 1). Snadno zjistíme, že je lim g£w) = at a odtud již tvrzení o limitě 
w+A 

plyne. 
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První část věty je dokázána. 

ad 2. Jednu implikaci jsme již dokázali. Je-li obráceně &-± meromorfní, je 
jednoznačná, a tedy je (^r_1)_í = _F prostá podle známé věty. 

ad 3. Protože každá funkce Fiím„ik9 kde {ií9 ..., ik} je lichá skupina, je konformní 
zobrazení K2 na Int AiíAk a co e K 2 , má ^-i právě jeden pól v každém mnoho
úhelníku s lichou skupinou. Protože takových mnohoúhelníků existuje nekonečně 
mnoho, je zřejmě bod co hromadných bodem pólů ^ ' _ 1 . 

Věta je dokázána. 

39. Poznámka. Je přirozené ptát se, jak „vypadají" ve výše popsaných čtyřech 
případech meromorfní funkce, jež jsou inversními funkcemi k ÚF. Tento problém je 
pro případ konformního zobrazení horní poloroviny na vnitřek mnohoúhelníka 
řešen v [2]. 
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S u m m a r y 

SCHWARZ-CHRISTOFFEL INTEGRALS 

IVAN NETUKA, Praha 

Let F transform conformally the open unit disc K in the Gaussian plane S onto the 
interior of a polygon A. The analytic element {0, F} determines certain analytic 
function ŠF in S. This páper deals with the investigation of the properties of &. 

Let us denote by F the homeomorphic extension of F to the closure of K, A{ and af 

the vertices and the interior angles of the n-gon A, respectively, and at = _?_1(AÍ) 
(i = 1,..., n), Q = S - {„!,..., an}. 

The foliowing assertions are proved. 
The natural region of $F is Q and 3F is arbitrarily continuable in Q. Every element 

of 3F is holomorphic and invertible. 

ŠF is strictly co-valued. 
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If Q* c Q is a region and 3FU 3F2 are branches of !F in Q* then there are complex 
numbers a, b such that 

&2 = 0 ^ 1 + & • 

The only critical points of & are al9..., an. If P(af) denotes an annular neigh
bourhood of the point ah P(at) c Q, th^n 3F has an infinite number of branches 
in P(af). Every such branch has a limit at at and it is strictly T^)-valued, where 
T(af) = oo provided â  is an irrational number; if at is a rational number, a,- = pjq in 
lowest terms, then T(af) = q. 

In order that the inverse of the function 3F be a meromorphic function, it is neces
sary and sufficient that A have one of the following shapes: a rectangle, an equilateral 
triangle,,a triangle with the angles \n9 \n9 Jrc, a triangle with the angles \n9 %n, ^n. 

In the case that the inverse function 3F _± is a meromorphic function then oo is 
the point of accumulation of the poles of 3F_±. 

The detailed description of all elements of 3F is given and the well-known Schwarz-
Christoffel formula is also derived. 
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