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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 84 (1959), Praha 

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
В ГРУППАХ СОСТОЯНИЙ ОДНОРОДНОЙ ЦЕПИ МАРКОВА 

Петр МАНД Л (РеЪгМапхП), Прага 

(Поступило в редакцию 20/Ш 1958 г.) ВТ: 519.217 

В статье исследуется предельное поведение распределения веро
ятностей в классе состояний однородной цепи Маркова нри условии, 
что пребывание системы в данном классе не нарушалось. 

Пусть Е — однородная цепь Маркова с конечным числом состоянии., 
определенная матрицей вероятностей перехода и начальным распределе
нием вероятностей. Под регулярностью вероятностей р^\ т. е. вероятнос
тей того, что система будет во времени п находиться в состоянии ?, мы бу
дем понимать существование предела Мт р(р и независимость этих веро-

«-.изо 

ятностей от начального распределения. Вопрос регулярности вероятностей 
может быть дополнен вопросами об асимптотическом поведении величин 
Р(хп = со\Тп)г определенных следующим образом: 

Если Т — какая-то группа состояний цепи -В и со — состояние группы 
21, то выражение Р(хп = со[Тп) представляет вероятность того, что система 
будет во времени п находиться в состоянии со при условии, что она не 
выйдет за пределы класса У. Значит, Тп обозначает явление, что система 
осталась пребывать в классе Т по крайней мере до времени п. Эта проблема 
является частным случаем вопроса, который поставил Я. Гаек (Математи
ческий институт ЧСАН), которому я обязан за ценные указания. 

Можем, нанример, предполагать, что система может пребывать в со
стояниях двух видов: в таких, за которыми можно наблюдать, и в таких, 
которые не поддаются наблюдениям. Будем, следовательно, изучать рас
пределение вероятностей при условии, что в течение продолжительного 
времени наблюдения за системой не велись. 

©ш^ецетшюв» Группу Я СОСТОЯНИЙ одаородаой цепи Маркова назовем 
'регуляржй, е с т матрица р верож^ностей перехода в группе Я неразло
жима и непершодична. 
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Теорема 1. В случае, когда Т — регулярный класс, для каждого со суще
ствует Ит Р(хп = о)\Тп) = Рт(со) > 0 и не зависит от начального распре-

п—г-со 

деления вероятностей. 

Доказательство. Умножим строки матрицы Р на положительные 
числа так, чтобы получилась стохастическая матрица. Используя извест
ные теоремы о стохастических матрицах (см., напр. [3]), легко обнаружим, 
что вследствие предположения о матрице Р существует щ такое, что все 
элементы Рп° положительны. По теореме Перрона (см.,"напр., [1]) суще
ствует характеристический корень О матрицы Рп% который имеет следую
щие свойства: 

1. Он является положительным и простым, 2. превосходит по абсолют
ной величине остальные корни, 3. матрица А<1] (0Е — РЛ°) имеет только 
положительные элементы, равно как и 4. в качестве элементов соответству
ющего характеристического вектора можно взять сплошь положительные 
числа. 

1 

Итак, матрица Р имеет корень ^ = (9% который, очевидно, обладает 
«свойствами 1, 2, 4. 

Займемся представлением матрицы Р п при помощи формулы Перрона 
<[3]): 

р» = е«яп + 2 2 й Г"~'в'» = &пВ^ + 0{еП)' 
где Хр — характеристические корни матрицы Р, а^ — их кратности, Вг/Л — 
матрицы и о(@п) — матрица, элементы которой суть бесконечно малые ве
личины порядка выше #п. В частности, матрица Вп имеет вид 

Вг1 = К т (X — ^)(XЕ — Р)-1 = Аа] {дЕ ~~ Р) Ы^)""1 > 

где уР(%) = (х — е)-1 \хЕ — Р\. Очевидно, что должно быть у>р(#) > 0, ибо 
в противном случае было бы ^ или многократным корнем многочлена 
]тЕ — Р|, или этот многочлен имел бы еще один действительный корень, 
который был бы больше #. 

Сравним выражение для матрицы Рп с аналогичным выражением для 
степеней матрицы Рп\ Имеем 

дп*пВп + о(#п»Л) = (Рп*)п = вп Ай] (0Е — Рп«) урп^в)-1 + о(0п) . 

Итак, мы видим, что характеристический корень д имеет свойство 3, т. е. 
матрица В1гу)Р(д) = Ай) (дЕ — Р) имеет только положительные элементы. 

Пусть, далее, р — вектор начального распределения вероятностей (во 
времени п = 0), е — вектор-столбец, в котором все элементы равны единице, 
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ет — вектор-столбец, в котором единица стоит на том месте, где в матрице* 
Р состояние со, на остальных местах нули. Имеем 

lim P(xn =- co\T») = lim P({Xn ~ ^ n У " } = lim pPnea 

Р(Т*) г^ рРпе 

. „_** дпрВ1ге + о(дп) рВпе
 п ь 

так как 25^11е > 0 ввиду того, что выполняется свойство 3. 

Теперь можем писать 

[ Р т ( а , 1 ) , . . . ! Р Н а > : ) ] Р = И т ^ ^ = е ^ = ^ т ( а > 1 ) , . . , Р У К ) ] . 

(1) 
Значит, {Рт(сох), -•*> РаК0**)] есть собственный вектор матрицы Р с суммой,» 
равной единице. Следовательно^ он обладает свойством 4 ж ввиду того, 
что ^ — простой корень, дефект матрицы дЕ — Р равен единице; следо
вательно, Рт(а>) определено однозначно. 

Замечание. Если (Р^(а>)} представляет первоначальное распределение 
вероятностей, то распределение вероятностей в группе Т при условии, что 
система не выйдет за пределы группы У, не зависит от п. Время N выхода 
из группы Т в таком случае подчинено, если считать ,о < 1, распределению 
Паскаля, т. е. Р(./У = п) = ^п^~'1(I— #). Это распределение является пре
дельным распределением в том смысле, что 

НтР(Ж >п + т\N>п) ^1хшР(Тп+™\Тп) = . 
«—>00 П-+СО 

ЮеТ 

Доказательство теоремы 1 оправдывает введение следующего опреде
ления: 

Омредеженже* Характеристическим числом регулярной группы $ на
зовем максимальное по абсолютной величине характеристическое число 
матрицы, образованной из вероятностей перехода внутри класса /5. 

Теперь предположим^ что груийа состояний Т разбита на подклассы 
Т19 ...уТг такие, *и?о система, не выходя за пределы-ЗР, может с положи
тельной вероятностью перейти из класса Т$ в класс Т^+г и только в этот 
класс. Пусть РИ означает матрицу вероятностей Церехода внутри класса 
Тй1 а Р я + 1 — матрицу вероятностей перехода из состояний класса Т3- в со
стояния класса Т$+г-

Теорема %, В сжучае^ когда классы Т$ рщлмрми и Р(хй с Тг) == 1, для 
каждого ш с Тг будет 
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.. Р({хп = со} п Тп) е~№_1) л -о л V А 

•И ё^1 ~~ (^-1) ! РА^1*А« • • • ^ . ' Л " е » • 

еде о = т а х д$, ^^ равно характеристическому числу класса Т^ и число кука-

зывает, сколько раз встретится характеристическое число ^ среди чисел 
^^. Далее, 

А„ = ^Е — РИ)~г, если ^^ < # , 

.-4Я = Нт (Я — ^)(Я^ — Р^)""1, если «о, = о 

(^4Я есть коэффициент у ^п в формуле Перрона). 

Доказательство. Имеем Р({хп = со} п Тп) = 2 Р ^ Г Г 1 ^ * • • ^ГГ1е*>~ 
^--.пн-.! 

Обозначим 2 <̂ — 1̂» 2 <̂ — -̂ г. ввиду того, что ^Е— Рц)~х = 
^^<^ ^^=^ 

1Р\п Р р-<*-1) 
1 "• можем писать, положив сначала — = §<*Л -^ --г рАг1Р12.. 

п о — ' ^ \к~~~ 1 ^ ! 

П=0 

e±?Ae ì 
p-O-i) - ^ 

.A„... P,-1,iA„ = * _ ., 2 , -* • • • Q"tipis+i • • • £ mЛ ™ + i - • -, зaпиcь 
Z^l-Ъ 

слагаемого в этом соотношении означает, что при ^^ < ^ умножаем на 
матрицу Ф*/"1; при ^т= ^ умножаем на коэффициент в соответствую
щей формуле Перрона Втт. Итак, нам надо доказать, что при достаточно 
больших п выражение 

Q-a-i) ^ 

Th ŤTT 2-J P • • • UJÍT Pfs+i - * * BmmP,t mm+l • 

п + 1~к 

- ^ - 2 2 т-ФМг1 • • • яг1** 
2^1-7с %%^п+1-2Х 

как угодно мало. Первая сумма во втором члене предписывает суммиро
вание по показателям п€ классов с характеристическими числами, мень
шими ^^ а вторая сумма — с характеристическими числами, равными @. 

Возьмем натуральные числа N} М. Символ Им будет обозначать сумми
рование только таких слагаемых, для которых пт > М, а символ Иш 

— суммирование тех слагаемых, для которых по крайней мере одно 
пт^М. 

Записывая все еще короче, имеем 

п+1-к 

^JӮ 2 ...QГ1-^..--^ 2 2 m-
v '• Z^l-Ь Җ-l-k £%~n+l-2x 

< 
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^ 
(fc-1) 

1 v-ч î *c~n чГ"*Mp 

г ^ 2 .-вSґi.---5 -ЯF-Ï 2 2 rQ u 
Ex**l-k 

ч-
(* - 1)! 

+ 

~ 2 - e r 1 - ^ J + ^ 2 2 рва-
iľx-=iV-fl 

* . f 1 - k 

+ 

»' 
|Пi«l 

Прежде всего покажем, что выбрав надлежащим образом ЛГ, мотом 
добиться того, чтобы выражение 13 было меньше в > 0 дан всех л. Обозначим 

<9 = тах @&. Ввиду того, что 
Qk<Q 

^п =1Щ Вп + о \ШI I, логко обнаружим* 

что существует постоянная Сг такая, что ̂ гГх... 0Й~хв«, < 0% I -1 . Теперь 

установим число слагаемых при суммировании 2 2 • *Л<н*ш> 

видно, что оно равно ( 7 ^Г^_ 1/('ь~ / ) — <7л(-2,1)1И'*"х л* - 1. Слодоиатоль-

но, /3 ^ ОхС2 ^ .(А)1""*-1!-- I и выражение в правой части мюяшо, 

выбрав надлежащим образом Ж, сделать как угодно мадмм (мттт а). То 
же можно сказать и о выражении 12, потому что рассматривавший ряд 
сходится. 

Теперь аналогичным приемом оценим выражение !&* Имеем рО\1"% * • • 

_ м *І("7Í2''H .... Яи вы^Сг и число слагаемых в сумме У меньше. 
2Г(>-*п4-Х--Г& 

^ Сгп
ь"2. Итак, мы видим, что для достаточно больших п также /4 < л. 

О выражении 1х будем рассуждать следующим образом: если 7^ им<м*г 
характеристическое число (>, то 1шх ф*у = ВИ. Значит, выбран подходящим 

<жоо,обт№ шт$ Мг мшат добиться того, чтобы при фиксированных: по» 
казателях,,,с;0;ответствуюпщх кддосам с немаксимальпшш характормсти* 
ческими числами, каждое из сдагаемы :̂ суммы ]? м отличалось от «о-

ответствующего ему ... <^~ ... Втш.... е^ на как угодно мало® число. 
Следовательно, достаточно, обозначив через Вп(М>Ег) число слагаемых 

, убедиться в том, что Кт-~-^~-1^ « 7 _ _ % т г . Однако 
^M 

^--.n+l-iTi 
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Этим теорема полностью доказана. 



Перейдём теперь к произвольному классу Т состояний цепи. Разобьем 
Т на подклассы Т$ состояний, сообщающихся внутри Т; это значит следу
ющее: Если еог с Т$, то система может перейти с положительной вероят
ностью из состояния шг в состояние со2 и обратно, не выходя при этом за 
пределы класса Т, в том и только в том случае, когда также со2еТ^ дтж 
яодклассы можно как известно, частично упорядочить следующим образом: 
Тш < Т$ означает, что внутри класса Т возможен переход из класса Тк 

в класс Т$. Разбиение на подклассы Тй не должно обязательно исчерпать 
весь класс Т. Ради простоты обозначений будем однако предполагать, что 
каждое состояние является сообщающимся с самим собой. Из хода дока
зательств станет ясным, что следовало бы изменить в противном случае. 
Также будем предполагать, что положительна вероятность того, что систе
ма будет во времени 0 пребывать в таких классах Тк1 для которых не су-
щртвувт Тй < Тъ Т§ Ф Тш. (Условие А.) 

ЗДодеяка I. Пусть классы Т$ ревулярны. Пусть д = тах ^^, пусть 

к — наибольшее число, обладающее тем свойством, что существуют классы 
Тн < Та, < . . . < Тщ, для которых ^ == ^ = ... ^ == ? . Тогда, если 
еще выполняется условие А, существует 

Ит ^ 1 > о,. 

Доказательство. Пусть РИ — матрицы, образованные ив вероятностей 
перехода внутри Т^, пусть Рт — матрицы, образованные из вероятностей 
перехода ии состояний класса Т$ в состояния класса Ть. Через ^обозначим 
ту часть вектора начального распределения, которая соответствует классу 
Т$. Если случайные явления {хп = т} п Тп разложить на непересекаю
щиеся явления, руководствуясь тем, через какие классы прошла система, 
пока она не находилась в состоянии ш, получим 

Та<Т$.„<Т& Хпушп + 1 • . . . . , • , 

Применяя результат теоремы 2, мы видим, что порядок выражений в скоб
ках не меньше пктт1дп и что там существует по крайней мере один член 
такой» что частное от деления его на пкт~гдп имеет положительный предел. 

В следующей теореме символ Ап означает те же матрицы, как в теореме 2. 

Теорема 4. При условиях теоремы 3 справедливо утверждение: Для 
шаждово а> с Т существует предел Нт Р(хп = со\Тп) = Рт(со); он будет 

положительным тогда и только тогда, когда со будет принадлежать та-
кому классу Т§, для которого существуют Т$г < Т8ж < ... < Т$л <^ Тй, 
характеристические числа которых равны д.-В таком случае 

Рт{о>) * С^ргАг%гРГгГАг%Гг... Афы , 
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0де С — постоянная1 не зависящая от /, и ]>* означает суммирование по 
всем последовательностям классов ТТх < Тг% < . . . < Т§1 среди характери
стических чисел которых число ^ встретится к раз. : 

Доказательство. Имеем 

Та<Т'р...<Т; 2Пр~*+1 

Разделим читателя и знаменателя на п1с-1^п. Из теоремы 2 вытекает, что 
в случае, когда Т., не обладает перечисленными в теореме 4 свойствами, все 
выражения в скобке являются бесконечно малыми величинами порядка, 
большего 7^1с"'1^п. Аналогично, если класс Т$ удовлетворяет условиям тео
ремы, то по теореме 2 видно, что порядок п1с-"1^^* имеют ийенно те выраже
ния, которые суммируются по символу 2* . В этой же теореме приведена 
и предельное выражение, Если теперь воспользоваться теоремой 3, то 
получим, что 

п Г<А-1» / р(Т«)\-г " -

Иначе эта постоянная определена условием 2 РА0*) *= !• 

Предел вероятности можем привести еще в несколько ином виде. Пусть 
Тп— класс с характеристическим числом #, для которого существуют 
Тп < Тщ < ... < ТПк^г < ТПь> характеристические числа которых также, 
равны ^. По предположению класс Тщ регулярен. Из доказательства 
теоремы I вытекает, что для матрргды Ашф^ которая является коэффициен
том ярк<^< в <форм^^ Перрона» справедливо соотношение. (1), т. е.: рАПкПк== 
= С^Жщ, где жПк — характеристический вектор, соответствующий корнк> 
I? матрицы РЩпк* Если в качестве вектора р брать последовательно векторы, 
одна компонента которых равна единице а остальные нулю, то окажется, 
что строки матрицы Ащ^ суть кратные жПк, т. е. Ап$^Л == иПкяПк, где иПш — 
шктор-отолбец с одними положительными компонентами. Итак, каждому 
жтш%$:штщ1т поставить в соответствие число 

дрйчем на «тот раз требуется, чтобы слагаемые содержали матрицы к — 1 
классов о характеристическим числом $« 

Предельные вероятности в классе Т5 можно тогда писать в виде 

?А*) = 2РЬЪР*АА*А"*41#*, . (2> 

где суммируются произведения для всех класс» У81, удовлетворяющих: 
только что высказанным условиям, и для классов следующих за ними. 
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О регулярности условных вероятностей справедлива ври условиях 
теоремы 3. 

Теорема 5. Если существует одна единственная к-членная последова
тельность классов Т$1< Т3% < . . . < Т8ъ с характеристическими числами 
$, то РТ(а>) одна и та же для всех начальных распределений, удовлетво
ряющих условию А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о легко вытекает из соотношения (2). Постоянная 
опять-таки определена условием ^?РТ(со) = 1. , 

tŕГ 

nгГ 
Pиc. 1. 

Замечание. Если р = 1, то ж к = 1, ибо, как легко обнаружить» к:феу 
гулярному классу Тй, характеристическое число которото/^равш едан&вд 
не сущесвтвует Тк такое, чтобы было Т$ < Ткг Предельное распредещеШе 
в таких классах Т1 можно представить в виде С^щ. В остальных кларсаз.( 
предел равен 0. 

Добавление. Предположим, что характеристическое число подклассов 
равно @ или 0, а > &, и что эти подклассы частично упорядочены таким 
образом, как показано на рисунке 1; классы с даракт.еристачэркид числом 

^ обозначены полными кружками* Если йожож^^'^^:^'^о:Ш'11еор^ 

2 и 3 вытекает, что величины Р(хп = о\Тп) имеют в отдельных классах 
такой порядок, какой написан у каждого кружка на рисунке. 
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Výtah 

O ASYMPTOTICKÉM CHOVÁNÍ PRAVDĚPODOBNOSTÍ UVNITŘ 
SKUPIN STAVŮ HOMOGENNÍHO MARKOVOVA ŘETĚZCE 

PETR MANDL, Praha 

(Došlo dne 20. března 1958) 

V článku jest studováno limitní chování pravděpodobností P(xn = có\Tn)) 

že systém konečného, homogenního Markovova řetězce se po n krocích bude 
vyskytovati ve stavu co, patřícím množině T stavů řetězce, za podmínky, že se 
vyskytoval ve stavech množiny T ve všech okamžicích mezi 0 a n (včetně). 

Množina T je nazvána regulární, jestliže matice, utvořená z pravděpodob
ností přechodu mezi stavy T> je nerozložitelná a aperiodická. Charakteristické 
číslo této matice o největší absolutní hodnotě se nazývá charakteristickým 
číslem skupiny T. 

Nejprve jest dokázáno, že v případě regulární skupiny T existují limity 
lim P(xn = m\Tn) positivní a nezávislé na počátečním rozložení pravděpodob

ností. Pak se přejde k obecnému případu, kdy T se rozpadá na více tříd Ta 

stavů navzájem sousledných. Když třídy Ta jsou regulární, limity lim P ( # n = 
n—»oo 

= m\Tn) existují. Zda jsou positivní či nikoliv, závisí, způsobem naznačeným 
v článku, na charakteristických číslech Ta a na struktuře množiny tříd Ta 

dané vztahem Ta < T^ jestliže pravděpodobnost, že systém nacházející se 
v Ta přejde do T#, je positivní* Vypočteno je také, jakého řádu je pravděpodob
nost, že se systém bude vyskytovat v T bez přerušení od 0 do n. 

Résumé 

SUR LE COMPORTEMENT ASYMPTOTÏQHE DES PROBABILITÉS 
i É » LfiS ENSEMBLES DES ÉTATS D'UNE COSâlNE DE MARKOV 

HOMOGÈNE 

' PîI!im'MAM>ï,,Pmîia • -

(Reçu la 20 mars 1958) 

Dans cet article on étudie le comportement limite des probabilités P(xn = 
= m\Tn) que le système d'une chaîne finie de Markav homogène se trouvera 
après n pas dans un état o>, appartenant â Vensemble T des états de cette 
chaîne, sous la condition qu'il se trouvait sans cesse dans les états de T à t ou t 
instant entre 0 et n (inclus). . . . 
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L'ensemble T est dit régulier, si la matrice formée des probabilités de tran
sition entre les états de T est indécomposable et apériodique. La racine carac
téristique de cette matrice de la plus grande valeur absolue est nommée 
racine caractéristique de l'ensemble î7. 

On prouve d'abord dans le cas de T régulier l'existence des limites limP(#n==-
«—>-oo 

= co\Tn) positives et indépendantes de la lois de probabilité initiale. Après 
cela on passe au cas général ou T peut être décomposé en plusiers classes Ta 

d'états communicants. Si les classes Ta sont régulières, les limites lim P(xn = 
n—=*oo 

= a>\Tn) existent. Si elles sont positives ou non, cela dépend d'une manière 
indiquée dans l'article des racines caractéristiques des Ta et de la structure 
de l'ensemble des Ta donnée par la relation Ta < Tfi si la probabilité que le 
système se trouvant dans T a passe dans T $ est positive. On évalue aussi l'ordre 
de grandeur des probabilités que le système se trouve dans T sans cesse depuis 
0 jusqu'à n. 
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