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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¢. 93 (1968), Praha

LES COURBES DE LARGEUR CONSTANTE DANS L’ESPACE
A QUATRE DIMENSIONS

ZBYNEK NADEN{K, Praha

(Regu le 22 décembre 1966)

Nous approfondirons notre étude [5] des courbes gauches de largeur constante, en
nous limitant a I’espace euclidien a quatre dimensions E,.
Les x,, X, X3, X, étant les coordonnées orthogonales dans cet espace, la courbe

(1) X, =rysinl B, x,=rcosl|f, x3=r,sinl,B, x,=rcosl,p

est une hypercirconférence I' (é. savoir, elle posséde toutes les courbures constantes;
voir [1], p. 6—8 ou [6], p. 10—14). Les constantes

(2) r1>0, r2>0; ll>0’ lz>0, ll:*:ll
étant soumises aux conditions
(3) P4+r=1, rfE+r3k=1,

la courbe en question se trouve située sur la sphére unitaire et § désigne son arc. Si le
rapport [, : I, est rationnel, elle est fermée.
En vertu de (2) et (3), ona

@) (G- 1) (B-B), = (= B):(} - B);
prenant I, > I,, il est donc
(5) 0<l<1l<l,.

Nous désignons par vy, v,, v3, v, les vecteurs unitaires du repére de Frenet de la
courbe (1) et par x,, %,, #3 ses courbures. Un calcul assez long, mais élémentaire, au
cours duquel nous utilisons (4) et (5), nous donne succesivement (cf. [1], les relations
(13) pour a; = x; et p = 1y, g = I,; aussi [6], p. 11)

(6) v, = (11x29 —Iyxy, 1%, "lzxs) >
® vy = ("lfxn "‘lfxz, —l§x3, —l§x4) s

ral, ral, riy ridy
V3 = — xz, - xl, - x4, h— x3 Py
ry r r r
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et
(7)) = [2+ 15 -B51"%, x = %’3 [ -3 - 1)]V2, »= ILIZ
1

Xy

L’objet de nos considérations [3], [4], [5] — que nous allons poursuivre dans le
cas d’'un E, — a été une courbe C fermée au paramétrage x = x(B) pour laquelle
Iindicatrice sphérique des opposés de ses vecteurs unitaires n(f) de la derniére nomale
est une hypercirconférence. Maintenant, dans E,, nous désignons encore par t,, t,, t;
les vecteurs unitaires de la tangente, de la premiére et de la deuxieme normale de C
et par ky, k,, k5 les courbures de C. De nouveau, par un calcul plus long, mais méca-
nique, basé sur les formules de Frenet, nous obtenons que (cf. [7], p. 185)

—k2V2 + k3V4 n= k3V2 + k2V4

8 t,=vy, ty=v,, t,= , = -

( ) 1 3 3 1 2 (k% + k§)1/2 (k% + kg)l/z
et

9) kytkyiky=0L1L:[(1=13)13-1D]7%:1.

Soit b la longueur de I'indicatrice I' aux équations (1) (laquelle est fermée parce
que C est fermée). Dans ce qui suit, nous ne considérons que le cas quand les nombres
naturels

(10) Ay = bljan, iy = blyj2n

sont impairs (cf. [3], p. 363). Cela rend possible (voir [4], p. 449) de définir sur la
courbe C les points opposés x() et x(8 + 4b) — remarquons que les vecteurs du
repére de Frenet du point x(8 + 4b) sont les opposés de ceux du point x(8) — et le
diamétre p(p), a savoir la droite qui les joint. De plus, sous la largeur B(f) de C en
direction du vecteur n(ﬂ), nous comprenons la distance des espaces osculateurs
paralléles aux points opposés, laquelle largeur — & l’aide de la fonction d’appui
h(B) = —x(B) . n(B) — s’exprime par la formule

(11) B(B) = h(B) + h(B + 1b).
La fonction B(p) a, naturellement, la période 1b.

I. Puis, la position mutuelle des points opposés sur la courbe C est déterminée
par la relation (voir le n° 1)

(12) X(B + 1) = x(B) = ~B(B) n(8) — — B'(5) s(h) -
o IBE) + AEE ) + 2B+ BRI wB).
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Voici les propriétés qui caractérisent, dans un E,, parmi les courbes C en question,
celles de largeur constante:

II. La courbe C est de largeur constante si, en chaque couple des points
0pposés,

a) le diamétre est orthogonal a la deuxiéme normale t;, ou

b) le diamétre est orthogonal au vecteur —k,t, + kin, ou

c) le produit scalaire des vecteurs x(B + 1b) — x(B) et t,(B) est égal a Bk, : k,, ou
d) le diamétre est paralléle au vecteur kyt, + k,n, ou

e) les espaces de la tangente t, de la premiére normale t, et de la troisiéme
normale n coincident, ou

f) les espaces de la tangente t,, de la deuxiéme normale t; et du vecteur kjt, +
+ k,n sont ‘identiques.

III. Dés lors que la premiére courbure x, et la longueur b de I’hypercirconféren-
ce I satisfont aux inégalités

(13) by +4nd, A=1,2,...,

la courbe C est de largeur constante si, en chaque couple des points opposés,

g) le diamétre est orthogonal d la tangente t,, ou

h) les espaces des trois normales t,, t;, n coincident, ou

i) la distance des points opposés est constante.

Voici un exemple pour une hypercirconférence I qui ne jouit pas de la propriété
(13):

Posons que I, = (2/3)'/2, 1, = 6'/%; les inégalités (5) sont valables et, d’aprés
(7), %y = (8/3)'/2. Le plus petit nombre positif qui, multiplié par les nombres [, et I,
en question, donne des nombres naturels, est évidemment (3/2)'/2. Donc b =
= 2n(3[2)'/? et, d’aprés (10), A; =1, 1, = 3 conformément 2 notre restriction
concernant ces nombres (voir ci-dessus). La courbe C qui, premiérement, a I’hyper-
circonférence I, ainsi construite, pour I'indicatrice sphérique des vecteurs —n(f) et
qui, deuxiémement, a la largeur B(B) = const. + const. sin (8/3)'/2 B + const.
cos (8/3)!/2 B en direction du vecteur n(f), n’est pas, en général, de largeur constante,
mais elle posséde toutes les trois propriétés g) —i) du théoréme III. Cela résulte faci-
lement du théoréme I; cf. aussi le n° 3.

IV. A condition que
(14) bx, +4nd b, A=12,...,

la courbe C est de largeur constante si, en chaque couple des points opposés,
Jj) la distance des tangents est constante.
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V. Supposons que
(15) br, % 4nd + b(x: + x5)'?, A=1,2,...

Voici encore une condition pour que la courbe C soit de largeur constante:

k) En chaque couple des points opposés, la distance des supports des vecteurs
(k3 : ky) to(B) + n(B) et (ks : k) to(B + 4b) + n(B + 1b) est constante (elle est en
plus égale a zéro).

Pour les démonstrations des théorémes I — V, voir les n®® 1 — 5. La position mutuelle
des points opposés sur une courbe C de largeur constante B étant, d’aprés (12),
déterminée par la relation

(16) X(B + 1b) — x(B) = x5 "x3Bvy(f)

it est facile de s’assurer qu’une courbe C de largeur constante jouit des propriétés
a)—k) mentionnées ci-dessus. Remarquons encore que, d’aprés (7)—(9), la droite de
I’équation (16) est — conformément a la relation (8) dans [5] pour 2n = 4 — de la
forme [(k; : k;) t, + n] B. Cela veut dire que la courbe C de largeur constante est —
au sens défini par E. CecH (voir [2], p. 57—58) — la courbe de Bertrand par rapport
a elle méme (cf. [2], IL, théoréme 2,2). ‘

1. Dans [3], le n°2, nous avons calculé les dérivées des coordonnées xl(ﬁ),
.., X4(B) d’un point x(B) de la courbe C munie de la fonction d’appui h(B); d’apres
(2,6) et (2,7) dans [3], p. 369 et 370"), nous avons

(1,1) xi(B) = ;—lcz)~l—il—l-ﬁ—lz) (BY(B) + (B2 + BB W'(B) + E2(B)} ,
, —sin I, f , cos I,p
x2(ﬂ) ll (12 12){ } X3(ﬁ) 212(12 . 12 { }
, —sin 1213
X4(ﬂ) r212(12 { }

les expressions entre paranthéses {.} étant les mémes dans tous les quatre cas.
En tenant compte de (11), nous obtenons par les intégrations par parties élémentai-
res deux fois répétées que

B+ b
(1.2) .[ H9(B) cos 1,8 dB =
8
B+ 1b
= —B“"D(B)cos I, — I,B“"(B)sin I, — lfj‘ h“=3(B)cos I,pdB,
B
1y Dans (2,7), il y a une erreur et une faute d’impression; exactement x5 () = ...; ... n.
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B+4b
J h(B) sin 1iB 4B =
s

B+

3b
= —B“ (B)sin I, + 1,B“"2(B) cos Iif — I?J h“=2(B)sin ;A df ;

8
u=24 i=12; [[]=[1.
Donc, d’aprés (1,1) et (1,2),
(1,3) r,-l,.(llz. - 1) [x2i—1(B + %b) — x3;-1(B)] =
= —B"(f)cos I, — I,B"()sin 1,3 — I3B'(B) cos I,f — 112 B(B)sin 1,8,
rili(ljz‘ - 1) [x24(8 + 1b) — x2(B)] =
= B"(B)sin I, — I, B"(B)cos I.p + I} B'(B) sin I, — 115 B(B) cos I;f ;
i,j=12; i*j.
Les coordonnées du vecteur x(f + 1b) — x(p) étant ainsi calculées, nous pouvons

exprimer ce vecteur — 4 l'aide de (6), (1), (4)et (7) — comme la combinaison linéaire
des vecteurs vy, ..., v, sous la forme (12).

2. La démonstration des assertions II découle du théoréme I. Remarquons, avant
tout, que, d’aprés (7) et (9),

(PR)) kytky = 2,:%;, %+ %3 =x%3.
a)—c) Il résulte de (12) et (8) avec (2,1) que

(22) [x(B + 1b) — x(B)] . ts(B) = —B'(B) ,
[x(B + 4b) — x(B)] . [—2¢,(B) + #sn(B)] = —x; B().

[x(8 + 1b) — x(B)] . t:(B) = — {B"(6) + B(p)} -

En exprimant, a Paide de (2,1) et (2,2), les propositions a)—c) du théoréme II, nous
obtenons B'(8) = 0 ou B"(f) = 0. Donc, en vertu de la périodicité de la fonction B(S),
dans tous les trois cas B(f) = const.

d) Le vecteur k;(B)ty(B) + k,(B) n(B) étant, d’aprés (8), parallele au vecteur
v4(B), 1a proposition en question entraine, en vertu de (12), B'(8) = 0.

e)—f) Le vecteur x(f + 4b) — x(B) étant, d’aprés les propositions considérées, la
combinaison linéaire des vecteurs t,(B), t,(B) et n(B) ou ty(B), ts(B), ks(B) t.(B) +
+ ky(B) n(B) — Clest-a-dire, selon (8), des vecteurs vs(B), v,(B), va(B) ou vi(B),
v1(B), v4(B) — il résulte de (12) que B'(B) = 0 ou B"(f) = 0.
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3. Aussi la démonstration des assertions III est basée sur le théoréme I.
g) Si [x(B + 1b) — x(B)] . t,(B) = 0, il s’ensuit, d’aprés (12) et (8), que

(3,1) B"(B) + x; B'(B) = 0. ,

Mais les solutions particuliéres sin x,8 et cos », de (3,1) n’ayant pas, compte tenu
de (13), la période 1b, il nous reste une seule solution de (3,1), a savoir B(f) = const.

h) La proposition en question est évidemment équivalente a g).
i) D’aprés (12), la distance des points opposés est

x3%3B'2 + %3B"* + (B"” + #iB')* + »3(B" + x{B)* = const.
En dérivant cette identité et en se servant de (7), nous obtenons que
(3.2) (B" + »1B')[BY + (I} + 3)B" + I3I3B] = 0.

Le deuxiéme facteur étant — a un multiplicateur, constant non m}l_, prés — le rayon
de la troisiéme courbure de la courbe C en question (cf. [3], p. 364), il résulte de (3,2)
de nouveau (3,1).

4. Pour démontrer le théoréme IV, nous expliquons, a I'aide de (12), la proposi-
tion j) sous la forme suivante:

x}3B'? + %3B" + x5(B" + »iB)* = const.
En dérivant cette identité, nous obtenons, eu égard a (7),
(4,1) (B" + »iB')(B" + B) = 0.

En vertu de (14), il y a une seule intégrale de (4,1) qui posséde la période 1b; c’est la
solution B = const.

5. Voici la démonstration du dernier théoréme V. Vu que les vecteurs qui figurent
dans la proposition k) sont, d’aprés (8), paralleles au vecteur v,(p), la proposition en
question s’exprime sous la forme

xx3B* + x3B"* + (B” + x}B')* = const.
La dérivée de cette identité nous donne
(5.1) (B" + #1B")[BY + (xf + %3)B"] = 0.

Vu les inégalités (15), il y a de nouveau une seule solution de (5,1) — a savoir B =
= const. — qui a la période 1b.
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