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O EKVIVALENCI A ITERACI HOMOGENNÍCH LINEÁRNÍCH DIFEREN
CIÁLNÍCH ROVNIC 

(Vlastní referát Z. HUSTÉHO O přednášce proslovené v rámci „Diskusí o nových 
pracích brněnských matematiků" dne 31. března 1958 v Brně) 

Dvě lineární homogenní diferenciální rovnice se nazývají ekvivalentní, jestliže jedna 
vznikne z druhé pomocí transformace tvaru 

y = u(x) z , (1) 

t = t(x) . (2) 
Nutné a postačující podmínky, které musí splňovat koeficienty rovnic 

y(n)(z) = V r ) Ai(x) Y^-^(x) = 0 , (A) 

Ш Z<n){t) + 2 , I J **W ^ M W = ° > <B) 
i = 2 * ' 

aby rovnice (A), (B) byly ekvivalentní, jsou [ť(x)¥ ,d'í(t)=ůi(x), i — 3, 4, ..., n, kde #ť(í) 
j e celistvá racionální funkce koeficientů B2, B3,..., Bž rovnice (B) a jejich derivací a ů^x) je 
tatáž celistvá racionální funkce koeficientů A2, Az> . . . , -A£ rovnice (A) a jejich derivací. 
Funkce # ť se nazývají lineárními invarianty váhy a dimense i.1) Následující t v r z e n í 
naznačují, že lineární invarianty mají značný význam v teorii lineárních homogenních 
diferenciálních rovnic. 

(1) Když všechny lineami invarianty &i(x) rovnice (A) $ lichými indexy jsou identicky 
r ovny nule, pák rovnice (A) je samoadjungovaná. 

(2) Když a jen když všechny lineami invarianty rovnice (A) jsou identicky rovny nule, pak 
obecný integrál rovnice (A) je binární forma n — 1-ho stupně s konstantními koeficienty 
prvků u, v, které tvoří fundamentální systém homogenní lineární diferenciální rovnice druhého 

3 
rádu u" -\ A2u == 0. 

n -f- 1 
Iterací homogenní lineární diferenciální rovnice n-tého řádu L[y] = 0 obdržíme homo

genní lineární diferenciální rovnici 2n-tého řádu L2[y] = 0. Iterovanou rovnicí nazýváme 
každou homogenní lineární diferenciální rovnici n-tého řádu F^íy] = 0, která vznikne 
n-násobnou iterací homogenní lineární diferenciální rovnice prvního řádu P[y] = 0. 
Indukcí se dá ukázat, že iterovaná rovnice n-tého řádu s koeficientem při uín~-) rovným 
nule je tvaru 

</<»> + (") A2Ž/«-*> + 1 ) 1 Ay«-3> + 2 ( i ) yin'k) MA>] = ° - (I) 

fc = 4 

x) V každé homogenní lineární diferenciální rovnici přiřazujeme hledané funkci di
mensi 0 a koeficientu s indexem i dimensi i. Pro dimensi zavádíme tato pravidla: 

1. Dimense každé funkce se derivací o jedničku zvětší. 
2. Dimense součinu funkcí se rovná součtu dimensí jednotlivých činitelů. 
3. Dimense podílu funkcí se rovná dimensi dělence zmenšené o dimensi dělitele. 
4. Jestliže dvě funkce mají stejnou dimensi, pak má i jejich součet tutéž dimensi. 

Naopak, jestliže řekneme, že funkce / má dimensi i, kde / = S/ ,̂ pak každá z funkcí 
fj musí mít dimensi i. 

Např. „polynom dimense i" je polynom, jehož každý člen má podle výše uvedených 
pravidel dimensi i. 
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kde A2 je funkce promonné x dimense 2 a fk(A2) je mnohočlen proměnných A2, A2,...,. 

^(fc-2) dimense k, stupně nejvýše — a řádu nejvýše (k — 2).2) Rovnici (I) značíme sym

bolicky In(y, A2) = 0 a mnohočlen fk(X) nazýváme iterovaným polynomem. Platí ta to 

v ě t a : 
(3) Rovnice (A) je iterovaná, když. a jen když je ji fundamentální systém je binární forma 

n— \-ho stupně s konstantními koeficienty prvků u, v, které tvoří fundamentální systém homo-
3 

genní lineární diferenciální rovnice druhého rádu u" -j A2u — 0. 
n + 1 

Z vet (2), (3) ihned plyne, že rovnice (A) je iterovaná, když a jen když všechny její 
lineární invarianty jsou rovny nule, takže diferenciální rovnice, která vznikne z iterované 
rovnice pomocí transformace tvaru (1), (2), je rovněž iterovaná. 

Funkce 
o>k = Ak — fk(A2), k = 3,4, ...,n (3) 

nazýváme iterovanými scmiinvarianty rovnice (A). Podle (3) je tedy funkce cok mnoho

členem proměnných A2, A'r .., A^_2>, Ak dimense k, stupně nejvýše I — I a řádu nejvýše 

k — 2 . 
Mezi lineárními invarianty a iterovanými semiinvarianty platí vz tahy 

h = Ck°>k + Vk^V W4> •••> «>fc-i; A2) , 

kde ck -= konst 4= 0 a <pk je mnohočlen proměnných co3, co4, ..., a)k_l9 A2 a jejich derivací 
dimense k, jehož každý člen má za součinitele aspoň jednu z funkcí cui (i — 3, 4, ..., k — 1) 
nebo její derivaci. Platí tato tvrzení: 

(4) Rovnice (A) je iterovaná, když a jen když všechny její iterované semiinvarianty jsou 
rovny nule. 

(5) Když a jen když všechny lineární invarianty rovnice (A) jsou rovny nule, pak všechny 
její iterované semiinvarianty jsou rovny nule. 

(6) První nenulový iterovaný semiinvariant je lineárním invariantem. 
Zde předpokládáme, že iterované semiinvarianty jsou uspořádány podle dimense tak, 

že cod následuje za cok9 když j > k. 
Zdenek Hustý, Brno 

N Ě K T E R É VLASTNOSTI HOMOGENNÍ LINEÁRNÍ D I F E R E N C I Á L N Í 
ROVNICE íi-TÉHO RÁDU 

(Vlastní referát Z. HUSTÉHO o přednášce proslovené v rámci ,,Diskusí o nových 
pracích brněnských matematiků" dne 24. dubna 1958 v Brně) 

Nechť je dána diferenciální rovnice 

zin){x) + J r j ô ""*) -= 0 , (1) 

kde koeficienty a{^i~i\ i — 1, 2,.. ., n, jsou spojité funkce v intervalu J == <| , oo). 
2) Nejvyšší řád derivace funkce A2, který se vyskytuje v polynomu fk(A2), se považu je 

za řád polynomu fk(A2). 
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