
Časopis pro pěstování matematiky

D. D. Mirzov
Об oднoм аналoге теoремы Курцвейля-Яcнoгo для cиcтемы двух
дифференциальных уравнений

Časopis pro pěstování matematiky, Vol. 101 (1976), No. 1, 45--52

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108680

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1976

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/108680
http://project.dml.cz


Časopis pro pěstování mate matiky* roČ. 101 (1976). Praha 

ОБ ОДНОМ АНАЛОГЕ ТЕОРЕМЫ КУРЦВЕЙЛЯ-ЯСНОГО 
ДЛЯ СИСТЕМЫ ДВУХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Д. Д. МИРЗОВ, Тбилиси 

(Поступило в редакцию 19/И 1974 г.) • 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида 

(1) и\ = ах(1) \иг\Ах $1&п иг - и2 = —а2(1) \и1\*2 $\$п их , 

где Я, > 0, функции а,(0 (/ = 1, 2) абсолютно непрерывны на каждом конечном 
отрезке промежутка [0, + ос] и 

(2) а{(1) > 0 гфи ( = 0 (/ = 1,2). 

Решение (иг(1), м2(0) системы (1), заданное в промежутке [г#, г*) называется 
непродолжаемым вправо, если Г* = + со, либо ** < +оо и 

Нт(|М1(0| + М 0 | ) = +оо. 
г-+г* 

Решение (м-(0, м2(0) системы (1) назовём правильным, если оно задано на 
некотором бесконечном промежутке [г*, + со) и 

(3) зир {|г/1(т)| + |м2(т)| : * _ г} > 0 при любом Г е [г*, +со) . 

Правильное решение (иг(1), "2(0) системы (1) называется колеблющимся, 
если обе компоненты имеют последовательность нулей, сходящуюся к +оо. 
Если же обе компоненты (хотя бы одна компонента) отличны от нуля для 
больших значений I то решение (их(1), м2(0) называется неколеблющимся (слабо 
неколеблющимся). 

Необходимые и достаточные условия колеблемости всех правильных решений 
уравнений вида (1) содержатся в [4] и [6]. 

В настоящей заметке доказывается теорема о существовании хотя бы одного 
правильного колеблющегося решения системы (1), являющаяся аналогом тео
ремы Курцвейля-Ясного [1], [2], [3]. 
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Теорема 1. Любое нетривиальное непродолжаемое вправо решение системы 
(1) является правильным. 

Доказательство. Пусть (их(г), и2(г)) некоторое нетривиальное непродол
жаемое вправо решение системы (1), заданное в промежутке [г*, Г*). Тогда 
из (1) имеем 

(4) _^?^с! |и 2 (0 | А 1 + 1 + ~ ^ > - ё | М 1 ( 0 | Я 2 + 1 = 0 при *„ = * < ** . 
Ах + 1 А2 + 1 

Проинтегрировав равенство (4) от г* до I и воспользовавшись формулой 
интегрирования по частям, получим 

Щ = Е{и) + Г \^Щ \и2(т)\^ + ^М- |Н1(т)|-.+ 1"и при и < I < .*, 
•Ь* Ь/ч + ! /12 + 1 ^ 

где 

ад = - ^ |«2(0Г'+1 + - ^ - М о Г 1 • 
Я_|_ + 1 л2 + 1 

Следовательно, 

m < қt.) + Г (J>işa± + í Җ Ц E(т) dт пpи 
J r Л «i(т) ű г(t) / 

ŕ* = í < í* 

где [а'4(0]+ = тпах {0, а',(0}> (г = 1, 2). В силу леммы Гронуолла-Беллмана, из 
последнего неравенства получим 

(5) Е(о = адехР(Г7М^ при г + < ; , < , * . 
и , Л ах(х) а2(х) ) \ 

Если предположить, что Г* < + со то из (5) будем иметь 

11*1(1̂ (01 + К(0|)< +оо. 

Но это невозможно, поскольку («1(0» мг(0) непродолжаемое вправо решение 
системы (1). Тем самым мы доказали, что г* = + со. 

Для заверешения доказательства теоремы остается показать, что соблюдается 
условие (3). Допустим обратное. Тогда найдётся 10 е [**, +со) что и((10) = 0 
0 = 1, 2) и 1^(0) + |м2(0| Ф 0 при ** й г % Г0. Ввиду (4), -

яГ(Ш + Щ)тй, при ,,,,й,о. 
^. \а1(т) а2(т)У 
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Применив снова лемму Гронуолла-Беллмана к последнему неравенству, по
лучим 

Е(1) = 0 при ий*й*о-

Следовательно, и((1) = 0 при Г* ^ I ^ 10 (* -= 1,2). Полученное противоречие 
показывает, что наше допущение о том, что нарушается условие (3), неверно. 
Теорема доказана. 

Замечание. Из (5) следует, что если для некоторого / е {1, 2} функция 

]о\ ах(т) а2(х) ) 

ограничена, то какое бы ни было решение (и±(х)> и2(г)) системы (1) компонента 
|м3-»(0| ограничена в промежутке [0, +со). 

Ввиду (2), нетрудно убедиться, что справедлива 

Лемма 1. Любое слабо неколеблющееся решение системы (1) является неко
леблющимся. 

Л + оо 

Лемма 2. Если для некоторого /е{1, 2} I аь(х) их = 4-со, то любое не

колеблющееся решение ("1(0? (и2(ф системы (1) при достаточно больших ( 

удовлетворяет неравенству 

( - 1 ) ' - 1 и 1 ( О и 2 ( 0 > 0 . 

Доказательство. Для определённости будем считать, что г = 1. Если 
предположить, что их(г) и2(1) < О при I ^. 10 где ^-достаточно большое число, 
то из (1) получаем равенства 

К ( 0 | ' = -Д1(0М0| Я 1 > К ( 0 | ' = а2(1) \и^)\х> при I ^ 10 

из которых следует, что 

К ( 0 | -5 К('о) | - К('о) | А 1 I а!(т)ёт при 1^ *о • 
л го 

/• + 00 

ах(0с!г 

их(1) и2(1) > 0 при достаточно больших I. Лемма доказана. 
/»+оо 

Теорема 2. Если ХХХ2 ф 1 и найдётся такое /е {1, 2}, что | а{(1)<11 = +оо 

и функция 

• + СО 

Но это невозможно, ввиду того, что I ах(1)&1= +оо. Следовательно, 

m 
a __ ( í ) / **' \ ( A Í + A 3 - Í + 2 ) / ( A Í + 1 ) 

' ( , > * ) ' «.(0 
не убывает, то система (1) обладает колеблющимся решением. 
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Доказательство. Мы рассмотрим лишь случай, когда I = 1 ибо при / = 2 
рассуждения аналогичны. Пусть решение (иг(1),и2(1)) системы (1) неколеблю
щееся. Тогда, ввиду леммы 2, найдётся такое г0, что их(1) и2(1) > 0 при г = Г0. 
Поэтому 

(6) | И 1 (0 | ' = а\(1) \и2(1)\'' , \и2(1)\' = -я2(г) |И 1(0|*2 при (^ 10 . 

Из второго равенства в (6) получим 

/* + 00 /• + ОС 

(7) |и2(0| й I а2(т) |И,(т)|Л- ёт = I Л.(т) |н.(т)|^ а2(т) Л Г » йт ^ 

Л+оо / Г т 

^ ^ , ( 0 | » . ( 0 | Л Ч - . (*)( I <.,(*) (15 

= К<о|^л(.)( 

( A І + A 2 + 2 ) / ( A I + 1 ) 

dт = 

- ( A 2 + l ) / ( A i + l ) 

aj(s)ds ) пpи t = ř0 
o 

С другой стороны из первого равенства в (6) имеем 

(8) |и.(.)| ^ ( Г <.,(-) йт\ |и2(0|А ' при I ^ 10 . 

Пусть гх > 10 настолько велико, что 

| ах(х) их <: (кх + 1)Д1 ах(х)йх при ^ ̂  ^^ . 

Если кхк2 > 1, ввиду последнего неравенства, из (7) и (8) следует, что 

П . 1 \ Я 1 / ( Я 1 А 2 ~ 1 ) / Г Г \1/(А1 + 1) 

(9) |«.(.)| ^ ( - ^ - ) ( I «.(*) <Ч при ^ ,. , 

если же Я ^ < 1 то 

/ АЛ1) У'А1-*-*-> / Г \-/(*. + -) 

(10) \иЩ^\^й^ \\0

ах{8)&$) П Р И ' - * 1 ' 
Таким образом мы показали, что если кхк2 > 1 (кхк2 < 1), то всякое неко
леблющееся решение (их(г\ и2(1)) системы (1), при больших значениях аргу
мента удовлетворяет условию (9) (условию (10)). 

Пусть (их(г)у и2(г)) - непродолжаемое вправо решение системы (1), началь
ные значения которого в точке X = 1 удовлетворяют условию \их(1)\ + |и2(1)| 4= 
Ф 0. Согласно теореме 1, (их(х\ и2(г)) является правильным. 

Умножая обе части второго равенства в (1) на 

а Г \ ( А 1 + 2)/(А1 + 1) р / /П • ч _ 1 / ( Я 1 + 1 ) -I/ 

;*(1)ёг) [(]>*') Н 
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и интегрируя от 1 до I получаем 

(П) 

Я, + 1 
+ 

(ГaЛтJdтWoľ '-" - щ(t)u2(t) + 

Ľ(J> Я2 + 1 

l/(Я,+ 1) 
, ( т ) d т » I.. /V.U2+I 

= Cn + V+J 
Я, + 1 

ч;(т) a t \ - l / ( A , + i) - | A 2 + 1 

aj(s) ds J |WJ(T)| áx npw t ^ 1 , rдe 

o = ( f «»(t)dT^|U2(l)|A' + 1 _ H,(1)M 2 (1) + 

i, + 1 r/ p \-i/(Ai + n 

Покажем, что если кхк2 > 1 и 

(12) с0 > (Я, + 1) 
Я2 + i\u1 + i)/uJ + i) 

~Л(Ї) 

то (м-(г), м2(0) является колеблющимся. Допустим противное-пусть это реше
ние является слабо неколеблющимся. Тогда согласно леммам 1 и 2, найдется 
такое число (0 ^ 1 что 

(13) 
мi(t)м2(t) > 0 пpи f Ş ř0 . 

Следовательно, имеют место равенства (6). С другой стороны, как это было 
доказано выше, справедлива оценка (9), где 1Х ̂  *0. Ввиду (9), (12) и (13), из (11) 
следует, что 

(['-*.(*) A |и 2 (0ľ , + I - |и,(0| |и2(0| Ш c0 

]
A 2 + l 2 + i r / r r \ - i / ( A i + i ) -1.12+1 

Ál + .4.(0 ( I «.(T) dT) |U l(0ll > 
Я2 + 1 

/ Я + 1\и1 + о/(Я2+1) 

> с0 - (Я, + 1) - + — - > 0 при 1 ^ 1 , . 

Согласно последнему неравенству и первому равенству в (6), имеем 

Щ^ЩШ^>^М^ при ,*,,. 
К0)| К(0| Г'й)(т) Л т 
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Отсюда ясно, что 

Mo|>Mři)l( «i(*)dт) ( я,(т)dт) пpи f = ř, , 

которое противоречит оценке (9). Следовательно, (и1({),и2(1)) является ко
леблющимся. 

Перейдём к рассмотрению случая, когда Л,А2 < 1. Подберём д > О таким 
образом, чтобы 

3 < / _ ^ 0 У 1 / ( 1 " А | Л 2 > 

(14) 

и покажем, что если 

(15) 

A2 + \) 

«,(!) = 0, c0 = ( T a i ( т ) d т W ( l ) | ' > + ' <å< + 1/Я, 

то (и{((), и2(1)) колеблющееся. 
Легко видеть, что для любых х ^ 0, у ^ 0, а > 0 и ) ч > 0 имеет место 

неравенство 
/ \ 1 + 1/А, 

ахя, + 1 - ху4- Я 1 а ~ 1 / А 1 ( — - — ) > 0 , 

и +1/ 
с учётом которого имеем 

("Г а 1(т)ёЛ|« 2(0[Д ' + 1 -.1,(01.2(0 + 

X. + 1 Г / Г ' \ -1/(Я, + 1) -|Я 2+1 

+ 1Г+~1 1 ( ° Ю о в 1 ( Т ) ё 7 | И , ( 0 1 

= Л\(т)ёЛ|и2(0|'1 + ! - " 1 ( 0 "2(0 + 

2, Г/ С \-1/(Я,+ 1) -11 + 1/Я, 

+ 0ГТ1Р^Ш/'(,)*) Н + 

А, + 1 Г / ГГ \-1/(А, + 1) -|А2+1 

+++1л ( ' )К1'"м <") Н -
2 Г / /*- \ - 1 / ( А , + 1) -11 + 1/А, 

-(ГГ+Ф^КЬН Н г 

1< + 1 Г / ГГ \-1/(А, + 1) -|А2+1 

'хг+^ЧО.'*'*) |"'(,)|] -
" / Л' \ ~1/(А,+ 1) -11 + 1/А, 

Уоа,(т)ат^ («.(ОМ (Я, + l)1 + , / Л l 
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Поэтому из (11) следует, что 

* L ± J . Aí(t) к(0Л2+1 Я j V(0I + 1/Дl <-
Я2 + 1 W W (A. + l ) , + , / Л ' W 

< c 0 + A-LZ-.' | Л'i(т) V(т)Л2+1 dт , t = 1 , 
^ 2 -; г«< 

+ и. 
где И(0 = ( Г я,(т) с1т)- ,/(Л' + 1 ) | И .(»)П. Полагая Щ1) = т а х {У(т) : 1 <. т < г} 

из последнего неравенства получим 

^ ± - ' АА1) К(0Л2+1 -^ И0 1 + 1/я' -5 
Я2 + 1 П / У (/I, + 1)1 + 1/Л' ^ 

^ С о +^1_±_1^(0 Я 2 + 1 [Л ,(0-/1,(1)] при г ^ 1 . 
^2 + 1 

Следовательно, 

(16) Я-!-+-1 у.,(1) Ж ( 0 Л 2 + 1 ^ ^ ( 0 1 + 1 / я ' < 
' А2 + I ^ У' (Л, + 1)1 + , / л ' ^ 

< с 0 + ^ - ± - ,4,(0 [ Ж ( 0 Л 2 + 1 - И ( 0 Л 2 + 1 ] при г ^ 1 . 
Л 2 *4* 1 

Далее наши рассуждения совпадают с рассуждениями авторов работы [7]. 
Так как \У(\) = 0 и Щх) = 0 при X = 1, то 

(17) 0 = Щх) < д 

в некоторой правой окрестности точки X = 1. Покажем, что (17) справедливо 
для всех X = 1. Предположим обратное, т. е. что существует X* > 1 такое 
что \У(х*) = д и что Г* — ближайшая к X = 1 точка. Тогда И^*) = К(**) и из 
(16) и (15) следует неравенство 

1̂ + 1 кг 

~- А (\)5Х2~1/Л1 - < , 
к2 + \АЛ1)д (к, + 1)1 + 1 ' я < 

которое, ввиду кхк2 < 1 противоречит (14). Таким образом для рассматри
ваемого решения 

а г \ - 1 / ( Я , + 1) 

ах(х)йт\ \иг(х)\-=У(х)<5 при Г = 1 . 
Если допустить, что указанное решение является слабо неколеблющимся, то 
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как было показано выше, для такого решения будет справедлива оценка (10), 
из которой следует, что 

а х \ - 1 / ( Я , + 1) / А /,\ \Я,/(1-Я1Я2) 

/'<"*) 1-"1 * (дТТг) 
при достаточно больших значениях аргумента, т. е. приходим к противоречию 
с (18). Теорема доказана. 

Замечание 1. Если Я. = 1, Я2 > 1, ах(1) = 1, то из доказанной теоремы полу
чается теорема Курцвейля-Ясного (см. [3], теорема 1). 

Замечание 2. Если Д.. = 1, А2 < -» аМ — 1, то из доказанной теоремы полу
чается теорема Куо-ЛянгЧю из [5]. 
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