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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 101 (1976), Praha 

POZNÁMKA K APLIKACÍM LAPLACEOVY TRANSFORMACE 
NA ABSTRAKTNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PARABOLICKÉHO TYPU 

ALEXANDER DOKTOR, JINDŘICH NEČAS, RUDOLF ŠVARC, Praha 

(Došlo dne 27. prosince 1973) 

ÚVOD 

O Laplaceově transformaci reálných funkcí již byla napsána řada publikací a učeb
nic, např. [1], [2], [3], [4], [5] popřípadě [6], kde lze nalézt odkazy na další litera
turu. Použití Laplaceovy transformace při řešení diferenciálních rovnic je poměrně 
jednoduché a často se dobře hodí i v praktických úlohách techniky a při konkrétních 
výpočtech. Přitom, jak ukážeme v dalším textu, má Laplaceova transformace blízký 
vztah k definici slabého řešení parciálních diferenciálních rovnic, se kterou pracují 
moderní metody. 

Laplaceovu transformaci lze dále přirozeným způsobem rozšířit na funkce s hod
notami v Hilbertově prostoru. Při řešení evolučních rovnic (např. rovnice parabolické) 
je pak možné pomocí tohoto zobecnění výhodně používat známé věty z funkcionální 
analýzy, nebo teorie diferenciálních rovnic eliptického typu. Výsledky dosažené 
touto metodou přitom odpovídají výsledkům dosaženým jiným způsobem, např. 
pomocí teorie analytických pologrup. 

Přes uvedené výhody ustoupila Laplaceova transformace v poslední době do pozadí 
a proto si dovolujeme v této poznámce předložit čtenáři několik příkladů na její 
použití. Zároveň zde stručně vybudujeme již zmíněné zobecnění Laplaceovy transfor
mace, které sice není složité, ale běžná dostupná literatura se o něm nezmiňuje. 

LAPLACEOVA TRANSFORMACE ABSTRAKTNÍCH FUNKCÍ 

Laplaceova transformace ú reálné funkce u eLx ,ioc<0, oo) je definována integrálem 

(1) ú(p) s re-
ptu(t)dt s lim i e"ptu(t)dt 

Jo K-ooJo 

a lze ji výhodně použít při řešení některých úloh pro diferenciální rovnice (viz např. 
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[2], [3]). Například úloha 

ut(x, t) = uxx(x, t), x e (0, 1), t > 0 , 

u(x, 0) = 0 , w(0, ř) = 0 , M(1, ř) = h(t) 

ma resem 

w(x, ř) = — h(p) —y-̂ -f— ept dp , cr > 0 . 
2niJff_iOD shVP 

Přirozeným zobecněním je definice Laplaceovy transformace pro abstraktní 
funkci u (tj. zobrazení s hodnotami v Hilbertově prostoru) a její použití na řešení 
abstraktní diferenciální rovnice, která zahrnuje jako speciální případ např. parabo
lické rovnice ve více proměnných. 

Mějme tedy komplexní Hilbertův prostor H se skalárním součinem (., .) a normou 
I • I a dále abstraktní funkci u : (0, co) i~> H takovou, že u e L2(0, oo; H), tj. takovou 

t*00 

\u(t)\2dt ze tm) dt < oo. 

Pro p € C, Re p > 0 pak Laplaceovu transformaci ú funkce u definujeme vztahem 
(l), kde ovšem nyní všechny integrály bereme v Bochnerově smyslu. Připomeňme 
proto nejprve stručně definici a základní vlastnosti Bochnerova integrálu (viz např. 

VI [8])'-
Je-li / : (a, b) i-> H jednoduchá funkce, tj. funkce tvaru f(t) = £ XB^) • cb ^ ^ e 

i = i 

cu ..., cn€ H a Bi c (a, b) jsou měřitelné navzájem disjunktní množiny konečné 
Lebesgueovy míry, definujeme její Bochnerův integrál vztahem 

í f(t) dt = І IĄB,) .CíeH 
1 = 1 

(/i budiž Lebesgueova míra v IR). 

Zobrazení/ : (a, b) \-> H se nazývá silně měřitelná funkce, jestliže existuje posloup
nost {/,} jednoduchých funkcí taková, že lim \\f„(t) — f(t)\\ = 0 pro skoro všechna t. 

n-+oo 

Je-li / silně měřitelná funkce, je reálná funkce | | / ( ' ) | | lebesgueovsky měřitelná. Platí-li 

pro silně měřitelnou funkci dále lim \\fn(
s) ~" / ( s ) | | ds = 0, existuje lim fn(t) dt 

" - o c J a
 w - w J < i 

a je nezávislá na volbě posloupnosti {/„}. Můžeme pak definovat Bochnerův integrál 
funkce / vztahem 

í/(0dř^limf/n(0dr, 
Ja »-*°°Ja 

kde /„ jsou příslušné jednoduché funkce. Takto zavedený Bochnerův integrál je tedy 
prvkem prostoru H a platí pro něj důležitá Bochnerova věta: 
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Věta (Bochnerova). Silně měřitelná funkce f : (a, b) i-> H má Bochnerův integrál 
právě když reálná funkce | |f(*)|| má konečný Lebesgueův integrál. Pak navíc platí 

Ґj(odř|UҐ|лt)|dt 
J a J J J a 

Nyní tedy už máme výrazu (í) připsán smysl i pro funkci u s hodnotami v prosto
ru H a díky omezení na u e L2(0, co; H) příslušné integrály konvergují (pro Re p > 0); 
tedy ú je zobrazení 

ú : {p e C; Re p > 0} h-> H . 

Zřejmě ů je holomorfní funkce, tj. pro každé v 6 H je funkce (u(*)> v) holomorfní 
v běžném smyslu. 

Takto zavedená Laplaceova transformace má známý algebraický vztah k derivaci: 

Tvrzení 1. Nechť funkce u e L2(0, co; H) má slabou derivaci ii (tj. existuje 
funkce u' e L1>k)C(0, co; H) taková, že 

I u'(t) dř = u(b) - u(a) 

pro každé 0 < a < b). Bud také u e L2(0, co; H). Pak platí 

(2) u\p) = pú(p)-u(0). 

(Hodnota u(0) má zde smysl, protože v našem případě je i u e C(<0, co); H); je 
totiž zřejmě 

,1/2 
|[u(t) - u(s)\ <£ i ||M'(T)|| áx\^\t - S 

J s 

Dále platí rovnost 

1 f °° 
(3) — sup ||u(t/ + /T)||2 dt = 

2n *>o J.^ 

1/2 ( Г f i u ' ( т ) | : 
dт •) 

K')||2dt, 

vztah pro inverzní transformaci 

y + iio 
u 

y—im P 
(4) lim 

W~* OD ZҠ 

Lrtmm^dp^r<r) 
niJy-im P JO 

dт pro t ^ 0 , 

= 0 pro ř < 0 

a následující tvrzení o reprezentaci pro Laplaceovu transformaci: 



Věta 2. Buď U e {p e C ; Re p > 0} H> H. Pak nutná a postačující podmínka 
pro to, aby U byla Laplaceovou transformací originálu u eL 2 (0, co; H) je, aby U 
byla holomorfní a 

/•oo 

SUP ||U((7 + ÍT)||2dT < 00 . 

APLIKACE LAPLACEOVY TRANSFORMACE 
NA ABSTRAKTNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 

Uvažujme nyní dva komplexní Hilbertovy prostory V, H takové, že V c H 
algebraicky a topologicky (tj. existuje konstanta ct > 0 taková, že |v | | H ^ ct \v\v pro 
každé v € V) a přitom V je hustý v H (V = Ií). Označme V prostor všech funkcionálů 
na V které jsou spojité a antilineární, tj. pro $ e V platí <<£, v -f w> = <<jí>, v> -F 
-f- <<£, w>, <$, Av> = !<</>, v>, v, w € V, A € C (<<£, v> značíme hodnotu funkcionálů <\) 
na prvku v). 

Laplaceovy transformace použijeme k řešení této abstraktní diferenciální rovnice 

(5) ^ + Au=f(t), t>0 
át 

s počáteční podmínkou 

(6) u(0) = « 0 , 

kde / : (0, oo) i-> H a A : V i-> V je omezený lineární operátor (A e J^(V, V)). 
Jako model k tomuto abstraktnímu případu si můžeme představovat tuto smíše

nou úlohu pro parabolickou rovnici druhého řádu: pro omezenou oblast Q a UN 

volíme H = L2(Q), V= WQ>2(Q) (prostor WQ,2(Q) je definován jako uzávěr mno-
N 

žiny @(Q) v prostoru W12(Q), tj. v normě | | / | | l t 2 = | | / | | L 2 ( f l ) + £ WldXi\\L2ÍQ)). 

Pro funkce a^jsL^Q), i>j = 1, . . . ,N pak operátor A definujeme předpisem 

(7) <Aw, v} = Í í au(x) ^ (x) | * (x) dx , w, v e W0'
2(O). 

ř ' 1 = 1 J o 5 * i a * I 

(v označujeme funkci komplexně sdruženou k v). Pak abstraktní úloha (5), (6) 
neznamená nic jiného než hledání tzv. slabého nebo zobecněného řešení úlohy 

(8) 
ðu 

ðt 
- I — (fl.X*) r^ ) = /(*> 0 . x e Q , t > 0 , 

(9) и(x, 0) = u0(x) , xeQ, 

(10) и(x, ř) = 0 , x є дQ , í > 0 . 
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Zobecněným řešením úlohy (8) —(10) ve smyslu testovacích funkcí rozumíme funkci 
u e L2(0, oo; WX

0
2(Q)) takovou, že je splněna integrální identita 

(n) r f ř»T - 1 * « ř d/)áxdř - Í »ow**,o)dx= 
J o J n V St i,y=i dxidxjj J „ 

* o o /• 

= i fpdxdí 
Jo Jo 

pro všechny tzv. testovací funkce (p z nějakého prostoru V, jehož volba zaručuje, 
že pro klasické řešení (tj. u e C2(Q x <0, oo))) úlohy (8) —(10) platí (11) a naopak 
pro dosti hladké zobecněné řešení jsou splněny rovnice (8) —(10). 

Vraťme se k abstraktní úloze (5), (6). Formální použití Laplaceovy transformace 
na funkci u : <0, oo) i~> V nám rovnici (5) a počáteční podmínku (6) převede na 
rovnici 

(12) pú(p)-u0 + Au{p)=!(p). 

Tohoto vztahu také použijeme k definici slabého řešení ve smyslu Laplaceovy 
transformace: 

Definice 3. Buď feL 2 (0, oo; H), u0 = 0. Řekneme, že úloha (5), (6) má slabé 
řešení, jestliže existuje funkce U : {p e C; Re p > 0} i~-> V, která je holomorfní a tako
vá, že platí 

(13) (PU(p),v)H + <AU(p),v}=:(?(p),v)H pro ve V, 

f(T+ ÍOO 

(14) sup • ||U(<7 + IT)||£<ÍT < oo . 
°->0 Jtf-ioo 

Nerovnost (14) nám zaručuje existenci funkce u e L2(0, oo; V) takové, že ú(p) = U(P). 
Tímto u pak rozumíme slabé řešení. 

Poznámka 4. Uvědomíme-li si význam rovnice (13) a definici Laplaceovy transfor
mace např. ve speciálním případě (8) —(10), vidíme, že použití Laplaceovy transfor
mace lze chápat jako použití speciálních testovacích funkcí tvaru (p(x, i) = e~pt v(x), 
v G V při definici zobecněného řešení ve smyslu testovacích funkcí. 

Definice 3 nám umožnila se zbavit derivace a další výsledky lze očekávat od podrob
nějšího zkoumání operátoru A, tj. v podstatě od řešení eliptických diferenciálních 
rovnic. 

Věta 5. Nechť platí 

(15) 3 c 2 > 0 VueV :Re<Au ,w> = c2\\u\\2 , 

a bud u0 = 0. Potom existuje právě jedno slabé řešení úlohy (5), (6). 
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D ů k a z . Z (15) (tzv. V-elipticita operátoru A) snadno dostaneme 

|(pu, u)H 4- <Au, w>j ^ c2||w||č > u e V, Re p > 0 . 

Můžeme tedy použít Laxovu-Milgramovu větu (viz např. [8]): 

Věta (Laxova-Milgramova). Budiž S(u, v) sesquilineární forma definovaná 
na Hilbertově prostoru H (řj. zobrazení S : H x H i-> C lineární v první a antili-
neární ve druhé proměnné: S(w, v 4- w) = S(w, v) -f- S(w, w), S(u, /.v) = I S(w, v)), 
která je spojitá a splňuje podmínku 

3a > 0 VveH : |S(v, v)| £ a||v||^ . 

Pak ke každému spojitému lineárnímu funkcionálu <fi na H existuje právě jeden 
prvek u e H tak, že platí 

(j>(v) = S(v, ti) , Vv e H , 

přičemž \\u\\H S (l/a) ||^||H*-

Podle této věty pro každé p e C, Re p > 0 existuje U(p) e V jež je řešením rovnice 
(13) a zároveň je vidět jednoznačnost řešení. 

Zbylé vlastnosti funkce U pak plynou z toho, že rezolventa 

R(p) = (pI - A)"1 : Vi->V 

je holomorfní operátorová funkce, | |#(p) | š. l/c2. 

Poznámka 7. Podmínka (15) je ve speciální úloze (8) —(10) splněna, požadujeme-li 
elipticitu koeficientů aij9 tj. platí-li: 

3c3 > 0 V{ = ({ t , . . . , {„) e C* Vs.v. x € Q : £ aí7(x) { ^ £ c3 £ |{ , |2 . 
ÍJ=I i = i 

Poznámka 8 (o regularitě „v prostoru"). Máme-li ještě další dva Hilbertovy 
prostory Ht c V, H2 cz VSL zjistíme-li, že rezolventa R(p) jako operátor z H2 do Hx 

je holomorfní zobrazení omezené pro Re p > 0, můžeme ve vztahu (14) uvažovat 
normu v Ht a dostaneme řešení u e L2(0, co; Hx). 

V našem konkrétním modelu (8)— (10) můžeme např. brát H2 = L2(í2), H! = 
= W2,2(Ú)n Wl,2(Q\ v případě hladké oblasti a koeficientů vidíme, že jde o re-
gularitu eliptické diferenciální rovnice. 

Poznámka 9 (o regularitě v čase). Máme-li navíc / ' e L2(0, oc; H2), /(O) = 0, je 

/•oo 

sup (1 + \p\2) \\f(a + h)\\2„2 dr < co , 
R e P > 0 J -co 
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odkud 
/•oo 

(1 + \p\2)\\ii(<? + h)\\2
Hldr < co sup 

Rep>0 J _ c 

takže je u e L2(0, oo; Hx\ tedy také u e C(<0, oo); H^, má smysl w(0) a je w(0) = 
= u0 = 0. 

Podobně můžeme uvažovat vyšší derivace. 

Poznámka 10 (o splnění původní rovnice). Předpokládejme, že o operátoru A 
dále platí 

(16) Im <Au, t/> = c4 | |u | |2
f Vu e V. 

Dosadíme-li do (13) speciálně v =- ú(p), dostaneme 

SUp i " (1 + |p|2)| |ů(0- + /T)||2dT = CSUp P | |/(p)|Ždp. 
a>0 J „^ <r>0 J . ^ 

Odtud u' e L2(0, oo; H) (u(0) = 0), takže u e L2(0, oo; V), a tedy pro s.v. t e (0, co) 
je ve smyslu V splněna původní rovnice (5). 

Doposud jsme se zabývali případem A e J^(V; V). Uvažujme nyní operátor 

B : D(B) c V -> H 

obecně neomezený, ale uzavřený s hustým definičním oborem (D(B) = H). 

Na D(B) zavádíme normu grafu, indukovanou skalárním součinem 

(w> V)D(B) = ("> v)v + (Bu> BV)H - u,veV, 

při které je D(B) díky uzavřenosti B úplný. 

Modifikujme nyní pro tento případ definici řešení: 

Definice 11. Buď feL2(0, oo; H), u0 e D(B). Řekneme, že úloha u + Bu = f, 
u(0) = w0 má slabé řešení ve smyslu Laplaceovy transformace, jestliže existuje 
funkce V : {p e C: Re p > 0} i-> U(p) e D(J3) holomorfní pro Re p > 0 taková, že 

(17) p V(p) -u0 + B V(p) = f(p), VRe p > 0 , 

/•oo 

(18) SUp ||l/(tT + Í T ) | * w d T < cc 

Existuje tedy u 6 L2(0, co; 0(_B)) taková, že ú(p) = U(p); slabým řešením míníme 
tuto funkci w. 
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Nyní dostaneme větu (s jistou modifikací) jako v [6]: 

Věta 12. Nechť platí 

(19) 3cl > OVRe p > 0 : \\(pl + B)~%{H;H) S — ^ T . 
1 + |p| 

Potom pro každé u0 e D(B) existuje právě jedno slabé řešení úlohy uf -f Bw = /, 
w(0) = II 0. 

Důkaz. Nerovnost (19) zaručuje, že 

||(p/ + B ) " 1 ! ^ ^ ^ ) ) Š c. 

Položíme-li v případě u0 = 0 

u(p) = (pi + Byi?(P), 

dostaneme z předchozí nerovnosti příslušné vlastnosti U. Pro u0 4= 0, u0 e D(fl) 
pak stačí využít toho, že funkce w0e"ř je partikulární řešení. 

Poznámka 13. Podmínka (19) je splněna např. platí-li: B je samoadjungovaný a 

3c6 > 0 V u e D(B): (Bu, u)H :> c6\\u\\2
H . 

Nerovnost (19) s c5 ^ 1, uvažovaná jen pro p přirozená, je podle Hilleho-Yosidovy 
věty (viz [8]) nutnou a postačující podmínkou k tomu, aby operátor — B byl infi
nitesimálním generátorem pologrupy neexpanzivních operátorů {T(t)}t>0 c 
c Jžf(H;H). (Pak pro každé u0 e D(B) je funkce u(t) = T(t)u0 C ( 1 ) - řešením 
úlohy u' + Bu = 0, u(0) = w0.) 

Platnost (19) pro pe C, Re p > 0 (s obecnou konstantou c5) pak zaručuje dokonce 
existenci holomorfní operátorové pologrupy s infinitesimálním generátorem — B. 

DODATEK 

Důkaz tvrzení 1. Jelikož dujdt = uf s.v. v (0, oo), plyne vztah (2) z věty o integraci 
per partes (vzhledem k předpokladům je funkce u absolutně spojitá). 

Důkaz rovnosti (3). Pro funkci g e L2(R, H) můžeme běžným způsobem zavést 
její Fourierovu transformaci $ e L2(R, H); pro g e L2(R, H) n Lj(R, H) je definována 
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předpisem 

ø(т)= Г e-l"g{t)dt; 
J — 00 

protože L2(R, H) n Lj(R, H) je hustý v L2(R, H) a platí Parsevalova rovnost, lze 
tento předpis rozšířit na L2(R, H). Důkaz Parsevalovy rovnosti pro reálné funkce 
je uveden např. v [4], [9] a lze jej snadno zobecnit na náš případ. Platí tedy: Jsou-li 
g9 h e L2(R, H), pak 

1 Лoo Л o o 

f ( (0,Ä(0)dí= Ш *(/))«!.. 
271 

Položme nyní w(0 = O pro t < 0. Pak se snadno ověří, že 

ú(a + ÍT) = 0 T ^ ) ) ( T ) 

pro o- > 0, T e R. Nyní podle Parsevalovy rovnosti 

2 

tedy stačí dokázat, že 

1 ľ" |jй(a + iт)|ľ dr = f°° | |e-"u( ř)p dí , 
'Яj-oo Jo 

sup í C O |e- f f ř w(0| | 2 dr= f°°||u(ř)jl2dř: 
* > 0 Jo Jo 

avšak k tomu zřejmě stačí, aby 

/•oo t*oo 

lim e-2 f f ř | |u(0||2dř-= lu(0 | | 2 dř. 
*-° + Jo Jo 

Tato rovnost ale vyplývá z věty o Lebesgueově integrálu závislém na parametru, 
jejíž předpoklady lze snadno ověřit (za integrabilní majorantu lze vzít přímo ||u(0||2). 

Důkaz věty 2 pro reálné funkce je uveden např. v [4], důkaz dodatku v [2]. Nechť 

sup |U(<7 + řr)||2dT = A < -foo. Nejprve potřebujeme dokázat, že pro 
or>0 J-oo 
každé 5 > 0 je U omezená na množině {p e C, Re p g: S}. Zvolme tedy takové ó. 
Nechť 0 < Q < S. Pak pro p e C, Re p ^ 8 je podle Cauchyovy věty, jejíž platnost 
pro holomorfní funkce s hodnotami v Hilbertově prostoru H lze snadno ověřit, 

V(p) = r-- f -^~ dz = ~ ! 2*U(p + ee*) dep , 
2nihe(P)z-P 2 * Jo 
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tedy 

$S2\\U(p)\\ = ( Í'Q dfAlUOOl < -í- f \\U(p + Qe'*)! Q dep áQ = 
\ J o / 2n J<O,2>T>X<O,Í> 

- f f N » + <T)II dcxdT < - 1 f ( f ||U(<r + ,T) | dr 
^n J\<r+it~p\<id ^ J j<r~Rep|<.<5 \ J | r - I m p ! ^ < 5 

á i f f ( f ||Cl(«T+/t)pdrí drY/ad<r<' 
-*71 J |< r -Rep |< ,AJ |T-Imp|<;<$ J |T-Imp^<$[ / 

- 2тг 
(A . 2č) 1 / 2 áa 

(A . 2å)112 . 20 

|<r —Repj <\d 2л 

odkud 

2 /2A\ 1 / 2 

w* -!(?)" 
Položme pro x e R, tr > 0 

1 r°° 1 ' . 
(20) < (̂x, <r) = i - U(<r + ir) — - — e« + "» dr . 

2» J-oo (* + »*) 

Zvolme pevně x e R. Nechť <r > 0, S > <r. Ukážeme, že <£(x, o) = 0(x, #). Pro každé 
a > 0 definujeme 

Kfl = {p; Re p € <<r, 3>, I m p = a nebo Im p = — a} , 

Mfl = {p; Re p = <r nebo Re p = »9, Im p e < — a, a>} , 

zorientujeme-li nyní křivku Ffl = Kfl u M a, je 

f V(p) 
Jľa 

p-2epxáp = 0 

neboť Fa je uzavřená křivka a integrand je holomorfní v {p; Re p > 0}. Podle před
chozího existuje B > 0 tak, že |£>(jp)|| . š - ^ n a {p; Re p = <r}. Dále 

c, S) - <£(x, <r)|| S lim — f U(p) p~2epx dp 
a-co 27t ||JKa 

B 
lim ľ |j 
û-»oo JKa 

2apx\ g — . lim | |p *e в àp < — (eв* + »<** _ J _ л S * 

2я 
)lim Ґ — Ц 

a-+oo Jд. л + ű 
dЯ < 

< — ( e " + e9*) . lim - = 0 
Зrt a-*oo ö 
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Je tedy </>(x, o) konstantní podle o a lze psát </>(x, o) = (f>(x). Nechť x < 0, <r > 0, 
a > 0, DUI _- B pro Re p > o. Pak podle Cauchyovy věty 

I /*<r + ia 

j U(p). 
\J a- ia 

p-2epx áp 

< _ __ 
r 

í U(r e,v) exp (xrei(p - i<p) dep 

exp (xr cos <p) d<p ^ 

integrovali jsme po křivce p = re'^, Re p > <x, r 2 = <r2 + a2, |<p| :g 0 < n. Odtud 

/•<r+ ťoo 

V(p)p-2epxáp = 0 , 
Ja—iao 

tedy </>(x) = 0 pro x < 0. 

Pro <r > 0 je podle Hólderovy nerovnosti U(<x + iT)(<r + ix)~l e Lt(íR). (20) lze 
zřejmě derivovat a derivace je záměnná s integrálem, takže 

(21) ф'(x) = — I U(a + h) (a + ix)-l e(" + it)x dт 
2ni 

Funkce </>' je spojitá v (R a podle předchozího je </>'(x) = 0 pro x < 0, tedy </>'(x) = 0 
pro x = 0. (21) lze opět derivovat a 

ф"(x) = -L Г щff + /т)e<" + íг)xdт 
2я« J-» 

je spojitá na R, tedy <£" e Lx loc(lR). 

Dále 

(22) 0(x)= f V j V W d z ^ d y . 

Pro <r > 0 je z (20) 

*-«" 0(x) = — i U(<7 + ÍT) (O + LT)-2 eixx dx . 
2 * J-oo 

Protože U(<x + IT) (<J + /T)""2 e L2(U), je 

II fa 

lim e~ax (j)(x) e~ixx dx - U(o + IT) (<T + IT)" 
í,-+co | |J - a 

(podle věty o inverzní Fourierově transformaci). Integrál určující 4>(<x + IT) kon-
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verguje, tedy <P(a + h) = U(a + h) (a + h) 2 a jako v důkazu (2) je 

f V ( x ) e~px dx = p2 <P(p) = p2 í/(p) P~2 = U(p) . 

Dokážeme-li, že <j>" e L2(R), je 0" podle předchozího hledanou funkcí a U(p) = 

= <£"(p), Re p > 0. Dokázali jsme, že 0" e L, JOC(R), ale z věty o integraci per partes je 

Г ф"(x) e-°x dx = a\ ф'(x)i \e-°xdx, 

neboť 4>' je z Lt(U) a je spojitá, takže <j>" e Lt(U) a podle Parsevalovy rovnosti 

(23) ' [" \\U(a + /t)|p dt = 2* V | ( ^ ( x K ^ ) (r)|2 dt = 
J — 00 J — 00 

/•oo 

= 2TC | | 0 " ( x ) | 2 e - 2 f f J t d x , 
J — 00 

z toho ovšem vyplývá, že <£" e L2(R). 

Nechť u e L2(0, co; H), <x > 0. Položme u(x) = O pro x < 0. Pak 

/•oo / /•oo \ 1/2 / foo \ 1/2 

l ^ l e - ^ d x á ( | u ( x ) | | 2 d x ) ( e~2axdx\ < +oo , 

takže ÍV" + h > , «w dx 

je absolutně konvergentní v a + /T pro všechna T e R a u je holomorfní na {p € C, 
Re p > 0}. Obdobně jako v (23) 

sup I \ú(a + /T)| | 2 dT = sup 2n | \u(x)\2 e~2<rxdx = 
* > ° J ~ o o * > ° J-oo 

/•oo 
= 2n I | | " ( x ) | | 2 dx < +oo . 

J - 0 0 

V první části jsme ukázali, že 

<£'(*) « - 1 f °° £/(„ + ,-T) (ď + M- * e^
+it)x dT , 

2JÍÍJ-00 

ale #"(x) = u(x), neboť z (3) plyne: w = 0==>w==0s.v. Tedy platí dodatek. 
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Summary 

A REMARK TO APPLICATIONS OF THE LAPLACE TRANSFORM 
TO ABSTRACT DIFFERENTIAL EQUATIONS OF PARABOLIC TYPE 

ALEXANDER DOKTOR, JINDRICH NE£AS, RUDOLF SVARC, Praha 

The solution of abstract linear differential equation dujdt 4- Au(t) = f(t) with 
initial condition w(0) = u0 is obtained by means of the Laplace transform of functions 
with values in Hilbert spaces. This generalization of the Laplace transform is briefly 
built up in the Appendix. Existence theorems proved by this method correspond 
to those obtained by another methods, e.g. by means of theory of analytic semigroups. 

19 


		webmaster@dml.cz
	2012-05-12T07:27:29+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




