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SUR LA NORME DE FOURIER, IV 

ANTONÍN LEŠANOVSKÝ, Praha 

Dédié à M. le Docteur Fratišek Zítek 

(Reçu le 30 décembre 1987) 

Résumé. Cete Note concerne les normes de Fourier et de Gauss désignées par & = \Fa\ a > 0} 
e t ^ = {Ga; a > 0} qui ont été introduites dans [2] et [7], respectivement. On a montré qu'il 
existe une suite {/tw}£L i de mesures non nécessairement positives définies sur a- algèbre des 
ensembles boréliens dans R telle que pour tout a > 0 lim Ga(nn) = 0 tandis que lim Fa(nn) = 1. 

n_»oo fi-»co 

On peut trouver un example de l'inégalité duale dans [7]. 

Keywords: Signed measures, seminorms. 

AMS Classification: 60F05. 

Le but de la présente Note est de contribuer à la théorie de la seminorme de Fourier 
introduite dans [7] (voir aussi [8] et [9]), en particulier en ce qui concerne ses 
rapports à la seminorme de Gauss de H. Bergstrôm (voir [1] ou [2]). 

Nous allons commencer par rappeler quelques définitions. Soit Jl l'ensemble des 
mesures (non nécessairement positives) définies sur le or-algèbre ^ des ensembles 
boréliens dans R, soit Jt c Jl le sous-ensemble des mesures positives et désignons 
par JV l'ensemble des mesures de la forme v = \i — e où \i e M et e est la mesure 
définie sur $ par 

e(B) = 0 si O ^ e J , 

1 si 0 e . B e « . 

Pour tout a > 0, p. e Ji nous écrivons 

Fa(fi) = sup 
M-5-7* 

ou 

exp (itx) /i(dx) 

Ga(/z) = sup $(x - yja) n{áy)\ 

*e* I J H I 

$(x) = (In)-"2 f expí'- -\áu , xeR 
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Les familles 

& = {Fx; a > 0} , 

9 = {Ga; a > 0} 

des seminormes sur M sont appelées classe de Fourier et classe de Gauss, respecti
vement. 

Comme l'a montré H. Bergstrôm dans [2], les classes de seminormes sur Jt 
peuvent constituer un moyen eificace dans l'étude de la convergence faible des 
mesures. L'appareil des seminormes a été ainsi exploité dans [2], [5] et [6]. 

On a démontré dans [2], [4], [8] et [9] que les classes 3F et ^ sont équivalentes 
sur Jr dans le sens qu'il existe une constante C telle que 

(1) Fx(fi) ^ C Gxdi) , 

(2) GJb*)£CFÙi), 

quels que soient a > 0, /i e Jr. Il est peut-être bon de souligner que l'ensemble J~ 
joue un rôle assez important dans les considérations de [2]. 

Cependant les classes 3F et ^ ne sont pas équivalentes sur Ji entier. On a montré 
cela déjà dans [7] en rappelant un example dû à Dyson (voir [3]): il existe une suite 
de mesures {jU„}, \in e M, telle que Fa(\in) -> 0 pour tout a > 0, tandis que Ga(fin) ^ 
_ D > 0, D étant une constante indépendante de n (elle peut dépendre de a). 

Nous allons faire voir maintenant que la situation opposée peut se présenter 
également: il existe une suite {iin}, \ineJi, telle que Ga(f.in) -* 0 pour tout a > 0 
tandis que Fa(jin) — 1 pour tout n suffisamment grand. 

Exemple . Soient v£m) e Ji, définies pour me Net ke /Vu {0} par 

vï"\{k + i)m}) = l, 

vlm)({-(k + ï)m})= - 1 , 

v[m)(B) = 0 si Be<% , B c R - {(k + \) m; - ( k + ±) m} . 

Nous considérons la suite {fin}n=i Œ Jï où 
x » - i 

Ha(B) = — X ( -1)* v[n) (B) pour tous Be@ et neN. 
2nk=o 

On obtient 
n - l 

Fa(lin) = sup _ 
2nk=o 

п - 1 

j п-1 
__ y / l U Гeiř(fc+l/2)м _ e - i í (Л + l/2)п-| 

= sup — | £ ( - l ) * 2 s i n f ( f c + i) n\ = 
|.|si/a 2n *=o 

= - fZ (-1)* sin (fc + i) TC| = 1 
n *=o 
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pour tout a > 0 et n _ arc, donc 

lim Fa(nn) = 1 pour tout a > 0 . 
n-> oo 

D'autre part, pour tout /? > 0, 

G/X/0 = SUP 
xeR 

ß 
I n - 1 

Łй-.ř[<---V-í--

)] sup 
xeR 2n 

-^.lfi0L±it±M 
k=-n \ ß 

1 I V I"* l* + ( i - «) « 
= sup — _v * ( — 

*eu 2n | k=o |_ \ /J 
_ $ A + ( j - n) w + (2fc + 1) n 

+ 2kи 

)] 
_ s u p l l T ^ (* + (*- ")* + (-* +-M _ 

xeR 2/lk = 0l_ \ fi J 

^ f* + ( 2 - w) n + 2kn 

™*2«L V /* / V /* j j 2n 

11 en résulte 

lim Gp(ii„) = 0 pour tout fi > 0 . 
n-->oo 

Nous pouvons donc conclure que les inégalités (l) et (2) ne peuvent pas être valables 

dans Jl entier. 
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Souhrn 

O FOURIEROVSKÉ NORMĚ, IV 

ANTONÍN LEŠANOVSKÝ 

Článek se týká fourierovské a gaussovské normy, které byly zavedeny v [2], resp. [7] a jsou 
označeny po řadě & = {Fa\ a > 0 } a ^ = {Ga; ot > 0}. Ukazuje, že existuje taková posloup
nost {/*„}!?= i znaménkových měr na borelovské c-algebře reálných čísel, že pro všechna of > 0 
platí lim Ga(nn) = 0 a lim FaQin) = 1. Příklad duální nerovnosti těchto norem lze nalézt v [7]. 

Резюме 

О НОРМЕ ФУРЬЕ, IV 

А ^ 0 1 М ^ ^Е.$АNОVЗКУ 

Статья касается нормы Фурье и гауссовской нормы, обозначенных & — {Ра\ <х > 0} и 
# = { ( 7 Я ; # > 0 } и введённых в [2] и [7] соответственно. Показывается, что существует 
такая последовательность {мп}^ 1 обобщенных мер, что для всех ос > 0 имеет место 
Пт Оа(цп) = 0 и Нт Ра(ип) = 1. Пример двойственного неравенства можно найти в [7]. 

л-->оо и-*оо 

Пайгевзе йеГсиНеиг; Ма1ета1юку йз1ау С8АУ, 2кпа 25, 115 67 Ргапа 1. 

S4 


		webmaster@dml.cz
	2012-05-12T17:37:48+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




