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SUR LA NORME DE FOURIER, IV

ANTONIN LESANOVSKY, Praha
Dédié @ M. le Docteur FratiSek Zitek
(Regu le 30 décembre 1987)

Résumé. Cete Note concerne les normes de Fourier et de Gauss désignées par & = {F,; « > 0}
et g = {Ga; o> 0} qui ont été introduites dans [2] et [7], respectivement. On a montré qu’il
existe une suite {#, };% | de mesures non nécessairement positives définies sur o- algébre des

ensembles boréliens dans R telle que pour tout ¢ > 0 lim G,(#,) = Otandis que lim F,(x,) = 1.
LA n-©
On peut trouver un example de I’inégalité duale dans [7].
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Le but de la présente Note est de contribuer a la théorie de la seminorme de Fourier
introduite dans [7] (voir aussi‘[8] et [9]), en particulier en ce qui concerne ses
rapports 4 la seminorme de Gauss de H. Bergstrom (voir [1] ou [2]).

Nous allons commencer par rappeler quelques définitions. Soit . 1’ensemble des
mesures (non nécessairement positives) définies sur le o-algébre # des ensembles
boréliens dans R, soit # < . le sous-ensemble des mesures positives et désignons
par A I’ensemble des mesures de la forme v = yu — e oll g€ A et e est la mesure
définie sur & par

e(B)=0 si 0¢Be%,
1 si0eBe4.
Pour tout « > 0, u € . nous écrivons

j exp (itx) p(dx)

Fy(u) = sup

ltIst/e

Golu) = sup I .[ R@(x = yl%) u(dy)l

b

B(x) = (2m)~1/2 r exp(— —;—Z) du, xeR.
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Les familles

F ={F;a>0},

% = {G, a > 0}
des seminormes sur .# sont appelées classe de Fourier et classe de Gauss, respecti-
vement.

Comme I'a montré H. Bergstrdm dans [2], les classes de seminormes sur M
peuvent constituer un moyen eificace dans I’étude de la convergence faible des
mesures. L’appareil des seminormes a été ainsi exploité dans [2], [5] et [6].

On a démontré dans [2], [4], [8] et [9] que les classes # et ¥ sont équivalentes
sur A4 dans le sens qu'’il existe une constante C telle que

Q) F (1) £ CGyu),
2 Gip) £ CF(n),

quels que soient & > 0, e A". Il est peut-&tre bon de souligner que I’ensemble A~
joue un rdle assez importarit dans les considérations de [2].

Cependant les classes & et 9 ne sont pas équivalentes sur . entier. On a montré
cela déja dans [7] en rappelant un example dii @ Dyson (voir [3]): il existe une suite
de mesures {u,}, p, € A, telle que F,(i,) — 0 pour tout o > 0, tandis que G,(u,) =
= D > 0, D étant une constante indépendante de n (elle peut dépendre de a).

Nous allons faire voir maintenant que la situation opposée peut se présenter
également: il existe une suite {u,}, p, € A, telle que G,(i,) = 0 pour tout o > 0
tandis que Fa(p,,) = 1 pour tout n suffisamment grand.

Exemple. Soient v\ € .#, définies pour m e N et ke Nu {0} par
wWO({k +3)m)) =1,
W=k +mj) = -1,
W(B)=0 si Be#, BcR—-{(k+H)m —(k+1)m}.
Nous considérons la suite {,} %, = ./ ol
n—1
w(B) = 1 Y (—1)*v"(B) pourtous Be# et neN.
2n«k=o0
On obtient

1 n—1 . .
Fa ) = su N - _1 3 en(k+l/2)n _ e-—tt(k+l/2)n
(ﬂ ) |x|§pl,/a 2n k;o( ) [ ]

n—1
—sup | Y (= 1) 2sint(k + 3) n| =
ItIs1/e 21 k=0

n—-1
=LY (i sin(k + 4)n] =1
n k=0
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pour tout « > O et n = an, donc

lim F(p,) = 1 pour tout a>0.

n—o

Drautre part, pour tout § > 0,

%E;o(_])k [@("_‘.(."B_‘*i)_’> —

G| R E P R e B

..;') P X+ (& —n)n+2kn\

_ & x+(%—[n)<n+(2k +ﬁ1)n <)
( )]

G[{(I'ln) = Sup

xeR

xeR 2n

B
< sup —]—"g[é (x + (3 —nn+(2k+2) n) 3
xR 2N K=0 [3
_ @(x + (3 —;)n + 2kn>] _

- 1 \ . 1 ,
_sup [ a(x Gy gx+Goma\] 1
xeR 2n ﬂ ﬂ 2n

lim Gy(p,) = 0 pour tout g >0.

n=+ oo

11 en résulte

Nous pouvons donc conclure que les inégalités (1) et (2) ne peuvent pas étre valables
dans . entier.
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Souhrn
O FOURIEROVSKE NORME, IV

- ANTONIN LESANOVSKY

Clanek se tyka fourierovské a gaussovské normy, které byly zavedeny v [2], resp. [7] a jsou
ozna¥eny po fadé #F = {F,; « > 0} a ¢ = {G,; @ > 0}. Ukazuje, Ze existuje takova posloup-
nost {y,, 2 1 znaménkovych m¥r na borelovské g-algebte redlnych Cisel, Ze pro vSechna & > 0

plati lim G («,) = 0 a lim F,(¢,) = 1. Ptiklad dudlni nerovnosti t&chto norem lze nalézt v [7].
| ad- ] ) n-+00

Pe3iome
O HOPME ®VPEE, IV

ANTONIN LESANOVSKY

CraThbs xacaeTcs HOpMbI Dypbe H raycCOBCKO HOPMBI, 0G03HAYEHHEIX F = {Fu; o> 0} u
b = {G,,; ] >.0} ¥ BBAEHHBIX B [2] m [7] coorBeTcTBeHHO. ITOKa3LIBAETCS, YTO CYIIECTBYET
TaKas IOCIEA0BAaTEIbHOCTh {un};":l O00OOMmSHHEIX Mep, 4YTO IS BceX o > 0 mMeeT MEeCTo
lim G,(#,) = 0 u lim F,(u,) = 1. IpuMep ABOKCTBEHHOTO HEPABEHCTBA MOXHO HaiTH B [7].

n-*aw n—o
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