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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 88 (1963), Praha 

PŘEHLED VÝSLEDKŮ ČESKOSLOVENSKÉ DIFERENCIÁLNÍ 
GEOMETRIE TENSOROVÉHO ZAMĚŘENÍ1) 

ALOIS URBAN, Praha 

(Došlo dne 4. ledna 1962) 

Článek přináší přehled výsledků spolu se stručným hodnocením přínosu 
našich diferenciálních geometrů, kteří za svoji hlavní pracovní metodu v dife
renciální geometrii zvolili tensorový počet. 

Úvod. Bylo by jistě velmi užitečné v jediném přehledném článku zachytit vývoj 
československé diferenciální geometrie a zhodnotit její celkový přínos; nezáleží přece 
na užitých metodách jako hlavně na dosažených výsledcích. Již zběžný pohled na 
historii československé diferenciální geometrie po 1. světové válce však ukazuje, že se 
rozvíjela v podstatě pod převládajícím vlivem dvou významných geometrů, kteří se za
bývali zcela různými okruhy problematiky, přičemž užívali naprosto různých pra
covních metod. K tomu přistoupila ještě řada dalších příčin a vlivů, které rozdíly 
pracovního zaměření nepomáhaly zmenšovat, ale spíše, ať již přímo nebo nepřímo, 
zvětšovat. Vytvořily se tak dva hlavní proudy, které teprve ve svém celku podávají 
přehledný obraz československé diferenciální geometrie. 

Hlavní pracovní metodou prvé, početnější skupiny, jejíž zaměření v podstatě udal 
akademik E. ČECH, je Cartanova metoda pohyblivého reperu. Významné místo v této 
skupině zaujímají pracovnici brněnského semináře diferenciální geometrie, v němž 
však vznikly i mnohé práce, v nichž se výhradně používalo klasických metod nebo, 
jako např. v přímkové diferenciální geometrii, některých jiných speciálních metod 
diferenciální geometrie. Prvé souhrnné hodnocení této hlavní skupiny podal nedávno 
v obsažném referátu její čelný představitel prof. J. KLAPKA.2) Druhá skupina pracuje 
převážně tensorovými metodami; přehled jejích výsledků obsahuje tento článek. 

Větší počet vědeckých pracovníků v diferenciální geometrii, živější a užší vědecký 
styk, zájem o problematiku ostatních pracovníků, vzájemné ovlivňování obou zá-

*) Zpracováno podle referátu autora, Vývoj naší diferenciální geometrie II, předneseného na 
první československé konferenci o diferenciální geometrii, která se konala ve dnech 10. až 15. IX. 
1961 na Richtrových boudách v Krkonoších. 

2 ) J. KLAPKA: Vývoj naší diferenciální geometrie I. Úvodní referát na 1. Čsl. konferenci o dif. 
geometrii. 
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kladních metod a zejména vliv nových směrů postupně odstraňuje a za čas jistě setře 
dnešní hranici, i když ovšem i potom zůstanou takoví, kteří budou pracovat jen ve 
zcela určitém směru, který je nejvíce svojí problematikou i pracovní metodou při
tahuje. 

Tensorové metody u nás. Metodami tensorového počtu v diferenciální geometrii se 
zabývala skupina geometrů, kteří se pochopitelně zajímali i o jiná odvětví geometrie 
a v diferenciální geometrii užívali často i jiných pracovních metod. V přehledu budou 
tedy uvedeny a stručně zhodnoceny všechny jejich diferenciálně geometrické práce. 

Prvý, který se u nás zabýval problematikou řešenou tensorovými metodami, byl 
L. BERWALD, profesor býv. něm. university v Praze, známý zejména svými pracemi 
z afinní diferenciální geometrie. Z jeho pražských žáků nejznámější je O. VARGA, nyní 
profesor techniky v Budapešti, který pracuje hlavně v teorii Finslerových prostorů. 
Ačkoliv L. Berwald měl dobré vědecké i přátelské styky s českými geometry, ne
ovlivnil je svými pracemi. 

Z našich geometrů první práci z problematiky, v níž se užívá metod a symboliky 
tensorového počtu, měl prof. V. HLAVATÝ V roce 1924.3) Od té doby pracoval ne
obyčejně intenzívně téměř ve všech směrech, kterými se ubírala moderní diferenciální 
geometrie užívající metod tensorového počtu. V rozmezí zhruba 25 let vydal na 80 
prací, které ve svém celku znamenají velmi závažný přínos zejména v teorii zakřive
ných prostorů. Jeho první práce užívají ještě tzv. přímé symboliky tensorového počtu 
známé učebnice D. J. STRUIKA.4) Brzy však přešel na přehlednější symboliku a vhod
nější pracovní metody Schoutenova Ricci-Kalkulu,5) který v dalších letech svými 
pracemi pomáhal rozvíjet v rozsahu dobře patrném ze základní dvojdílné Schoule
no vy-Struiko vy učebnice moderní diferenciální geometrie.6) 

Hlavatého učebnice diferenciální geometrie [1] zpracovává klasickou látku dife
renciální geometrie křivek a ploch eukleidovského prostoru tensorovou metodou, 
která dává snadno vniknout v obecné metody studia diferenciální geometrie jiných 
prostorů. Tato učebnice spolu s rozsáhlou dvojdílnou učebnicí diferenciální přímkové 
geometrie [2] a sérií několika prací z Lieovy kulové geometrie ([3] až [6]) znamenají 
zhruba základ, z něhož vyšly mnohé práce skupiny diferenciálních geometrů, sestá
vající většinou z přímých či nepřímých žáků V. Hlavatého. Někteří z nich byli ovšem 
dříve či později ovlivněni i pracemi jiných geometrů nejen českých, ale i zahraničních. 
Nejvýznamnější z této skupiny je FR. VYČICHLO. 

Řešenou problematiku je možno rozvrhnout do šesti celků: 1. metrická diferenciální 
geometrie, 2. projektivní diferenciální geometrie, 3. speciální geometrie (přímková, 

3 ) V. HLAVATÝ: Sur le déplacement linéaire du point Věstník Král. české spol. nauk, 13 
(1924). 

4 ) D. J. STRUIK: Grundzuge der mehrdimensionalen Differentialgeometrie in direkter Dar-
stellung. Berlín (1922). 

5 ) J. A. SCHOUTEN: Der Ricci-Kalkúl. Berlín (1924). 
6 ) J. A. SCHOUTEN, D. J. STRUIK: Einfuhrung in díe neueren Methoden der Differentialgeo

metrie, I (1935), II (1938). 
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Mobiusova, kulová), 4. prostory s lineární konexí (Riemannovy, afinní, projektivní), 
5. anholonomní variety, 6. geometrické objekty a tensory. 

1. Metrická diferenciální geometrie. V diferenciální geometrii křivek a ploch oby
čejného trojrozměrného eukleidovského prostoru R3 (E3 s reálným positivně defi-
nitním fundamentálním tensorem) pracovalo více našich geometrů. Některé práce, 
které by bylo možno sem zařadit, svým zaměřením však současně náleží do geometrií* 
v nichž vytvořujícím elementem je obecnější geometrický útvar než bod. O těchto 
pracích, jež se zabývají speciálními třídami ploch (přímkovými a kanálovými), bude 
proto referováno v souvislosti s pracemi z přímkové a kulové geometrie. 

Do vlastní klasické diferenciální geometrie křivek a ploch především patří práce 
[8] Fr. Vyčichla, v níž se zobecňuje známá Beltramiho věta týkající se geodetické 
křivosti ka asymptotické křivky plochy a křivosti k rovinného řezu plochy její tečnou 
rovinou, ka = f k. V podstatě se vyšetřují geometrické důsledky věty, která říká, že 
všechny křivky na ploše o společné tečně mají společný tzv. vektor druhé křivosti. 
Užitím vhodného rozkladu vektoru druhé křivosti studují se jednak jeho geometrické 
vlastnosti, jednak se ho užívá k důkazu věty, která rozšiřuje Beltramiho větu i na para
bolické body plochy. 

K problematice Vyčichlovy práce vrací se později A. URBAN V práci [8], která se 
rovněž zabývá rozšířením platnosti Beltramiho věty na parabolické body plochy. 
Výsledky získané Vyčichlém jednak se upřesňují, jednak doplňují zejména případem 
Bonnetova vzorce, který je zobecněním Beltramiho věty a udává vztah mezi geode
tickou křivostí asymptotické křivky a křivostmi křivky, jež se jí dotýká a jejíž osku-
lačmí rovina splývá s tečnou rovinou plochy. Je ukázáno, že modifikovaný Bonnetův 
vzorec a Beltramiho věta platí i pro obyčejný parabolický bod plochy. Zvláště se do
kazuje, že v takovém bodě pro jednu větev průsečné křivky tečné roviny s plochou a 
pro jednu asymptotickou křivku platí Beltramiho podmínka ka = |fc právě tehdy, 
když obě větve průsečné křivky mají v tomto bodě touž geodetickou křivost. 

Podrobným studiem vlastností druhého vektoru křivosti a jeho geometrickou inter
pretací a konstrukcí se zabývá práce [9] téhož autora, v níž se mimo jiné ukazuje, že ke 
každému tečnému vektoru plochy lze pro každé n — 0,1, 2,... sestrojit jediný 
vektor, tzv. n-tý vektor křivosti; pro n > 2 nebyly jeho vlastnosti dosud podrobněji 
studovány. 

Plochami v R3 zabýval se rovněž B. KEPR. Ve svém příspěvku [3] o rovnoběžném 
osvětlení ploch dokázal, že pouze pro kulovou plochu a pro rozvinutelné plochy mez 
vlastního stínu při každém rovnoběžném osvětlení je geodetickou křivkou. V dalším 
příspěvku [4] sledoval pak souvislost paralelního přenosu vektoru plochy po uzavřené 
křivce plochy s její Gaussovou křivostí. 

Do diferenciální geometrie speciálních ploch v R3 náleží především práce [1] 
M. MIKANA, v níž se velmi podrobně studuje speciální přenos na kulové ploše, jehož 
autoparalelními křivkami jsou loxodromy; byla zde nalezena celá řada pěkných geo
metrických výsledků. Minimálními plochami v R3 se zabýval ZD. HORÁK V práci [2]; 
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z parametrického vyjádření minimálních ploch užitím minimálních křivek odvodil 
jednak několik známých vzorců jiným způsobem než dosud, jednak řešil některé 
úlohy o minimálních plochách. 

Konstruktivní zřetele vedly B. Kepra ke studiu dvojice ploch. V příspěvku [1] od
vozuje diferenciálně geometrickými metodami konstrukci tečen v dvojnásobném bodě 
průniku dvou ploch. Zajímavou a dosud neuzavřenou tématikou týkající se dvojice 
ploch v R3 zabýval se Fr. Vyčichlo v pracích [11] a [12]. Obě jsou zaměřeny na stu
dium dvojice ploch, jež si odpovídají v bodové korespondenci. Z tečných vektorů 
parametrických křivek obou ploch v odpovídajících si bodech je možno sestrojit jisté 
diferenciální invarianty. Při studiu základní otázky, jak dalece tyto invarianty charak-
terisují danou dvojici ploch, se podstatnou měrou užívá tečné kolineace dané kores
pondence mezi oběma plochami. 

Speciální křivky v JR3 studoval B. Kepr. V příspěvku [2] nalezl diferenciální rovnici 
spádových křivek ve tvaru [r", r"\ r 1 7 ] = 0. Přitom r = r(s) je radiusvéktor bodu 
křivky a s její oblouk. 

Velmi podrobnému studiu styku křivek s nadkoulemi v Rn se věnoval K. HAVLÍČEK 
v práci [3]. Z četných pěkných výsledků je třeba zvláště vyzvednout nalezení důležité 
rekurentní relace mezi křivostmi sférických křivek. 

2. Projektivní diferenciální geometrie. Zvláště významné a velmi cenné jsou vý
sledky Fr. Vyčichla v projektivní teorii rovinných křivek, jimž věnoval práce [3], [4] 
a [7]; nalezl dvě různé geometrické interpretace projektivní normály křivky a její 
projektivní křivosti. Užil přitom kubiky, která má v daném bodě křivky dvojnásobný 
bod a v něm styk 7. řádu s danou křivkou. Druhá tečna v dvojnásobném bodě je pro
jektivní normála. Projektivní křivost křivky v jedné z jeho interpretací je až na nume
rický faktor rovna dvojpoměru (ř, n, h, i), kde t je tečna dané křivky, n projektivní 
normála, h spojnice daného bodu s Halphenovým bodem svazku kubik majících 
s danou křivkou styk 7. řádu a i spojnice daného bodu s reálným inflexním bodem 
uvažované kubiky. 

Jeho práce [10] z teorie ploch důsledně rozvíjí myšlenku nahradit plochu ve vyšetřo
vaném bodě vhodnou algebraickou plochou 3. stupně, případně vhodnou algebraic
kou křivkou. Projektivní vlastnosti plochy v bodě jsou pak důsledkem známých vlast
ností těchto aproximujících algebraických ploch nebo křivek. 

Do projektivní geometrie křivek náleží skupina prací [10] až [14] A. Urbana o zvy
šování styku křivek promítáním. Zobecnila se v nich věta dokázaná E. Čechem, která 
vyjadřuje nutnou a postačující podmínku pro to, aby dvě křivky, které ve společném 
bodě mají styk řádu s — 1, měly v něm skutečný styk řádu s + o — 1. Zobecnění je 
provedeno v tom smyslu, že omezující předpoklad 1 <í a g s byl vypuštěn. Analytické 
výsledky umožnily podat geometrické konstrukce hlavních rovin, přímek a bodů, 
z nichž lze dané křivky promítnout do křivek majících vyšší styk než dané křivky, i pro 
dvojici protínajících se křivek. Ukázalo se, že pro zvýšení styku křivek promítáním má 
fundamentální význam kongruence určená danými křivkami a netriviální rozvinutelná 
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plocha ležící v této kongruenci. Užitím těchto přímkových útvarů byly nalezeny nové 
konstrukce hlavních přímek a bodů. Výsledků bylo rovněž užito k nové geometrické 
konstrukci Greenovy hrany dané plochy. 

3. Speciální geometrie, a) Přímkové geometrii bylo věnováno několik prací, jež 
vesměs vznikly buď na přímý popud V. Hlavatého nebo z problematiky řešené v jeho 
učebnici [2] o přímkové geometrii. 

Doslova průkopnická je práce [1] Fr. Vyčichla, o níž bylo referováno na 2. Sjezdu 
matematiků zemí slovanských, v jehož zprávách vyšel rovněž její stručný výtah [2]. 
Ve čtyřrozměrné nadkvadrice V4 v pětirozměrném projektivním prostoru P5, do níž 
se zobrazí přímkový prostor ve známém Kleinově zobrazení, byl vhodně definován 
metrický tensor určený až na libovolný nenulový faktor, takže V4 se jevila jako Rie-
mannova konformně eukleidovská varieta. Ukázalo se pak, že obecný lineární kom> 
plex se zobrazí na V4 do variety V3, která nikdy není na V4 geodetická. Tyto první 
výsledky prokázaly vhodnost a užitečnost nového přístupu ke studiu přímkového pro
storu a jeho útvarů, jenž byl později systematicky v poněkud odlišné formě široce roz
vinut v Hlavatého základní učebnici [2]. 

Otázce rozvinutelných ploch věnoval pozornost K. Havlíček v pracích [1], [2] 
a [7]. Ukazuje se, že v Kleinově zobrazení obrazy rozvinutelných ploch jsou K-mini-
mální křivky, a to dvojího druhu, a odvozují se některé věty týkající se derivovaných 
ploch, jež těsně souvisí s rozvinutelnými plochami. Zejména se dokazuje, že plocha 
tečen asymptotické křivky plochy je rozvin utelná plocha, jejíž derivovaná plocha je 
daná plocha. 

Práce [2] A. Urbana doplňuje výsledky uvedené v Hlavatého učebnici [2] tím, že 
upouští od zjednodušujícího předpokladu a odvozuje základní Frenetovy formule pro 
nerozvinutelné přímkové plochy, jež jsou uvažované jako K-křivky na K-kvadriee, 
pouze za předpokladu, že oskulační lineární kongrúence podél přímky plochy není 
parabolická. Ke konstrukci šesti lineárně nezávislých komplexů, s jejichž pomocí lze 
odvodit Frenetovy formule, je s výhodou užito Lieovy kvadriky, oskulační kongrúen
ce a oskulačního komplexu plochy podél přímky plochy. 

b) Mobiusovou geometrií se zabýval zvláště Fr. Vyčichlo v práci [9]. V Móbiusově 
rovině s jedním nevlastním bodem v normovaných tetracyklických souřadnicích se 
definuje Levi-Civitův ekvipolentní přenos nejen vlastního M-kruhu, tj. orientovaného 
kruhu, ale také bodu. Výsledku se užívá k zavedení absolutní konformní derivace 
jednoparametrického kruhového systému. V Móbiusově geometrii pracoval také 
Mi. Mikan, který v dosud nepublikované práci [3] studuje jak Móbiusovu tak ne
euklidovskou geometrii jednoparametrických útvarů. 

c) Lieovou kulovou geometrií pěstují u nás především K. Havlíček a ZD. VAN
ČURA, kteří oba v podstatě navázali na práci [3] až [6] V. Hlavatého o kulové geometrii. 

K. Havlíček obrátil svou pozornost ke kanálovým plochám, tj. k obalovým plo
chám jednoparametrické soustavy kulových ploch nebo rovin. Ve své habilitační práci 
[4] odvozuje základní větu, která udává nutnou a postačující podmínku pro to, aby 
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plocha V2 v JR3 byla kanálová. Tato podmínka je dána anulováním skaláru 
uvXnuafiyPvaPXp^\ &<ie uvxn Je symetrický kubický tensor a Pafi je kvadratický tensor, 
které jsou apolární. Přitom 

uvx» = *w ~ llQvQxi, + 2iOMv •+ QnQvxl • 

C* = 10% + U > Q A ^ 1 = s;, Qv = t ^ P * ; 
vv^ je tensor vhodně sestrojený z derivací souřadnic bodu dané plochy a její normály. 
Anulování kubického tensoru uyXfl charakterisuje Dupinovy cyklidy. Užitím Lieovy 
transformace v Kleinově K-prostoru, která převádí Plúckerovy přímkové souřadnice 
v hexasférické souřadnice kouleje nalezena souvislost uvedeného skaláru a kubického 
tensoru se známým skalárem a kubickým tensorem, jejichž anulování charakterisuje 
přímkové plochy resp. kvadratické přímkové plochy. 

Ukazuje se, že kovariantní vektory Qv, jichž se užívá ke konstrukci kubických 
tensorů, nejsou v kulové a přímkové geometrii téhož druhu. V přímkové geometrii je 
vždy gradientem. M. PROFANT nedávno dokázal [1], že uvedený kovariantní vektor 
v kulové geometrii je gradientem právě tehdy, když plocha je rozvinutelná. 

V pracích [5] a [6] našel K. Havlíček všechny kanálové plochy, které jsou současně 
přímkovými a všechny kanálové Weingartenovy plochy. 

Zd. Vančura se věnoval studiu kongruencí, tj. dvojparametrických soustav Lieo-
vých koulí, a kanálových ploch, které v nich leží. V pracích [1] až [3] systematicky 
užitím Kleinova K-prostoru vyšetřuje poměrně obtížné otázky týkající se jednak osku-
lačních K-prostorů, jednak plášťů kongruencí koulí, tj. geometrických míst ohnisek 
koulí ležících v kongruencí. Přes komplikované výpočty dochází k pěkným jedn odu-
chým a názorným geometrickým vlastnostem plášťů, jako je např. tvrzení: Je-li plášť 
kongruence koulí plocha, pak její tečná rovina v ohnisku je ohnisková rovina. Kromě 
těchto základních otázek všímá si některých speciálních kongruencí, např. IW-kon-
gruencí a kongruencí, jejichž pláště jsou křivky. 

4. Prostory s lineární konexi, a) Riemannovy prostory. Práce [5] FR. NOŽIČKY 
zabývají se hledáním nutných podmínek pro existenci totálně geodetických nadploch, 
tj. variet s nulovým druhým metrickým tensorem, v obyčejném ^-rozměrném Rieman-
nově prostoru, vnořitelném do eukleidovského prostoru dimense n 4- 1. 

Do teorie Riemannových prostorů náleží rovněž práce [l] a [3] až [5] A. Urbana. 
V disertační práci [1] je užitím komplexu normál variety V2 vnořené do V4 podána 
geometrická interpretace některých skalárů, vektorů a tensorů spjatých s V2. Další 
práce [3] je věnována problému určení diferenciální rovnice všech křivek dané va
riety. Problém je rozřešen pro případ nadploch, jejichž druhá fundamentální forma je 
úměrná prvé. Je-li daný prostor Vn w-rozměrným eukleidovským prostorem Rn, dostá
váme diferenciální rovnici křivek nadkoule. V habilitační práci [4] je podána kon
strukce a geometrická interpretace některých skalárních a vektorových hustot, které 
jsou invariantní při geodetických transformacích, tj. při transformacích, jež repro
dukují geodetiky v celku. V poznámce [5] je pro případ dvojrozměrných Riemanno-
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vých prostorů ukázána souvislost jisté význačné vektorové hustoty zavedené pro Rie-
mannovy prostory T. Y. THOMASEM S projektivním tensorem křivosti. 

b) Prostory s afinní konexí. Teorií nadploch v zakřivených i rovných afinních prosto
rech se zabýval Fr. Nožička v sérii na sebe navazujících článků [1] až [4], [6] a [7]. Zá
kladní problém je formulován v prvém z nich. Jde o sestrojení afinní normály nadplo-
chy vnořené do zakřiveného w-rozměrného afinního prostoru; normála je sestrojena za 
jistého omezujícího předpokladu. Zároveň je diskutována otázka tzv. afinní indukce, 
tj. konexe indukované touto normálou. Jsou nalezeny dvě třídy invariantních konexí 
vnořené nadplochy. Další články v podstatě doplňují základní v několika směrech. Pře
devším se ukazuje, že metrická indukce je speciálním případem afinní indukce (pro 
Riemannův prostor), dále se konstruuje afinní normála i bez původních omezujících 
předpokladů a konečně se studuje případ plochy v obyčejném afinním prostoru, pro 
níž se najdou tzv. Frenetovy vzorce. 

B. BUDÍNSKÝ ve svých dosud nepubHkovaných pracích [1], [2] navazuje na výsledky 
Fr. Nožičky. Zejména podává jednoduchou geometrickou interpretaci paralelního 
přenosu na nadploše vnořené do obyčejného n-rozměrného afinního prostoru a po
drobněji studuje vlastnosti ploch v i 3 . 

Otázkou styku variet v afinním prostoru zabývá se Fr. Nožička v prácí [8]. 
Příspěvkem k teorii obecných prostorů s afinní konexí je práce [15] A. Urbana* 

v níž se ukazuje, že tzv. U-prostor zavedený S. I. HUSEINEM V jeho teorii jednot
ného pole gravitace a elektromagnetismu je sernimetrický a semi-symetrický. 
Současně se odvozují některé bHžší vlastnosti konexí tohoto typu. 

Do diferenciální geometrie prostorů s afinní konexí v podstatě patří i práce [6] 
Zá. Horáka, V níž se definuje absolutní integrál vektoru podél křivky jako vektor., 
jehož absolutní derivace je rovna danému vektoru v každém bodě dané křivky. 

c) Prostory s projektivní konexí. Habilitační práce [5] Fr. Vyčichla je velmi hod
notným příspěvkem ke studiu zakřivených projektivních prostorů. V podstatě se v ní 
zobecňuje problém řešený V. Hlavatým, který našel úplný systém invariantů křivky 
zakřiveného projektivního prostoru. Problém řešený Fj. Vyčighlem lze formulovat 
takto: Podél libovolné regulární křivky v zakřiveném projektivním prostoru je dáno 
tensorové pole, které je známé až na multiplikativní faktor. Jest určit diferenciální 
invarianty pole a takové veličiny, které spolu se svými absolutními derivacemi splňují 
rovnice odpovídající Frenetovým formulím pro křivky. V poměrně rozsáhlé práci 
je podáno úplné řešení problému, a to dvěma metodami; užilo se při něm s výhodou 
pojmu Konigových prostorů. 

A. Urban v pracích [6] a [7] přiřazuje systému parciálních diferenciálních rovnic 
druhého řádu d2

xz = F^x dKz -f F^z užitím jeho koeficientů (n + l)-rozměrný pro
stor s projektivní konexí. V něm pak každé řešení "daného systému je možno inter
pretovat jako geodetickou nadplochu. Užitím geometrických metod lze pak k danému 
systému sestrojit Bianchiho konjugovaný systém. 
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5. Anholonomní variety. Jak známo, anholonomní varietu X™ v Xn definuje sou
stava n — m nezávislých Pfaffových rovnic, pro kterou nejsou splněny podmínky 
integrability. Geometricky lze ji definovat takto: Každému bodu v Xn je přiřazena 
m-rovina Em, přičemž neexistuje varieta Xm, pro níž by Em byly tečnými rovinami. 

Pojem anholonomní variety snad vůbec poprvé, i když ne přímo explicitně, tedy 
alespoň implicitně, se vyskytl v práci [1] Zd. Horáka, kde je odvozen vzorec pro zrych
leni na anholonomní varietě. V práci [3] je již definována obecná anholomní varieta; 
Horák ji nazývá kvasivarietou. Dosti obsažná práce přináší i základy absolutního 
počtu a teorii obecného lineárního přenosu v anholonomních varietách. Je škoda, že 
tato práce, která vznikla již dříve a byla dlouho diskutována s V. Hlavatým, vyšla 
až v r. 1927. Mezitím totiž vyšly na stejné téma v r. 1926 v Comptes rendus dvě práce 
známého rumunského geometra G. VRANCEANU, jemuž tak připadla priorita v zave
dení tak významného pojmu v diferenciální geometrii. Ke geometrickým pracím 
Horákovým o anholonomních varietách patří rovněž [4], kde byl zaveden tensorový 
počet v neholonomních souřadnicích pro nejobecnější lineární konexi, a [5], v níž byl 
definován tensor křivosti na anholonomní varietě. 

Velmi pěkným geometrickým přínosem k teorii anholonomních variet je práce [6] 
Fr. Vyčichla, která navazuje na výsledky E. BCRTOLOTTIHO a E. BOMPIANIHO a zobec
ňuje je. Jestliže podél křivky dané V™ (tj. podél integrální křivky Pfaffova systému, 
který definuje V?)9 která leží v projektivním prostoru Sn,jsou dány křivkové elementy 
EQ9 El9 El9..., Ek+i řádu 0,1, 2,..., k + 1, které vycházejí z bodu E0 a mají společné 
elementy EQ9 El9..., £fc_l3 pak všechny tyto elementy náleží nekonečně mnoha holo-
nomním varietám Vm. Přidáme-li k daným elementům ještě Ek+2, pak již neexistuje 
žádná varieta Vm, na níž by ležely elementy E0> El9..., Ek+2. 

Speciální případ V\ v S3 je studován podrobněji. Zvláště se dokazuje, že mezi ne
konečně mnoha holonomními varietami V2, které v daném bodě E0 aproximují danou 
V3 v tom smyslu, že obsahují všechny elementy E09 Et integrálních křivek dané an
holonomní variety V\ procházející bodem E0, existuje nekonečně mnoho takových, 
které mají s V\ společné Darbouxovy směry a pro něž Bortolottiho kvadrika je 
Lieovou kvadrikou. 

Anhoíonomními varietami (spolu s holonomními) zabývá se rovněž práce [2] 
M. Mikana, v níž jsou studovány Konigovy prostory přidružené vnořeným varietám. 

6. Geometrické objekty a tensory. Obecná teorie tensorů a obecněji geometrických 
objektů byla u nás jen velice málo pěstována. Do tensorové analysy náleží drobnější 
příspěvek [7] Zd. Horáka, v němž se dokazuje, že derivací tensoru podle složek jiného 
tensoru je opět tensor. 

V práci [16] A. Urbana našly se nutné a postačující podmínky pro to, aby geo
metrickéobjekty druhé třídy (s výjimkou jednoho typu), pro něž počet komponent 
se rovná dimensi prostoru, byly ekvivalentní. Řešení problému se převedlo na řešení 
systému funkcionálních rovnic. V dosud nepublikované práci [17] problém byl řešen 
pro obdobné geometrické objekty třídy r. 
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Závěr. Stranou byly ponechány apHkace tensorových metod diferenciální geometrie. 
Je však třeba vyzvednout tu skutečnost, že u nás otázkám apHkací je věnována značná 
pozornost. 

Tak Fr. Vyčichlo užil diferenciálně geometrických metod, zvláště tensorových 
v teorii pružnosti a v teorii skořepin; v tomto směru pracuje rovněž B. Kepr. Zd. Ho
rák, který pracuje v technické fyzice, došel k problematice svých geometrických prací 
z teoretických úvah fyzikálních. Obráceně zase svoje výsledky z tensorového počtu 
apHkoval na mechaniku a na kvantovou fysiku. Fr. Nožička řešil tensorovými meto
dami některé problémy mechaniky a zabývá se jejich užitím v teorii relativity. 

Klasickými metodami diferenciální geometrie ve vyšší geodesii pracuje J. KAŠPAR. 
Otázkami apHkací diferenciálně geometrických metod užitých na komplexní funkce 
reálné proměnné při studiu rovinné kinematické geometrie zabývá se systematicky 
y řadě svých prací ZD. PÍRKO; spolu se svými spolupracovníky M. PIŠLEM a J. CHUDÝM 
přispívá tak významným způsobem k řešení základních otázek pohybu v rovině. 

V úvodu byly blíže osvětleny důvody, které vedly k tomu, aby byly shrnuty výsledky 
skupiny pracovníků v diferenciální geometrii tensorového směru. To však neznamená, 
že by z ostatních geometrů nikdo se již nezabýval obdobnou problematikou. Naopak, 
výsledky M. SYPTÁKA, který se v někoHka pracích zabýval studiem speciálních tříd 
křivek v Rn, které jsou zobecněním známých křivek v R3, M. HARANTA, který zejména 
studoval vztahy mezi křivostmi obecných křivek v Rn a jisté speciální křivky v Rn, 
V. VILHELMA, který pracoval v teorii Minkowského prostorů a studoval absolutní 
derivace ve Finslerových prostorech, Č. VITNERA, který se zajímal o výjimečné body 
na křivkách ve Vn a odvodil základní vztahy centro-eukleidovské geometrie, atd., jsou 
pěkným a přitom velmi užitečným přínosem v tomto směru. 

Je škoda, že podaný přehled nemohl konstatovat nějaké pozoruhodnější soustředění 
zájmu někoHka geometrů na řešení okruhu problémů těsněji spolu souvisících. 
I když výsledky získané jednotHvými pracovníky jsou v mnohém ohledu velmi pěkné 
a často podnětné, přece jen zůstávají poměrně dost isolované. Mezi mladšími diferen
ciálními geometry jen málokteří se zabývají tensorovými metodami. Snad to není ani 
tak nezájmem, jako spíše nedostatkem vhodné orientace po problematice a ne dost 
dobře organisovaným vedením. Počínající těsnější spolupráce v československé dife
renciální geometru a živější zájem o problematiku řešenou na jiných pracovištích dá
vají tušit možnost širšího rozvoje i těch směrů diferenciální geometrie, které se zabý
vají tensorovými metodami. 
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Резюме 

ОБЗОР ДОСТИЖЕНИЙ ЧЕХОСЛОВАЦКОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ 
ГЕОМЕТРИИ ТЕНЗОРНОГО НАПРАВЛЕНИЯ 

АЛОИС УРБАН (А1018 Ш>ап), Прага 

В статье приводится обзор достижений чехословацких геометров, которые 
работали в области дифференциальной геометрии главным образом с испо
льзованием методов тензорного исчисления. 

Подведя краткий итог исторического развития тензорных методов в Чехо
словакии, автор оценивает отдельные работы в рамках шести разделов: 1. в ме
трической дифференциальной геометрии, 2. в проективной дифференциальной 
геометрии, 3. в специальных геометриях (в геометрии прямых, в геометрии 
Мебиуса и в сферической геометрии), 4. в дифференциальной геометрии про
странств с линейной связностью (в геометрии Римана, аффинной и проективной 
геометриях), 5. в теории анголономных пространств и 6. в теории геометри
ческих объектов. 

В заключение дается перечень всех работ, о которых было упомянуто. 
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Статья представляет собой обработанное извлечение из части вступительной: 
лекции, причитанной на первой чехословацкой конференции по дифференциаль
ной геометрии, состоящейся с 10-го по 15-ое сентября 1961 г., в которой проф. 
Й. Клапка и автор дали общий обзор развития и современного состояния 
дифференциальной геометрии в Чехословакии. 

Summary 

SURVEY OF CZECHOSLOVAK RESULTS 
IN DIFFERENTIAL GEOMETRY USING TENSOR METHODS 

ALOIS URBAN, Praha 

The aim of this article is to present a summary of the results established by the 
Czechoslovak geometers working in differential geometry and using chiefly the me
thods of tensor calculus. 

After a short survey of the historical development of tensor methods in Czecho
slovakia, individual papers are reviewed within the scope of six larger groups: 
1° metric differential geometry, 2° projective differential geometry, 3° special geo
metries (line, Mobius and sphere geometries), 4° differential geometry of spaces with 
linear connections (Riemannian, affine a projective spaces), 5° the theory of non-
holonomic spaces and 6° the theory of geometric objects. 

A list of all reviewed papers is adjoined. 
The article is a modified summary of one part of the introductory lecture at the First 

Czechoslovak Conference on Differential Geometry, which took place from the 10th 
to 15th September 1961, where prof. J. KLAPKA and the author surveyed the deve
lopment and present state of Czechoslovak differential geometry. 
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