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ČasopiYpro pěstování matematiky, roč. 100 (1975), Praha 

ÚLOHY A PROBLÉMY 

SEMIREGULÁRNÍ MNOŽINY V HARMONICKÝCH PROSTORECH 

JAROSLAV LUKEŠ, Praha 

V tomto časopise, roč. 97 (1972), str. 334, předložil JOSEF KRÁL následující úlohu: 
Nechť U je resolutivní množina s hranicí U* =# 0 v harmonickém prostoru X 

(viz [ l]) a označme pro každý kompakt K a X symbolem C(K) prostor všech spo
jitých (konečných) reálných funkcí na K. Každé funkci fe C(U*) je tedy přiřazena 
harmonická funkce Hf na (7, která je zobecněným řešením (v Perronově smyslu) 
Dirichletovy úlohy příslušné k množině U a okrajové podmínce /. Nechť Ur značí 
množinu všech x e U*, pro něž lim H/(y) = f(x) pro každou funkci / e C(U*). 

y^x,yeU 

Množina U se nazývá semiregulární, jestliže pro každou funkci / e C(U*) lze přísluš
nou funkci Hf rozšířit na F e C(U u U*). Je-li 17 semiregulární, pak Ur je kompaktní. 
Obrácení tohoto tvrzení neplatí v Bauerových harmonických prostorech. Rozhodněte, 
zda obrácené tvrzení platí v Brelotových prostorech (nebo alespoň v harmonickém 
prostoru indukovaném klasickými harmonickými funkcemi na n-rozměrném eukli
dovském prostoru X = Rn), tj. rozhodněte o správnosti následujícího 

Tvrzení. NechťX je Brelotův prostor a buďU c X relativně kompaktní otevřená 
(a tedy resolutivní) množina, U* #- 0. Pak U je semiregulární, právě když Ur je 
kompaktní. 

IVAN NETUKA dokázal v tomto časopise, roč. 98 (1973), str. 419-421 v poznámce 
o semiregulárních množinách, že odpověď na uvedenou otázku je kladná, jestliže 
množina Uir = U*\Ur všech iregulárních bodů je polární. Není těžké sestrojit 
příklad Brelotova harmonického prostoru, v němž existuje otevřená relativně 
kompaktní množina s uzavřenou množinou regulárních bodů, která není semiregu
lární. Jeden příklad takového prostoru podává C. CONSTAŇTINESCU V Re V. Roum. 
Math. Pures Appl. 10 (1965), 267 — 270, jiný uvádí Ivan Netuka v tomto časopise, 
roč. 99 (1974), 90 — 93. V této poznámce podáme úplnou charakteristiku semiregu
lárních množin v obecných, ne nutně Brelotových, harmonických prostorech. 
Dokážeme totiž následující větu. 
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Věta. Nechť(X, Jť) je silný harmonický prostor ve smyslu Bauerovy axiomatiky 
[3], v němž konstanty jsou harmonické funkce a kde harmonické funkce oddělují 
body. Potom relativně kompaktní otevřená množina U je semiregulární, právě když 
množina regulárních bodů je kompaktní a množina iregulárních bodů má harmo
nickou míru O v každém bodě množiny U. 

Jestliže A c U*, říkejme v dalším krátce, že A je nulová, má-li harmonickou míru 0 
v každém bodě množiny U. Poznamenejme, že každá polární množina obsažená v U* 
je nulová a že obecně množina iregulárních bodů může mít v některých bodech, 
anebo i ve všech bodech, množiny U, kladnou harmonickou míru. 

K důkazu uvedené věty využijeme podstatně výsledků prací [4] a [5], shrňme tedy 
jejich nejdůležitější myšlenky. 

Buď Y kompaktní metrický prostor a s/ uzavřený lineární podprostor C(Y) obsa
hující konstanty a oddělující body Y Na s/ uvažujme supremovou normu a označ
me s/r topologický duál a s/'+ jeho positivní kužel. Zobrazení ó : x i-> ̂ x, kde sx 

značí Diracovu míru v bodě x, je homeomorfním vnořením Ydo s/'+ a Choquetova 
hranice Ch^ Yje právě vzor všech extremálních bodů množiny S(s/) při zobrazení ó, 
kde S(s/) je slabý uzávěr konvexního obalu 3(Y) v s/' + . Je známo, zz následující dvě 
podmínky jsou ekvivalentní: 

(i) S(s/) je Choquetův simplex, 

(ii) pro každý kompakt K c Ch^ Y lze každou spojitou funkci na K prodloužit 
na funkci z s/ se stejnou normou. 

Předpokládejme nyní, Ž3 (X, Žť) je silný harmonický prostor ve smyslu Bauerovy 
axiomatiky [3] a nechť pro jednoduchost konstantní funkce jsou harmonické a har
monické funkce oddělují body X. Je-li ř / c l relativně kompaktní otevřená množina 
a zvolíme-li za stf systém všech spojitých funkcí na U, které jsou harmonické v U, 
vzniká otázka, zda pro tento systém funkcí je splněna některá z ekvivalentních 
podmínek (i) či (ii). Takto formulovali v [6] svůj problém E. G. EFFROS a J. L. 
KAZDAN, přičemž sami dokázali, že při splnění dodatečného tzv. dominačního 
axiomu D, je vždy S(s/) simplex. Nedávno J. BLIEDTNER a W. HANSEN V práci [4] 
ukázali, že S(s/) je simplex bez jakýchkoliv dalších axiomů. Navíc v [5] dokázali 
(Proposition 7), že maximální míry v Choquetově uspořádání representující body 
množiny U splývají s vymetenými (balayage) Diracovými měrami na doplněk U 
(což jsou v podstatě harmonické míry) v každém bodě U, právě když množina 
iregulárních bodů je nulová. Protože bod x e U* leží v Choquetově hranici, právě 
když maximální míra jej representující je právě Diracova míra, a bod x e U* je 
regulárním bodem množiny U, právě když Diracova míra v tomto bodě splývá 
s vymetenou Diracovou měrou, dostáváme odtud ihned následující 

Lemma. Je-li množina iregulárních bodů nulová, splývá Choquetova hranice 
s množinou regulárních bodů. 

Přejděme nyní k důkazu hlavní věty uvedené v úvodu. Je-li U semiregulární mno-
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žina, potom je množina iregulárních bodů nulová (viz [2], Věta 35). Nechť naopak 
pro otevřenou relativně kompaktní množinu U je množina Ur uzavřená a množina Uir 

nulová. Podle lemmatu víme, že Ur = Ch^ U. Zvolme fe C(U*) a označme F = 
= / / * Ur. Podle (ii) existuje G e C(U) a harmonická na U tak, že F = G/* Ur. 
Stačí nyní dokázat, že Hv

f = G na U. Položíme-li ovšem tf> = Hu
f — G na U, jest 

funkce 0 harmonická a omezená na U a pro každé z eUr jest lim 4>(JC) = 0. Odtud 
x-*z 

podle principu minima pro harmonické funkce (viz [3], Věta 4.4.6) vyplývá, že 
<P = 0 na U. 
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