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čili 

K výpočtu střední tíhyby pro jedničku váhy/ 
B. Kladivo, Brno, Česká technika. 

Uvažujme odchylkové rovnice 
VÍ = auxx + a2ix2+ ....+ anixn + buyx + b2iy2 + • • • +fimiym + k, (1) 
kde xl9 x2, . . ., xn, yl9 y2, . . ., ym jsou neznámé, z nichž potřebu
jeme určiti jen yx, y2, . . ., ym (xl9 x2,..., xn jsou na př. orientační 
konstanty při vyrovnáni směrů měřených na stánici). Abychom 
určili střední chybu pro jedničku váhy, potřebujeme vypočísti 
minimum M součtu S = [pv^]: Je otázka, jak vypočísti minimum 
M9 aniž bychom počítali neznámé xx,x2, . . ., xn. 

Normální rovnice příslušné odchylkovým rovnicím (1) jsou í 

— —7 = 0, i= 1,2, . . .9n, --—- = 0, 1= 1, 2, , . ., m, 
2 $Xi 2 $yi 

[paxax]xx + [paxa2]x2+ . . . + [paxa^]xn 

+ [p<*>x f>x\ Vx + ÍPVx b2] 2/2 + • • • + [pa>x M t/m + [pax l] = 0, 
[pa2ax]xx + [pa2a2]x2+ . . , + . [pa2an]xn w 

+ t^2&i] Ž/i + ípa*b2]y2 + . . . + b ^ M y m + t p a a d ^ o , 

t ř ^ n ^ i ] ^ + [pana2]x2+ . . . + [panan]xn 

+ [p&nbx]yx + [panb2]y2 + . . . + [panbm]ym + [panl] = 0, "(2) 
[pbx ax] xx + [pbx a2] x2 + . . . + [pbx an]xn 

+ [pbx 6J yx + [pbx t>2] y2 + . . : + [pbx bm] ym + [pbx l] = o, 
[pb2 ax] xx + [pb2 a2] x2 + . . . + [pb2 an] xn 

+ [pKbx]yx + [pb*b2]y2 + . . . + [pb2bm]ym + [pb2l] = 0, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . • . * . . . . . - • * 

[pbmdx]xx + [pbma2] x2 + . ... + [pbman]xn . : 

f +[pbmb1]y1 + Ípbmb2]y2+\ . . + £pbmbm]ým + [pbml]^Q. 

Eliminujeme neznámé x^ x2, . . ., xn a dojdeme, k soustavě 
l o v n i o . Bxlyx + BX2y2+ . . .+Blmym+Lx^09 

B2X ¥x +B%2 y2 +.. . . + Bzm ym + L2 =- 0, (3) 

' Bmiyx + &mZyt + ' . . - + Bmmym + Lm*== 0. 
čaéoptó pro pěstováni matematiky « fysiky. Ročník I«Vílí, 



y j-vţҗívл-s • ^•ïV.'-'*;^.;*...,,^'-.^ -

35 nich určíme y l f y2, . . ., ym Gaussovým postupem. Písemě-li 
Bki 

(Bti.Ц-Bы — Bu 
•u 

5* (í».l) = 4 - - í 1 i - î , ł 

5 
a podobně 

(Biл.Џ) = (Bú.l)-^(Bu.iy 

(Lк.2) = (Lк.l) — (Lъ.ï) 

(Bы.З) = (Bы.2) — (Bsi.2) 

(Lк.З) = (Lк.2) — (Lг.2) 

u 

(Bk2 . 1) 

(BM • 1)' 
(Bg.l) 
(B2i.l)' 
(Bk3 . 2) 
(Baa. 2)' 
(Bn.2) 

(4) 

(-533.2)' 
a t. d., 

dojdeme postupným vyloučením neznámých yx,y2,.. .,ym k „těmto 
rovnicím pro výpočet neznámých y^y^. . .,ym 

~BXXyx + BX2y2 + B13y3 + . . . + Blmym + Lx = 0, 
(J322.1) y% + (B23 : \)y3 +... + (B2m. 1) ym + (L2.1) = 0, J$ 

(B33.2)y3 + ... + (BZm. 2)ym + (L3. 2)==0, 

(Bmm . m — 1) ym + (Lm . m —ji) = 0. 
Hledané minimum M je rovno 

..;. [piQ + [p<iii]xi + [ ^ . 
+ frMJ yi + C M yi.+ . . - + [?MJjte» (6) 

kde o?!, # a , . . . , #n, yxyj/rt,.,., ym jsou hodnoty fplňujícf rovnice (2). 
Označíme písmenem Ď determinant / 

[páliti* [P®i<t>*l- • -V [P«ia4 f 

Determinanty -vzniklý -z D tím, že jeho i-tý sloupec nahradíme 

v;.';;-;;_;; ; [ ^ 6 4 '[^ifl .; •-• / :, /• \ : ; f ; . ' : ř 1- >"!.•/ 
élou^em f;^ résp* l - . * označíme Ďu resp. A : Pak 

1^1;;; : ;-^ >'l^;v\v 
V^.>:'.ly f í : ' ^ ^ ~ i r ř i ( ^ i ^ i f + # i i % + . : .>+|f^.-DiHi + A ) . s v//>:;::'

;, 
; < . *. " * " • -

. .i-ŕ.',f'
;--



Dosadíme-li tento výraz ža Xi do vzorce (8), bude 
I n m 1 w 

M.=m-^ž^-^+Zyriw^-^Žf^0^- <7 

1 ^ 1 

Dá se snadno ukázati, že koeficient [pbfj]~-jr^ [pa^^P^uy^ 

ve vzorci (7) se rovná L^. Prostý Člen v první z rovnic (3) bude 

A = [pb% q - ^ J \vbiav] Ďv 

a stejně 
1 n 

> Lp = \&$—jj ]£{&/*] DP. 
v-l 

Označíme-li subdeterminanty determinantu D značkou Ar8i (koefi
cient u [parag]), můžeme psáti 

n - , 
^ [pOrl] D^v = 

= ivaif] • (Í?»AJ ^ u + [paAJ . -4 n + . . , + [pa»M ^m) 
+ &»-*, • (ÍVaAl Az + [P«A] • 4 i i + • • • + QwiifyJ A.^ 

+ [poj] . ([ř»x6J iáin + [pa2bf,] ,A2n + * * v + [panb^] Ann) 
n 

~ ^[parb^Dy. 
' *=sl . • 

Tedy koeficient u y^ ve vzorci^(7) je 

*1 J^, 

• • / • • " * * - - • • ' . . • • - - " 

prostý člen v /*-té rovnici (3). Poslední člen ve vzorci pro Jf lze 
jn 

tedy psáti J^L^y^ 
Í»=I t « • . / ' " . " • . " . " . . . x \ , -

-xTento výraziúůžeme vyjádřiti pomocí koeficientů a prostých 
členů rovnic (5)̂  Předně ukážeme, že B& == # # . Koeficient % 
(v i-tém řádku u neznámé^ y* ve (3)) jest 

[pbifa] — ^ 5£ [pM;] D*,. 
" - . • ' • • • - , . .• .'-• -•• '• , v ' -^ *=i •/ • - "••>•.,;. 

^Stejně • - .. ,.. < • • . . * • - , . • . * --*••' ' '.-::";-

#*i = ^ ^ T - . ^ Ž f e ^ ^ * 

l* 



Součet 
•n 

\ ' ". • " . ]?[pkav]Dkv = 

= [pbiat] ([paxbk] A1X + [pa26*] A21 + . . . + [panb*] A i ) 
.'. .' + [pbia2] ([paxbk] A12 + [pa2&*] .422 + . . . + [panbk] An<i) 

+ [pbian] ([paxbk] A\n + \pa2bk] A2n + . . . + [panbk] Ann) 
n 

= [P^i6*] A i + [pa2^*] A-2 + . . . + [panbk] Din = ^ [í>a*b*] Div, 
v = l 

tedy -Ba = Bki. 
Z rovnic (4) je zřejmo,žei (Bki. 1) = (Bik . 1), (Bki. 2) = (Bik . 2) atd. 

Uvažujme výraz 
m m .,- m 

V = — ̂ Bi/ly1ytl—J?B2/tyiyft—: . .— ^B^.ym 

Zavedeme označení 

íi = ^už/i + £ i2 y* + J5ia y3 + • - • + -6im y™, 
Š2=(B22.l)y2+(B23.l)y3 + . . . + (BZm . l)ym, 

* '*•= (Bzz.2)yB+... + (BZm.2)ym, 

Уl<:-

ìm — (Bmm.m—l)ym. 
Pak 

fi 
F + B 

_"» m . m ' . • 

rz~^B\uyiyfA—^]B2!Xy2yíi—. . . — ^Bmpymyp 
,«=! -,«=! ,a-=l 

ff* » l TTl fft. -p 

+ j ^ ^ ^ 
== — ̂ ?(B^- i)y2y/t« — . . . — ]?(BmfA.l)ymy,«-

; M = 2 #—2 

Podobně 

F +f- + ?BlT=--2'^3''-2^»^— ••.-2^-2) M« 
•°11 V«22 • *•} t?z f=i 

atd. až 
M £2 £ .,2 
» 1 i -»» i i *«»—1 

F+£-+nrHr + --- + 
Bn (B2i .1) ' '-'(fim-l, m-1 • m—2) 

= — (£.»>.•» • w — 1) ym
%. 



Odtud plyne: Výraz V je identicky'roven výrazu 
t 2 t 2 t 2 
S i S 2 SW 
-Sii (-BM.l) " / ( ^ ^ . m — 1)' 

Splňují-H yl3 y2i..., ym rovnice (5), je ^X=z—Ll9 Š2=—(L2 .1), 
m 

atd. a V = ^?yl(,Lfl; splňují-li yl9 y2, . . ., ym rovnice (5), jest 
t*=i 

V r „ _ ^ 2 ( ^ - . i ) 2 
^ ^ _ _ _ - _ _ _ . (Lж.m—1)« 

(Bm,m.m—1) 
n 
> Г/n/ï.Л Г) /tг*> vty/үiviл 

1 xS 
Výraz [pZZ] n_^. [pavl]Dv (ze vzorce (7) pro M) se rovná 

součtu [p^i2], dosadíme-li v něm'a?< = ~, t/i = 0. Součet 

[PÍ (íi — [au -~ + a2i -^ + . . . + ani~jj J 

2 ^ r / D D D \21 
= [.?*! — ^ ^ [ 2 ^ ^ - O v + [ ^ ( « l i ^ + « 2 ^ 2 + . . . + » m ^ ) J. 

\pi(au^ + a2i^+... + ani^)2]== ' ' 

= ^ | ([W*il A + IJ»A] D t + • • • + [panat] Dn) 

+ j | ([?WiaJ Di + [JP«2«2] D a + • • • + [W*a2] Dn) 

+ Jfi ([JWI 0 "] A + [jWsfti] A + "• • • + [P^nOn] Dn). 

Výraz 
[pa^] D-, + [pa2ai] D2 + . . . + [pana^ Z)n 

= [pa^] ([paxl] An + [pa2l] A21 +.. . . + [paj] Anl) 
+ [pa&i] ([paxl] A12 + [paj,] A22 + . . . + [pdj] An2) 

+ [panai] ([paxl] Aln + [pa2l]A2n + . . . + [poj] Ann) = [pOil]. 1>. 
Tedy 

[PÍ \aiijf + a*i-fi + • • . + ^ jf)) I = # J?t?*M] ^ 
? t*S» 1 ••-

[l»ť(t"< — ( o i í ^ + 02Í p 2 + • ; . + ««< *^)) J ; / ; 

'••:•-= M-^Ž[íWvti»z>f, «• •:*•-* - -^ v 



Máme tedy výsledek: Hledané minimum M výrazu [pVi?]> 
(součet čtverců zbývajících odchylek) lze psáti ve tvaru M—J+II, 
při čemž 

I = Ш— ^J£[paJ]D,., (8) 
*=1 

nebo ' • 

I~ [pVi2], dqsadíme-li x{ = — ~ , y{ = 0, (9) 

IJ = ^Lliyil, (10) 

nebo 

J J : = r Zj» (L2.\y (J».m—1)« 
Bn (522.l)v • " {Bm,m.m-l) ( 

Užití, a) Jde o určení vyrovnaných souřadnic bodu z měřených 
směrů vnějších a vnitřních. Odchylkové rovnice jsou . 

Vi = aidx + bidy + k, i = 1, 2, . . ., n,. 
v{ = z + a{óx + b{Sy + l{, Z = l , 2 , . . . , ra; 

dXy dy jsou hledané opravy souřadnic, z orientační konstanta, 
kterou znáti nepotřebujeme, a, b směrové koeficienty. Normální 
rovnice jsou 
,. t , [p]'z+[pa]'dx + [pb]p6y + [pl]' = 0, . 

[pa]'z + [paa] dx + [pab] óy + [pal] = 0, 
* ; Wz + [pab] óx:+ [p66] dy + [pbl] = 0; 

při tom zi^ačí závorka [ ] ' součet vztažený jen na směry vnitřní. 
Rovnice (3) budou fcde 

a1óx + b1óy + co1 = 0, bx dx + b2 dy + w2 — 0, V ( 3 T 
kde 

r -, [PO]'* \ r At [PaídpbT , r ^ i fa&]'2 

a t = [ p a a ] n ^ j p A = [ j # ] — ^ ' ^ J , b% = [pbb]~^-, 

r •„ V f ^ t ó J ^ r ^ n - W - W •" 
K těmže normálním rovnicím se dojde z odchylkových rovnic 

Vi^Oi6x + bi6y+li% i-= 1,S, .-. ., n, 

P^mínlty, abý^ ffi jpt y<8 '-f* y ffl fo* t>ylo minimální, jsou právě 

rovnice (3')t "Mi^i^um M součto* :1? $ v£ + ^JH v{* jest rovno 
*•-'•'.'- ' ' ; ' "" -."• -: - V " : -' ' /^"' '/'•, " ' % ^ . _ , : * . ^ , ,^_ ' < • • . " * K'_ "'. - \ • :- \ ' / \ 

ï-i. 



]?pi(aidx + bidy + k)2 + 

= ]?Pi (di dx + bi óy + iť)
2+ 

+ ? B{„^+v%- [«^M+(^-W)}'. m 
Podle vzorců (8) až (11) lze hledaný součet čtverců zbývajících 
odchylek psáti M — I + II, při čemž 

nebo 

'=Ş»»+Ş*І!t-$l' m-
II = (o1dx + widy, (10') 

dx, dy splňují rovnice (3'), nebo 

- « - • - í - f c ^ . . ; :.•.<»•> 
6 6 2 

(o>2.l) = co2 — <*>!--, (62. 1)==62 — - ^ . 
c*j : d j 

Instrukce pro trigonometrická a polygonometrická vyměřováni1) 
tížívá vzorců (7*) a . 

j / = ^ P i í i - + ^ ^ ( v _ ^ y + w . ^ + a , 2 « 5 y . .',:•:'.' 

6) Při vyrovnání směrů měřených na stanici v řadách a sku-. 
piriách, jsou odchylkové rovnice 

ypuvn—ypuxi, y$#p&—yptífa'^ 
Vpivši -== fjhi(Xi + (s)—bH)9 i ===' 1,2,..., n; 

čísla/p jsou rovna 1 nebo 0 podle toho, byl-li nebo nebyWi pří
slušný směr zaměřen, Xi jsou orientační konstanty jednotlivých 
skupin, Uh+(k) jest vyrovnaná hodnota uhlu mesri prviiím a M ý m 
směrem, Wjt + 6« jest hodnota naměřená při zaměření na M ý bod 
v i-té skupině. — Normální rovnice budou ; :-..*.. 

PÍXÍ + P2i(2) + p$i($) + . • >+;P*i(s)~t>i> i - ^ i ; 2 t . ; ^ ^ 

, *) Instruction zur Ausfuhrung der trígononietrischén und polygono*; 
ráetrischeú Ve*messungén; 5^A^ / 



]?PkiXi+(k)^?pki — ^Pkibki, & = 2 , 3, . . ., s; 
i i i 

PÍ značí počet předmětů zaměřených v í-té skupině, bi součet 
odchylek bu v i-té skupině. — Vypočteme-li z prvních n rovnic 
veličiny Xi a dosadíme do dalších s—1 rovnic, dojdeme k rov
nicím (3) pro neznámé (2), . . ., (s). V praksi se tyto rovnice (3) 
sestavují přímo. — Součet čtverců zbývajících odchylek je zase 
M^I + II, kde 

/ = y (P2i b2*+.. ,+prf 6^) —J£ -ÍJ--
i=\ i=l Pl 

Uvážíme-li význam veličin pu, vidíme, že 
n 

^ (P2i b2i
2 + • . .+Psi bSi

2) 
i=\ 

se rovná součtu (a) čtverců všech odchylek bu, tedy 

Podle vzorce (9) dá se psáti / ve tvaru 

— je aritmetický střed odchylek bu v jednotlivých skupinách. 

PÍ . • - .. .. . *• A . ~> •-'. .• • 

Označíme-li rozdíly ^~bu písmenem tu, (rozdíly odchylek na-
pi 

měřených v jednotlivých" skupinách proti aritmetickému středu 
odchylek v uvažované skupině), bude, ^A ;. 

.; ;...-. 1=2rH\ - ( n 
^,k 

součtu čtverců všech rozdílů r^-. 
Podle vzorců (10) a (11) jest konečně -

II~L1(2)+L2(3)+...+L8-1(8), (10") jj^ • y . - (Lг;. i)» (L.-L8 —-2)-
5 U ( Д 2 Í . j ) : • ' ' ' ( & _ , , . ^ . *__ 2 ) " 

( ł l " ) 

A. Ferrero1) doporučuje na př. počítati / p o d l e vzorce (9") 
a / / podle vzorce (11"), . ; . . ' _ 

•̂) Aniiibale;!Fer.téro: Esposkione delmetodo dei minirm quadrati^ 
Fiřenze 1876, str> 157—9. .' '•" '/ 



Calcul de[Ferreur moyenne de l'unité tte poids. 

(Ext ra i t de l ' a r t ic le précédent) . 
L'auteur établit des formules pour le calcul de l'erreur moyen

ne de l'unité de poids, à savoir, pour la somme de carrés M des 
écarts résiduels, les équations de condition ayant la forme 

Vi = au x1+a2i x2+ ... + anixn + buy1 + bx y%+ v . + b^i y™ + U, (1) 

où ne sont à déterminer que les inconnues yl9 . . M ym. 
Considérons le déterminant D= \[patajt]\, i, k= 1, . . ., n, et 

désignons, respectivement, par Da, Dt les déterminants que Ton 
obtient en remplaçant la colonne i-ième de D, respectivement, 
par les colonnes [paibk], [p<hl], i= 1,'. . ,n. Les termes absolus 
des équations (3) obtenues en éliminant xl9 . . .,xn des équations 
normales (2), étant Lj, et (L2 . 1), (L3. 2), . . . , (Lm . m^-~ i), (Ê22. I), 
(JS33 . 2), . . ., (Bmm .m— ï) étant les coefficients usuels de l'algo
rithme de Gauss, on peut écrire les formules suivantes: 

1 n 

M = I + 11, où I=[pll] — -^[pavl]Dv, on 
v—1 

I = [pvi2], en y substituant Xi=—Di'.D, y% = 0\ 
11 = Lxyx + L2y2+ . . . + Lmym, ou 

/ / = = V (L2.\y '(Lm.*^i)* 
-Bu (#22-1) ' " (Bmm.m— 1)* 

L'auteur donne une application de ces formules au calcul 
de l'erreur moyenne de Ftmité de pokjp darns le-cas de recou
pement et dans le cas de la compensation de station, lorsqu' on 
a employé la méthode des séries incomplètes. 
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