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K jisté transformaci obycejné Volterrovy
integro-diferencidlni rovnice.
Otor;uzr Pankraz.
(Doslo 12. ledna 1932.)

Pan prof. E. Schoenbaum odvodil ze statlstlckych tvah
obyce]nou integro-diferencialni rovnici pro nezndmou funkei ¢(x)
v uzavieném intervalu < a, b >

d
293 _ f(z) . gla) +fo§)¢(E)d£ Y
s podateéni ppdmmkou ‘
. "p(a’) =4,
kterou substituct
i Jraraz
p(x)=¢" @) (2)
redukuje na rovnici '
u(e) = A4 + f H (z, &) u(&) dt, (3)
pfi éemi.
- f Kexiz ‘ L
xé)_f LK (t,&)dt. 4 4)

O vSech funkcich. predpokladame Ze jsou spopte :

v ,,Aktuarskych védach,. rod. L., &. 4*) polozil j jsem si ota.zku,-
do jaké miry tato substltuce mé vliv na jédro rovnice, zvolime-li .

¢ .b *)V tomto Slénku se vyskytlo n¥kolik tlskovy'ch chyb které ru$i
etbu.

’ 15*

v
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za f(x) specidlni funkei a to f(x) = konst. Zjistime, Ze pak plati:

Rovnice (1) dd se redukovat substituci.(2) na rovnici (3) tehdy a jen

tehdy, jestlize jddro K(x, £) jest tvaru K = K (x — &).

V nasledujfcim podém zcela jednoduchy dikaz tohoto tvrzeni.

- [1.] Dikaz se opird o nékteré zakladni pojmy z Volterrovy

teorie permutaénich funkef. Jsou-li na a< &< 2 <b dany dvé
- spojité funkce F (z, £) a G (, £), nazyva je Volterra funkcemi

permutainims (zaménnyml), jestlize plati

fF(:v 2) Gz, & d'r=f z,2) F (2, &) dz

§
pro kazdy bod deflméniho oboru. Symbohcky identitu pise

FG = GF.

Abych podal zéklady Volterrovy teorie p. f. ve form¢ pokud
mozno ucelené. budu postupovatl nasledovné: V teorii p. £. (v po-
dénf Volterrovd) jest tfeba uvaovat dvojf druh objekti: 1. redlné
spojité funkce (obecné) dvou proménnych, a 2. objekty, o jejichz

" povaze sta¥f jeding v&d&ti, Ze 1ze s nimi poéitati podle zcela uréitych
pravidel. KaZdy objekt z obou druhii nahradim p¥islusnym sym-
bolem a budu uvaZovati souhrn viech téchto.symbold. Protoze
a priori vim, Ze aspoii nékteré symboly mohu bezprostfedné
obsahovd interpretovat jako reélné spojité funkce, budu také mlu-
viti o ,souhrnu urihtjrch elementd* misto o »souhrnu
urditych symboli®.” Na to budu se symboly poéitati, podle
zékladnich arltmetlckych pravidel (jako kdyby to byla &sla realn4)

" a teprve ve vysledku prejdu k obsahové mterpretacl symboh’l

BudteZ tedy dény objekty, které nazvu, ,permutacmmz elementy

Je-li né¢jaky objekt e permutatnim elementem, oznadim jej e.
O povaze téchto elementd postulujeme:
: L) Postuldt formdlnd: Libovolné dva permutaéni elementy lze
. mavzdjem seist; odelist, zndsobit a délit v aritmetickém smyslu.
~ =~ Definice: Operace antmetlcke v (I ) nazvu také operaceml
; f'permutaénimx
(I1.) Postuldt obsahovy: Je.sthée permutaénimi elementy jsou
" dvé’ redlné spojité funkce F(z, &) a G(x, &) definované v oboru a <
e <E<aE<b, pak permulaénl nasobeni téchto /unkci 7est :dentwké
,,"-8 mtegrdlni operaci - , ,
FG --fl"(x, z) G(z, E) dz .

,plamou pro kafdy bod oboru




233

D4 se ukdzati, Ze tyto postuldty postati, abychom bezesporné
odvodili v8echny vysledky teorie p. f., jak jsou na p¥. poddny
v knize ,,Volterra-Pérés: Leqons sur la composxtxon et les fonctions
permutables, 1924, .

Budi? na tomto misté udinéna néasledujici zdsadni poznimka.
Volterrova teorie p. f. souvisi s obecngjsi teorii nekoneénych matic.
Vysledky, ke kterym tato teorie dospéla, jsou celkem chudé a v teorii
nekonenych matic jsou to jen zajimavé specidlnf piipady.

[2.] Z v&t o permutaénich funkei potfebujeme néasledujici:

1. Mezi permutaénfml elementy existuje jeden jediny element,
oznaéme jej 1" takovy, Ze

'l * »
.10=c¢,
kde ¢ jest libovolny p. element. : :

2. Budiz na a< &<z <b spojitd reilns funkce F (:v, &)
a utvorme vSechny redlné spojité funkee @ (z, &), pro které FG =
— GF. Necht (8;) jest souhrn viech téchto funkci Pro kazdou
funkei G (2, &) z (8,) naleznu element e, Ze plati Ge = 1°. Bud (Ss)

souhrn viech téchto elementi e. Nazvems pak (8) = (8,) + (Sy)
souhrnem vech permutaénich elementt, s danow funkei F. DokéZe se:
(8) jest grupa permutaénich elementd. V kaZdé grupé (S) existuje

subgrupa téch elements, které jsou sestmyeny 7edmé pomock dané
funkce F.

3. a) Oznacime-h F =7 obeens Fr—1. F—=Fraf =
== F F.F—1— 1" pak zminéna. subgrupa, ]est vytvorena
elemen’oy F k=041, +£2: )

b) Aby byla splnéna. relace FG = FG kde F = F (=, 6) jest

spojité funkce a ¢ = 1, jest nutné a postadi; aby F=F (z — &).
Souhrn' viech funkef toho tvaru pati do grupy, kterou Volterra
nazval grupou uzavieného cyklu. - - ‘

4..V dal$im budeme. hledati jen ta reéeni in ra.lnich rovme, -
_ pro kters plati néasledujict princip: KaZdd redlnd funkee spoyzta
P, Hrve<E<z<bd vyskytuyici 8¢ v rovnici integrdint (@ in- =

tegro-diferencidini) .patti do 7wtef grupy (subgrupy) permutacnicb

elementu o

" [3.] Vratme se k na.iemu tvrzeni

o R(j,lam (4_) muzeme psa,tl L s
' e H(x,g).;lKl(x 5), 
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kde

—ﬁ(z)dz .
K (x,6)=¢ * . K (z, £).

Podle principu ve [2, 4], kaZd4 funkce dvou proménnych vyskytu-
jici se v rovnici integralni a integro-diferencidlni, musi byti ele-.
mentem z n&jaké grupy p. elementi. Tedy také funkce H (z, &)
ve (3) musf ndlezet do néjaké (dosud neurdené) grupy (8). Budiz X
libovolné zvoleny element z (S). Potom musi

A.X=X.8,
aviak '
. * *
.H = 1 Kl’

‘tedy po dosazen{ a dovolené tpravé

Q&)X =1(Xk)=~R
Proto%e funkce R patii do (8), musi byti permutacm s kterymkohv
elementem, které v permutacl vstoupily, tedy
o ' - 1k=Rj,
z tehoz
* ®» * »
' 1X = X1, 4
coZ znamend, Ze grupa (8) jest identickd s grupou uzavieného
cyklu a tedy také :

Y

*_*

Tk =K1

Naopak kdyby K, nebyla p. funkei z grupy uzavieného
cyklu, nemohla by z tohoto cyklu byti funkce R a tedy neplatlla,
. by relace-(4). To viak znamend, Ze by substituce (2) nebyla pii-
pustnd, coZ jest proti predpokladu

[4.)- Zbyvé dokézat: Jestlize K, patif do grupy uzavieného
cyklu, také K jest elementem z této grupy (a naopak). Toto tvrzeni
jest specidlnim p¥ipadem nésledujici relace. BudiZ dana pro kazdy
_“bod uvazovaného oboru relace

f;(z) dz -
e £ pe—H=F—8); B
o ]a.kého tvaru musf byti funkce fs aby (3) byla. splnéna?. Pro ¢ (a F)
L Jest nutné a postati, aby

Cowtes O
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Provedme parciélnf logaritmické derivace vyrazu (5)

1op 10F
f(=) + @pox F ox
1 atp 1 oF

seétéme a pouzijme (6). Plyne
f(x) = f(&) tedy = konst.

Obrétime-li nyni pfedpoklady, plyne pro ni§ specielni p¥ipad, Ze
jest nutno a staéi, aby K = K (z — ¢), jak bylo dokazati. '

%
Sur une transformation de la théorie des équations intégrales.
(Extrait de 'article précédent.)

En s’appuyant sur quelques notions de la théorie de fonctions
permutables de Volterra auteur démontre: Soit dans I'équation
(1) du texte tchéque f(x) = constante. La condition nécessaire et
suffisante pour que I’équation (1) soit réductible par la substitution
(2) & I’équation (3) est que le. noyau K (z, &) soit une fonction K =

=K (z—¥§)
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