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K jisté transformaci obyčejné Volterrovy 
integro-diřerenciální rovnice. 

Otomar Pankraz. 
(Došlo 12. ledna 1932.) 

Pan prof. E. Schoenbaum odvodil ze statistických úvah 
obyčejnou integro-diferenciální rovnici pro neznámou funkci tp(x) 
v uzavřeném intervalu < a, b > 

d(p(x) f(x).<p(x) + fк(x,ţ)<p(Ç)d£ (1) 
a 

<p(a) = A, 

dx 

s počáteční podmínkou 

kterou substitucí 
* x 

Jf(z)dz 
(p(x) = e .U(x) (2) 

x 
redukuje na rovnici 

u(x) = A + ÍH (X, i) «(£) dí, (3) 

a ' 
při čemž 

« . • * 

e * .K(t,Š)dt. ' (4) 

O všech funkcích předpokládáme, že jsou spojité. 
V „Aktuárských vědách", roč. I., c. 4*) položil jsem si otázku, 

do jaké míry tato substituce má vliv na jádro rovnice, zvolíme-li 
*) V tomto článku se vyskytlo několik tiskových chyb, které ruší 

četbu. ~ • ' • • , . • 
15* 
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za f(x) speciální funkci a to f(x) = konst. Zjistíme, že pak platí: 
Rovnice (1) dá se redukovat substitucí ,(2) na rovnici (3) tehdy a jen 
tehdy, jestliže jádro K(x, f) jest tvaru K = K (x — f). 

V následujícím podám zcela jednoduchý důkaz tohoto tvrzení. 
[1.] Důkaz se opírá o některé základní pojmy z Volterrovy 

teorie permutačních funkcí. Jsou-K na a<t;<x<b dány dvě 
spojité funkce F (x, {) a S (x, f), nazývá je Volterra funkcemi 
permutačními (záměnnými), jestliže platí 

ÍF(x,z)G(z,Š)dz=fG(x,z)F(z,Š)dz 

pro každý bod definičního t)boru. SymboKcky identitu píše 
* # * * 
FG = GF. 

Abych podal základy Volterrovy teorie p. f. ve formě pokud 
možno ucelené., budu -postupovati následovně: V teorii p. f. (v po­
dání Vcáterrově) jest třeba uvažovat dvojí druh objektů: 1. reálné 
spojité funkce (obecně) dvou proměnných, a 2. objekty, o jejichž 
povaze stačí jedině věděti, že lze s nimi počítati podle zcela určitých 
pravidel. Každý objekt z obou druhů nahradím příslušným sym­
bolem a budu uvažovati souhrn všech těchto. symbolů. Protože 
a priori vím, že aspoň některé symboly mohu bezprostředně 
obsahově interpretovat jako reálné spojité funkce, budu také mlu­
viti o „souhrnu určitých elementů" místo o „souhrnu 
určitých symbolů"." Na to budu se symboly počítati^podle 
základních aritmetických pravidel (jako kdyby to byla čísla reálná) 
a teprve ve výsledku přejdu k obsahové interpretaci symbolů. 

Buďtež tedy dány objekty, které nazvu „permutačními elementyí(. 
* 

Je-li nějaký objekt e permutaěním elementem, označím jej e. 
O povaze těchto elementů postulujeme: 

(I.) Postulát formální: Libovolné dva permutační elementy lze 
.navzájem sečíst^ odečíst, znásobit a dllit v aritmetickém smyslu. 

Defin ice: Operace aritmetické v (I.) nazvu také operacemi 
permutačními. 

(II.) Postulát obsahový: Jestliže permutačními elementy jsou 
\ dví reálné spojité funkce F(x, £) a G(x, | ) definované v oboru a < 

<$<x<b, pák permutační násobení téchto funkcí jest identické 
•s integrální operací 

'.' ".v. V " ' ' • . •' • ,',/•'. v'*-, ' " " "• • ' • ; • . . . 

:;̂ /̂;.-/;j//•'//:,•• m = [F(x,z)G(z,$)dz •.'•_•; ,/'/ 

patnou pro kaídý bod oboru. . " 



Dá se ukázati, že tyto postuláty postačí, abychom bezesporně 
odvodili všechny výsledky teorie p. f., jak jsou na př. podány 
v knize ,,Volterra-Pérés: Le9ons sur la composition et les fonctionsr 
permutables, % 1924". , 

Budiž na tomto místě učiněna následující zásadní poznámka. 
Volterrova teorie p. f. souvisí s obecnější teorií nekonečných matic 
Výsledky, ke kterým tato teorie dospěla, jsou celkem chudé a v teorii 
nekonečných matic jsou to jen zajímavé speciální případy. 

[2.] Z vět o permutacnich funkcí potřebujeme následující: 
1. Mezi permutačními elementy existuje jeden jediný element, 

# 
označme jej 1°, takový, že 

# # * 
e . 1° = e, 

kde e jest libovolný p. element. 
2. Budiž na a<£<x<b spojitá reálná funkce F (x, f) 

a utvořme všechny reálné spojité funkce G (x, f), pro které FG = 
# # 

= GF. Nechť (Sx) jest souhrn všech těchto funkcí. Pro každou 
• • # • 

funkci G (x, f) z (Sx) naleznu element e, že platí Ge = 1°. Buď (S2) 
# 

souhrn všech těchto elementů e. Nazveme pak (S) = (Sx) + (St) 
souhrnem všech permuiačnich elementů s danou funkcí F. Dokáže se: 
(S) jest grupa permutacnich elementů. V každé grupS (S) existuje 
subgrupa těch elementů, které jsou sestrojeny jediné pomocí dané 
funkce F. 

3. a) Oznacíme-li F .F = F2, obecně F"-1. F = F* a F = 
# # # • 

= F1 = F, F. F—1 = 1°, pak zmíněná subgrupa jest vytvořena 
elementy Fk (k = 0, ± i , ± 2, . . . ) . . 

# # - # # • # 
b) Aby byla splněna relace FG = FG, kde F ř= F (x, ř) jest 

spojitá funkce a f f s l , jest nutné a postačí, aby F s F (a? — £). 
Souhrn všech funkcí toho tvaru patří do grupy, kterou Volterřa 
nazval grupou uzavřeného cyklu. V ;, 

4..V dalším budeme hledati jen ta řešení integrálních rovnic, 
pro která platí následující p r i n c i p : Každá reálna funkce spojitá 
F (x, i) v a < f < x < b vyskytujíáse v rovnici integrální (a in-
tegro-diferencicttni) patří do jisté grMpy (subgrupy) permutacnich 
elementů. > 

[3.] Vraťme se k nááemu tvrzení. " • 
. Relaci (4) můžeme psáti 

^ ' H(xxŠ)^ÍKt(x,Š), 
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kde 
X 

— jm dz 
K1(x,^) = e * .K(x,£). 

Podle principu ve [2, 4], každá funkce dvou proměnných vyskytu­
jící se v rovnici integrální a integro-diferenciální, musí býti ele­
mentem z nějaké grupy p. elementů. Tedy také funkce H (x, f} 
ve (3) musí náležet do nějaké (dosud neurčené) grupy (S). Budiž X 
libovolně zvolený element z (S). Potom musí 

• • # • 
H . X = X . H, 

avšak 
# # 

H=1KU 

tedy po dosazení a dovolené úpravě 
• • # # • # 

(1K1)X=1(XK1) = R. 
Protože funkce R patří do (S), musí býti permutační s kterýmkoliv 
elementem, které v permutaci vstoupily, tedy 

# • # • 
, 1 R = R1, 

z čehož 
# • • • 

1 1 = 1 1 , 
což znamená, že grupa (8) jest identická s grupou uzavřeného* 
cyklu a tedy také 

# # * # 
Naopak, kdyby Kx nebyla p. funkcí z grupy uzavřeného 

cyklu, nemohla by z tohoto cyklu býti funkce R a tedy neplatila 
by relace (4). To však znamená, že by substituce (2) nebyla pří­
pustná, což jest proti předpokladu. 

[4.] Zbývá dokázat: Jestliže Kx patří do grupy uzavřeného 
cyklu, také K jest elementem z této grupy (a naopak). Toto tvrzeni 
jest speciálním případem následující relace. Budiž dána pro každý 
bod uvažovaného oboru relace 

JMdz 
é .y{x— S) = F(x— I); t (5) 

jakého tvaru musí býti funkce /, aby (o) byla splněná? Pro <p (a F) 
jest nutné a postačí, aby 

•,,;: : -•• ' ':• l + l - V V < 6> 
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Proved'me parciâlni logaritmické derivace vyrazu (5) 

f{x) + ~jdx = Tdx" 

un ,ity_iW 
-m+JTç--FJï' 

sectëme a pouzijme (6). Plyne 
f(x) = /(£) tedy = konst. 

Obrâtime-li nyni pfedpoklady, plyne pro nâs specielni pripad, ze 
jest nutno a staci, aby K = K (x — cf), jak bylo dokâzati. 

* 

Sur une transformation de la théorie des équations intégrales. 

(Ext ra i t de l 'article précédent.) 

En s'appuyant sur quelques notions de la théorie de fonctions 
permutables de Volterra l'auteur démontre: Soit dans l'équation 
(1) du texte tchèque f(x) = constante. La condition nécessaire et 
suffisante pour que l'équation (1) soit réductible par la substitution 
(2) à l'équation (3) est que le noyau K (x, f) soit une fonction K := 
= K(x — i). 
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