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CGasopis pro p&stovani matematiky, ro&. 76 (1951)

LINEARNI OPERATORY I

MIROSLAV KATETOV, Praha.
(Doslo dne 30, ¢ervna 1950.)

Tato druhé 4st referdtu mé stejnd jako jeho prvni dast (viz Cas. mat.
fys. 75, D9—D31 (1950)) piipravny réz. § 7 je vénovan bilinedrnim
formém a formam druhého stupné. V § 8 se zabyvam vlastnostmi
adjungovaného operitoru a operétory normalnimi. Jejich vlastnosti,
hlavné pak jejich vyjédieni (t, zv. spektralni representace) pomoci
projektort (jimiz se zabyvam v §9) budou hlavnim pfedmétem ce-
1ého referétu.

§7. Bilinedrni formy a formy druhého stupné.

Bilinedrni formy a formy druhého stupné jsou (nehledé ani k tomu,
Ze jsou dulezité samy o sobé) velmi uZitednym ndstrojem theorie operd-
torti. Tvrzeni o téchto forméch, obsaZend v tomto paragrafu, jsou oviem
vlastné jen vice méné trividlnimi pomocnymi vétami.

7,1. Necht je dén linedrni prostor (v. I,1) P a komplexni funkce ¢
v kartézském soudinu §x S, kde S CC P, takovd, Ze pro libovolnd «,
z Hy a z,2,9,y; z 8 plati: (1) (@, + 3 y) = (21, Y) + @(s, );
2) o=, 11+ ¥ = @@ 1)) + @(2, ¥2); (33) @(az, y) = x @(x, y); (3b)

(z, By) = B p(x, y). Pak ikdme, Ze je ddna bilinedrni forma ¢ v P.

Linedl 8 nazyvam oborem bilinedrni formy ¢ a znaéim jej Dg; prostor P
nazyvam nékdy prostorem argumentd formy ¢. Bilinedrni forma je tedy
vlastné dvojice (P, ), kde P je linearni prostor, ¢ je funkce s vlastnostmi,
které jsme pravé uvedli; zpravidla vSak nerozliSuji mezi samotnou funkei
@ a bilinedrn{ formou jako dvojici (P, ¢); srovn. odst. 6,1.

Poznémky. 1. Mohli bychom definovat bilinedrni formu té% obec-
néji tak, Ze ¢ by byla komplexni funkce v S; X S,, kde S; CC Py, 8, CC P,
a P,, P, jsou linedrni prostory.

2. Mohli bychom nahradit na pf. pozadavek (3b) pozadavkem (3b )
o(z, By) = B @(z, y), &im% bychom dostali jiny pojem bilinedrni formy;
timto pojmem se viak nebudeme zabyvat.

7,2, Ptiklady. (1) Necht H, mé vyznam z 1,17; nechﬁ i (B, =
=1,...,,n) jsou komplexn{ éisla Pro x={&}eH,, y={n}eH,
klademe @ (2, y) = ZoixEme. (2) Vnitini soudin (v libovolném unitérnim
prostoru) je bilinedrni forma. (3) Necht H, mé vyznam z 2,2; necht
S CC Ho, se sklddé z z = {£,} takovych, fe Zk|&;2 < co. Pro z =
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={&)e8, n={n:}e8 bud ¢z, y) = Tk 7. Pak je ¢ bilinedrni
forma v H,, Dp = 8.

7,3. Necht je ddn linedrni prostor P a komplexni funkce @ v 8 CC P
takovd, Ze proz,y,zz Pa Az H  plati (1) Q(x + y + 2) — Q(x 4 y) —
— QU +2)—Q(z+ ) + Q@) + Qy) + Q) =0; (2) Q(Az) = |A!.
. Q®); (8) limQ(x + Ay) = Q(x). Pak fikdme, Z%e je ddna (hermitovskd)

A0

forma druhého stupné @ v P; linedl S nazyvam oborem formy @ a znadim
D@. — Obdobné jako bilinedrni forma, je forma druhého stupné vlastné
dvojice (P, @), kde Q je funkce v .8 CC P.

Poznédmky. 1. Kdybychom nahradili podminku (2) podminkou (2’)
Q(Ax) = A2 Q(z), dostali bychom jiny typ formy druhého stupné; nebu-
deme se jim viak zabyvat. — 2. Lze ukdzat, e podminka (3) je pod-
statnd a Ze ji nemZeme vynechat, jestlize chceme, aby kazd4 forma dru-
hého stupné @ v H,, se dala vyjadfit v obvyklem tvaru Q(z) = Zo; &6,
kde {{;} = =.

7,4. Piiklady forem druhého stupné: (1) Q(z) = S,y v pro-
storu H,, z 1,17; (2) Q(x) = |z|? v libovolném unitdrnim prostoru.

7,5. Necht je ddn linedrni prostor P. Rikdme, Ze bilinedrni forma ¢
v P a forma druhého stupné @ v P si navzdjem prislusi, jestlize (1) Dp =
= D@, (2) ze DQ = ¢(z, 2) = Q().

1,6. Necht je ddn linedrni prostor P. Potom ke kaZdé bilinedrni formé ¢

v P pfislust pravé jedna forma druhého stupné Q v P a obrdcené.
* Dukaz. I Je-li ddna bilinedrni forma ¢, pak pro x € Dy poloZim
Q(x) = @(z, z). Snadnym poétem se zjisti, Ze @ spliiuje podminky (1), (2)
z 1,3, Jeito Qz + Ay) = Q) + Ao, ©) + Ao, y)+ |42 Qw), je
zfejmé splnéna téZ podminka (3), takze @ je forma druhého stupns, jei
zfejmé piisludf k @. Je rovnéz evidentni, Ze k jedné bilinedrni formé ne-
mohou pfisluSet dvé rizné formy druhého stupné.

II. Necht je déna forma druhého stupné @ v P. Pro z € DQ, y ¢ DQ
poloime @,(z, y) = Q= + ¥) — Q@ — ), p,(z, y) = Q + iy) — Q(z —
—iy), @(z, ¥) = $¢1(%, y) + Los(z, y). Funkce ¢ zfejmé splituje pod-
minky 1), (2) z 1,1, r-[‘e(iy Plati (*) <P(ax’ Y) =« ¢(.’II, Y), ?’(9’, ﬁy) =
= P @(x, y) pro celd kladnd a jak z toho ihned plyne, téZ pro kladnd
raciondlni «,f. Jeito ¢(z,0) = ¢(0,y) = 0, méme ¢(—=,y) = p(z,
—Yy) = —@(z, y), takZe (*) plati pro redlnd raciondlni «, . Z toho vy-
plyne poutitim 7,3, (3) Ze (*) plati pro v8echna reilnd «, 8. Snadnym
pOétem zjistime, Ze ‘pl(?x’ y) = 9’1(35, Y), ¢2(.x’ y) = (pl(x’ y)y ¢1(z! y) =
= ¢,’(.’E, y)) ?2(‘1’! ‘.7/) = —¢](I, y)’ ta.kie (P(x: ?/) = i(p(xr :'/) & ¢(.’t, ]y) =
= —ig(x, y). Z toho nyni jiZ plyne, Ze jsou splnény podminky (3a), (3b)
z 7,1, takZe g je bilinedrni forma. Ziejmé z e Dp = DQ = ¢(z, z) = Q().

Predpoklddejme nyni, %e @, ¢’ jsou bilinedrni formy v P, Dp =

= D¢’ = DQ a x ¢ DQ =>¢(, ) = ¢'(2, ¥) = Q(z). Pro z ¢ DQ, y e DQ
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polozme y(x, y) = @p(z, y) — ¢'(x, y). Pak z e DQ = y(x, ) = 0, z dehok
snadnym poétem plyne pro libovolnd z, y z D@ toto: y(z, y) 4 y(y, ) =
= 0, w(ix, y) + 'P(?/> }x) = 0’ ‘l/)(.’l?, 3/) - 1/’(.% .’C) == 0; takze 1/)($, 3/) =0.
Tim je dikaz proveden.

1,7. Necht ¢ je bilinedrni forma v H,, Dp = H,. Necht prvky
ay, ..., &, twofi ortonormdlni fundamentdini mnoZinu v H,. Pak existuji
(@ jsou formou @ a prvky a, ..., a, jednoznaéné uréena) komplexni étsla o),
(t,k=1,2,...,n) takovd, Ze ¢(x,y) = Ly (%, a;) (ar, y) pro vdechna
z,yeH,.

Dtukaz. PoloZim o,y = ¢(a;, ay).

Pozndmka. Obdobnd véta plati oviem (vzhledem k 7,6) pro formy
druhého stupné.

7,8. Rikdme, %e bilinedrni forma ¢ v P je hermiteovskd, jestlize pro
libovolnd x a y z Dy &sla @(2, y) a @(y, «) jsou komplexné sdruzend.

Piiklad. Snadno se zjisti, Ze forma ¢ z 7,2, (1) je hermiteovskd,
kdy? a jen kdy% oy = oz (5, k= 1,2, ..., 7).

- 1,9. Bilinedrnt forma @ je hermiteovskd, kdyZ a jen kdyZ prisludnd
k nit forma druhého stupné @ je redlnd (t. j. Q(x) je rediné &islo pro kaZdé
z e DQ). :

Dikaz. Je-li ¢ hermiteovskd, pak mdme vidy ¢(r, x) = ¢(z, z),
takZe Q(x) = g(x, x) je redlné. Je-li Q(x) = ¢(r, ) vidy reilné, pak téz
oz, y) + @y, x) je vidy redlné, tedy — o(z, y) + ¢(y, ) = i @(iz, y) +
+ ig(y, ix) je vidy ryze imagindrni. Z toho plyne, Ze ¢(z, y) a ¢(y, x)
jsou komplexné sdruZené.

7,10. Necht P je nyni normovany linedrni prostor. Rikdme, Ze
bilinedrni forma ¢ v P je parcidlné spojitd, jestliZe je ,,spojitd v kazdé
proménné zvladté, t. j. jestlize pro libovolnd ae Dp, be Dp a £ > 0
existuje (1) d, > 0 takové, Ze xe Do, |r—a| < é; = |p(x, b)) — @(a,
b)| <& (2) 63> 0 takové, Ze ye Do, |y —b| < d; = |p(a, y) — ¢(a,
b)| < e. Rikdme, e @ je spojitd, jestlize je ,,spojitd v obou proménnych
zdroven“, t. j. jestlize pro libovolns a € Dp, b € Dy, ¢ > 0 existuje é > 0,
te e Dp, yeDyp, |z —a| <4, |y—b| < é=|p y) —¢(a, )| < e

7,11. Snadno se zjisti, %e bilinedrni forma ¢ je parcidlné spojitd
tehdy a jen tehdy, kdyZ k libovolnym a e Dp, be Dp, ¢ > 0 existuje
6 > 0 tak, Ze z € D, |2| < 6 = |p(a, 2)| < &, |p(z, b)| < &, a Ze je spojitd
tehdy a jen tehdy, kdyZ ke kazdému & > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze
zeDp, ye Dy, 2| <9, [y <d=|p 9)| <e °

7,12. Jestlize P m4 nekonednou dimensi (I,16), pak mohou existovat
bilinedrnf formy v P, které nejsou parcidlné spojité. Uvedeme pifklad. —
Necht P se sklddé ze viech posloupnostf komplexnich &sel z = {£3}r-1
takovych, %e Zi.1|&x[* <co0. Normu definujeme takto: z = sup |&|. Pro
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z={&,} e P, y= {n;} ¢ P kKlademe ¢(z, y) = Zj_1£,7;. Zfejmd ¢ je
bilinedrnf, Dp = P. Bud y = {k~1}i=1, 2™ = {&M )51, kde & = n—1
pro k < 2%, EM— 0 pro k > 22, Zfejmd 2™ ¢ P, y ¢ P, lima™ = 0,
n—>w
(™, y) [ = |2k=1k‘1 52"’[ > 1, tak¥e ¢ mneni parcidlné spojitd. —
Poznamendvame jesté, Ze v tomto piikladé prostor P neni vplny.

7,13. Parcidlné spojitd bilinedrni forma nemusi byti spojitd. Ptiklad:
necht prvky a,, k=1, 2, ..., tvofi fundamentdlni orthonormdlni mno-
#inu v H,. Bud L linedl prvki e Hy, takovych, Ze 3p_1k|(, ax)?| <oo.
Proz € L, y € L polozme p(, y) = X1 k(z, a;)(as, y). Forma ¢ je parcidlné
spojitd, nebof pro zeL, ye L mime ¢(z,y) = (7 k(x, a;) ar, y) =
= (2, 27k . (¥, az) a;); stv. 2,6 2 2,10. Jezto p(a,, a,) = k, neni ¢ spojits.

7,14, Necht P je normovany linedrni prostor. Formu druhého stupné
@ v P nazveme parcmlné’ spojitou, jestlize ke kazdému ze DQ a ¢ > 0
existuje 6 > 0 takové, Zey € DQ, |y| < 6 = |Q(x + y)— Q(x) —Q)| <e.
Spojitost formy @ je defmové,na jako obvykle, t. j. nazyvime Q spojitou,
jestlize ke kazdému z e DQ a & > 0 existuje § > 0 takové, Ze y ¢ DQ,
ly — 2] < 6=]Q(x) — Q)| <&

T1,15. Je-li forma druhého stupné Q spojitd, je téZ parcidlné spojitd.

Dikaz. Pro reDQ, yeDQ jest |Qx+ y) —Qx) —Qy)| <

< 1@ + y) — Q)| + |QW)|; prokazdéxeDQas>Oex1stu]161>0
B O ehi ko pro o] = By Ae 0 - 9) Q) < 5 peo o] < By st
Q)| < e

7,16. Necht P je normovany lmeami prostor. Bilinedrni forma ¢ v P
je parcidlné spojitd, kdyZ a jen kdyZ pFislusnd k ni forma druhého stupné Q
je parcidlné spojitd.

Dikaz. Vyplyne ihned (srv. 7,11) z toho, Ze (viz 7,6) plati: Q(z 4
+ y) — Q) — Q) = ¢(=,y) + ¢4, 2), Q(iz + y) — Qiz) — Qy) =
= ip(z, y) —ip(y, ).

7,17. Necht P je normovany linedrnt prostor. Bilinedrnt forma ¢ v P je
spojitd, kdyt a jen kdy¥ pFislusnd k ni forma druhého stupné Q je spojitd.

Dikaz. Z rovnosti. v pfedeilém dikazu plyne, %e pro ,,mald* z,y

" jsou téz &sla ¢(z, ¥) + ¢, z), ip(z,y) —ip(y, ) mals (v absolutni

hodnot8). Pouzijeme pak 7,11.

Pozndmka. Podle 7,16, 7,17 dostaneme z piikladd 7,12 a 7,13
ihined obdobné p¥iklady pro formy druhého stupné.

1,18. Forma druhého stupné Q je spojitd, kdyZ a jen kdy% existuje
¢>0tak, % ze DQ, || < 1 = |Q(2)| < c.

~ Vyplyne z rovnosti v dikazu 7,16.

7,19. Dile%ité pro nés budou hlavns bilinedrni formy a formy druhé-
ho stupnd v tplnych unitdrnich prostorech. Budeme se nyni zabyvat
takovymi formami; pfedeviim jejich vztahem k operdtoriim. .
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Necht g je bilinedrni forma v H. Jestlize A je linedrni operdtor v H
takovy, ¢ DA = Dp, AH C Dy a z e Dp, y e Dp = (A2, y) = ¢(z, y)
[resp. v € Do, y e Dp = (%, Ay) = p(z, y)], pak fikdme, Ze operidtor A4
a bilinedrni forma @ si navzéjem pFisludi zleva, resp. zprava.

7,20. Ke ka#dé parcidlné spojité bilinedrnt formé @ v H pFisluét zleva,
po pFip. zprava, prdvé jeden operdior v H.

Diukaz. Jeito ¢ je ,,spojité v kazdé proménné*, existuje (podle 5,5,
kde klademe R = Dg) pro kazdé y ¢ Dp pravé jeden prvek v ¢ H takovy,
zex € Dp = p(z, y) = (z, v). PoloZzime v = Ay. Takto definujeme linedrni
operitor A v H, jenZ ziejmé piislusi k ¢ zprava. Jestlize 4, a A, pfislusi
k @ zprava, pak pro libovolné x € Dy, y ¢ Dp méime (, Ay —Ay) =0,
z dehoZ plyne A,y — A,y | Dg, takie vzhledem k A,y e Dp, Ay e Dy
méme A4,y — Ay = 0. Obdobny je dikaz, Ze existuje pravé jeden ope-
rator, pifslusny k ¢ zleva.

Pozndmka. Obricend, ke kazdému linedrnimu operdtoru 4 v H
takovému, Ze AH C DA, pfislusi bilinedrni forma ¢, definovana rovnosti
o(z, y) = (4=, y). Tato forma nemusi byt obecné parcidlné spojita; je-li
v8ak hermiteovskd, je vidy parcidlné spojitd. ,

1,21. Operdtor, prislus$ny k parcidlné’ spojité bilinedrnt formé ¢ v H,
je hermiteowky tehdy a jen tehdy, kdyZ @ je hermiteovskd. Operdtory, prislus-
né k @ zprava a zleva, jsou pak totodné.

1,22, Ke ka#dému hermiteovskému operdtoru A v H takove’mu, Ze
AH C DA, pristu$i (prdvé jedna) bilinedrni forma @. Tato forma je her-
miteovskd a parcidlné spojitd.

1,23. Bilinedrni forma @ v H je spojitd, kdyZ a jen kdyZ pFislusny k ni
(zleva nebo zprava) operdior je omezeny.

Diikaz. Pislusf-li 4 k ¢ zleva, pak pro e e Dp, ye Dy plati:
SUPis =1, y=1 |(4%,¥)| =c < 0. Jeito AHC D(p, existuji y, e Dg
tak, %e lim y, = Az. Pro || < 1, xe Dp méme tedy |(4z, Az)| < c;
z toho plyne tvrzeni. ‘

7,24. Je-li A hermiteovsky operdtor v H, AH C D4, pak |4|=
= supm - 1|Q()|, kde Q je pFislusnd (ve smyslu, 7en£ je patrny 27,10 a 7,5)

A forma druhého stupné.

To plyne z 6,42.

7,25. Necht P j je hbovolny linedrni prostor; fikéme e forma. dru-
hého stupné @ v P je nezdpornd, jestlize x ¢ DQ = Q(x) > 0. — Jestlize
k operétoru A v H ptislu¥f nezéporné forma druhého stupns, Hkdme, Ze 4
je nezdporny. Pro operdtory 4, B v H piSeme 4 > B a BX A, jestlize
DA = H anebo DB = H a operitor A — B je neziporny.

Pozndmka. Ziejmé tedy A4 je nezdporny, kdyZ a jen kdyi (1)4AH C
C D4, (2) ze DA = (Az, z) > =0.
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. 1,26, Jestlite operdtor A v H je nezdporny, pak je hermaiteovsky.
- Plyne z 7,9 a 7,21 (srov. pozndmku k 7,20). ’
- Poznémka. Lze udat ptklady nezdpornych forem druhého stupns,
které nejsou parcidlné spojité.

71,27, Jestlie forma druhého stupné Q v libovolném linedrnim prostoru
P je nezdpornd a @ je prisludnd k ni bilinedrni forma, pak x ¢ D@,y e DQ =
=gz ¥))* < Q=) Q).

Dakaz. Zvolme &slo x tak, aby |x| = 1 a aby ¢(z, 2), kde z = «y,
bylo redlné. Pro libovolné redlné A mame A% Q(x) 4 24 g(x, 2z) 4 Q(z) =
= Q(Az + z) > 0 (pouzili jsme toho, Ze podle 7,9 ¢ je hermiteovské,).
Z toho plyne, Ze [p(z,2)]? — Q(2) Q(z) < 0, tedy [(P @ )P < Q=) Q).

7,28. Zavedeme tuto tmluvu: klademe vidy oo . 0 =0.0=0.

7,29. Jestlite operdtor A v H je nezdporny, pak pro kadé xe DA
platt |Az|? < |4|(4z, z).

Dukaz. Z 7,27 vyplyvé, ze pro xe DA, y ¢ DA plati |4z, )2 <
< (4z, 2) . (4y, y), tedy |(4z, )< |A|ly]*(4w, z); viz Gmluvu 7,28,
Jetto AH C DA, existuji y, e DA tak, e Az = hm Yn- Z toho plyne
|(dz, Az)|2 < |A||A:c|“’(Ax, z), tedy ]Az]‘* < |4]|4z*(A4z, z), |[Az]2 <
< |4|(4z=, z).

7,30. Je-li A prosty nezdporny operdtor v H, DA C AH, pak A1 je
té% mezdporny.

To plyne z pozndmky k 7,25, nebof ziejmé A-'HC DA-! a
zeDA-1= AH => (4~ x, z) > 0.

§8. Adjungovany operdtor. Normélni operdtory.

V tomto paragrafu dospivdme jiz k ponékud hlub8im vysledkim
{(viz na pt. daleZitou vétu 8,21, jez pochdzi od J. v. NEUMANNA) a zavi.-
dime pojem normélniho (zvl4§té pak normdiniho hermiteovského) ope-
rétoru, jenz m4 zékladni vyznam pro celou theorii operitori.

. 8,l. Necht 4 je linedrnt operdtor z H do H'. Je-li y ¢ H', pak bud (1)
pro Z4dné v € H neplati = ¢ DA = (Az, y) = (2, v) anebo (2) existuje pravé.
jedno v e DA takové, % x ¢ DA = (Az, y) = (z, v).

Dtkaz. JestliZew e Hax e DA => (4z, y) = (2, w), bud v pramét w
na DA. Pa.kw-—v_l_ DA, z &eho% plyne Zexe DA = (z,v) = ( w) =

= (42, 9). ,
8,2, Necht A je linedrnf operétor z H do H’. Jestlite y ¢ H' a nastdvé
pi'ipa.d (2)z 8,1, poloiime v = A*y. Takto uréeny operdtor A*z H' do H
je linedfni. Nazyvéme jej adjungovanym k A operdtorem.

Pozndmka. Obdobnou definici lze zavést pro operé.tory zPdo P,
kde P a ‘P, jsou normované linedrnf prostory. A* je pak operédtor
z [P, -] do [P —].
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" 8,3. Ptiklad. Necht operitor A v H, je urlen &isly o, (¢, k=
=1, ..., n) tak jak uvedeno v 6,43. Pak operator A* je urden &fsly off =
= “ki

8,4. Jestlite A, B jsou linedrnt operdtory z H do H', DA=H a
A C B, pak A* D B*.

8,5. Bez predpokladu D4 = H véta 8,4 neplatf, jak vyplyvé z nésle-
dujiciho piikladu. Je-li 4 C I, kde I je jednotkovy operitor v H, pak
DA* = H a pro ka?dé z € H prvek A*z je primétem z na DA.

8,6. Platt (xA)* = xA* pro libovolny linedrnt operdtor A z H do H’

8,7. Jestlite A je omezeny operdtor z H do H', pak DA* = H'. —
Nebot jestlize pro libovolné y e H’' klademe f,(z) = (4z, y) pro ze DA,
pak f, je linedrni funkciondla v DA, z ehoZ vyplyvd, e existuje ve H
takové, Ze x € DA = (Az, y) = (z, v), tedy nastdvd piipad (2) z 8,1.

8,8. Jestlize A, B jsou linedrni operdtory z H do H', D(A 4 B) =
pak (A 4 B)* D A* 4 B*. Je-li pfitom operdtor A nebo B omezeny, pak
(4 4 B)* = A* 1 B*,

Dikaz. Necht y e D(4* + B*), A*y = u, B*y = v: Pakxe D(4 +
-+ B) = (Ax + Bz, y) = (x, u + v), z ¢ehoZ plyne %+ v= (4 4 B)*=z.
Druhé tvrzeni pak plyne z 8,7, nebot je-li na pif.. B omezené, méme
A* D — B* | (4 4+ B)*, tedy DA* D D(4 4 B)*.

- 8,9. NechtA je operdtor z H do H', B je operdtor z H' do H". Je-li
D(BA) = H, pak (BA)* D A*B*. JestliZe pritom operdtor B je omezeny,
DB = H’, palc (BA)* = A*B*, .

Dukaz. Jestlize z e D(A*B*), pak pro z ¢ D(BA) plati (BAx, z) =
= (dz, B*2) = (x, A*B*2), z &ehoZ vzhledem k D(BA)= H plyne
A*B*z = (BA)*z. — Je-li B omezeny, DB — H’, pak D(BA) = DA a pro
kazdé z e H" médme x e DA => (BAx, z) = (Az, B*z). Tedy pro z ¢ D(BA)*
plati e DA = (z, (BA)*z) = (Az, B*z), thkie (BA)*z = A*B*z.

8,10, Necht A je operdtor z H do H'. K tomu, aby A* byl prosty, je
nutné a stat, aby AH = H'. :

Dikaz Kdy: AH = H’, pak pro ka?dé ye H’, y + 0, mime
(Az, y) & 0 pronékteré z ¢ DA, z &ehoZ plyne A*y + 0. Kdyz AH + H',
budbeH,b | AH,b # 0. Zf-e]méA*b__O

8,11. Necht A je prosty operdtor 2 H do H'. Necht DA = H, DA~ =
= H'. Potom platt (A*)~1 = (A-1)*.

Dikaz. Necht y —= (4-1)*z. Pak ve DA~ = (A y, ) = (v,.9),
tak¥e u € DA = (u, 2) = (Au, y), z &ehoZ plyne z = A%y, y = (4*) 2.
Necht nyni y = (4*)~x. Pak z= A*y, tedy we DA =>(4u,y)=
= (u, z), tedy ve DA~1 = (v, y) = (4™, 2), takie y= (4~ 1)*:k: :

" 8,12, Operdtor A* je vidy uzavieny.
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Diikaz. Necht z, e DA*, z,— z, A*x, - y. Potom pro we DA
méme (4u, z,) - (4u, 2), (u, 4*z,) > (u,9), (Au, z,) = (u, 4A*z,),
takze (Au, ) = (u, y) a zfejmé y e DA, nebot A*x, € DA. Tedy y = A*z.

8,13. Jestlite A je linedrnt operdtor z H do H' a platt A = @,n4,,
Pak A*,= @chAv*~

Dikaz. Kazdé A, je (viz 6,22) operdtorem z L', do L,, pfi demz
H = ®.xLy, H = @®..~L.,’, L, a L', jsou tedy uplné unitdrni prostory
(srov.2,18)a L, | L, L', | L, (propu=v). A,* jsou operdtory z L', do L,.
Méme tedy dokdzat: w = A*v, kdyz a jen kdyz v = Xv,, u = Z4*v,, kde
oviem v, ¢ L',, » probihd N. Nec_}zé_ tedy nejdiive u = A4*v, takZe plati:
ze DA = (Az,v) = (x,u), ueDA. Bud v=23Xv,, v,¢L’,, u=3u,
u, € L,. Zfejmé DA, = L,. DA; pro ze DA, mime (A4z,v) = (4,2, v,),
(2, u) = (2, u,); z toho plyne, Ze ze DA, = (4,2, v,) = (2, u,). Ziejmé
téZ u, e DA, = L,DA, takie u, = A,*v,. — Necht nyni méme obricené
v=2v,, v,e L, u=2ZA,*,. Jestu,= A,.*v.,_e_ DA,, z &eho# plyne, Ze
ue @ DA,, a tedy, jak se snadno ukéze, u e DA. Pro x € DA, x = Xz,
z, € L, méme z,e DA,, tedy (4,x,,v,) = (z,, 4,*v,). Zifejmé (Az, v) =
= (24,x,, 2v,), takze (viz 2,6) plati: (4z, v) = Z,.y(4,%,, v,); obdobné
(x, u) = Z,en(x., 4,*v,). Z toho plyne (4z,v) = (z, u), ¢imz je dikaz
proveden.

8,14. Necht A je operdtor z R do R’ (zpravidla oviem piijde o tplné
R a R’). Linedl v8ech prvki {z, 4z} e R @° R’, kde oviem z ¢ DA, ozna-
¢m GA (a nazyviam nékdy grafem operatoru A); linedl viech {4z, —x} €
€ R’ @° R oznaéime G*4. GA je oviem ,graf* zobrazeni 4 v obvyklém
smyslu (t. j. pffmo zobrazeni 4, pojimané jako podmnoZina kartézského
soudinu R a R’). Vyznam G*A4 bude patrny z dalsfho.

Dvojici prvkit u, v budeme znadit {u, v}, aby nedoslo k z4dmé&ng
s vnitinim soudinem. .

8,15. Je-li A linedrni operd_tz z H do H’, pak plati G*A* = (DA @°
@ H')©GA,"GA* = (H' ®° DA) ©G*A. ‘

Dikaz. Necht ye DA*; pak pro ze DA Ex_é._fne ({=z, Ax}, {4*y,
—y}) = (z, 4*y) — (4=z,9) = 0. Je-li {u,v}e (DA @°H)OGA, pak
u e DA a pro z e DA méme ({u, v}, {z, Az}) = 0, tedy (u, x) + (v, Az) =
= 0, (—u, ¥) = (v, Az); tedy — u'= A*v, z &ehoZ plyne {u, v} e G*4*,
Obdobny je diikaz druhé rovnosti.

8,16. Je-li A uzavieny operdtor z H do H', pak DA* = H'. Je-li
p"'i tom DA = H, pak_é""“: A.

Dikaz. Kdyby DA* & H’, pak by existoval prvek b e H',b | DA*,
b + 0, nadeZ bychom méli {b,0}e H' @*DA4, {b,0} | GA*, z &tehoi

vzhledem k uzavienosti 4 plyne podle 8,15 a 3,10, Ze {b, 0} e G*4, tedy
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b = A0, coZ nenf mozné. Druhé tvrzeni vyplyne, uzijeme-li dvakrat (pro
A a pro A* misto 4) rovnosti v 8,15.

8,17. Je-li A operdtor z H do H’, pak A** je uzavfeny, DA** —
A**** J— A**

To plyne z 8,12 a 8,16.
8,18. Necht A je operdtor z H do H'. Je-li DA* = H’; pak A C A**;
A = A** plati, kdyZ a jen kdyZ A je uzaviené a DA = H.

8,19. Operdtor A v H je hermiteovsky, kdyz a jen kdyZ A C A*. Je-li A
hermiteovsky operdtor v H, DA = H, pak A —= A*.

8,20, Necht A je uzavfeny linedrni operdtor z H do H’'. Potom I
+ A A* je prosty nezdporny (a tedy hermiteovsky) uzavieny operdtor a polo-
Zime-li B= (I 4+ AA*)~', pak B je nmezdpornyj, DB= H', |B|< 1,
B* = B; pologime-li C = A*B, plati DC = H', |C| < 1. Koneéné, znadi-li
A’ zident operdtoru A* na D(AA¥*), pak A* je nejmenst uzavFené rozsifent
operdtoru A’ a plati DA’ = H'.

Dukaz. Podle 8,15 a 3,10 mdme H' @° DA = G*4 @ GA*. Z toho
ihned plyne: ke kaZdému u ¢ H' existuje prdvé jedna dvojice prvki
z e H, y e H' takovi, Ze plati (*) {u, 0} = {A=, —z} + {y, A*y}; pfitom
jexe DA, y e DA*. PoloZzim x = Cu, y = Bu. Ziejmé C je linedrni ope-
rator z H' do H, B je linedrni operitor v H’, DC = DB = H'. Operitor B
je prosty, nebot je-li Bu = 0, pak mdme {«, 0} = {4z, —«}, tedy z = 0,
u= Axr = 0.

Pro libovolné u e H' plati, jak plyne z (*), %Ze w = ACu -4 Bu,
A*Bu = Cu. Z toho plyne w = AA*Bu -+ Bu. Tedy (I + AA*) B= 1.
Operator I -+ AA* je prosty nezdporny; nebot kdyby (v 4 A4A*u, u) <
<0 prou = 0, pa.k by |ul® + (A4*u,u) < 0, tedy |uf? + (A*u, A*u) <
< 0, co% neni mo#né. Z toho ovéem plyne, 7e B= (I 4+ AA*)~! a e
operétor B je rovné nezaporny (viz 7,30).

Jezto B je nezdporny, je podle 7,26 hermiteovsky, tedy podle 8,19
]est B* = B. Ze vztahu (*) plyne déle pro libovolné u e H' toto: |ul? =

= |{dwx, —x}|* + |{y, A*y}|®, kde x = Cu,y = Bu; tedy |u[* = |ACul*+

C’u|2+ | Bul? 4 |A"‘Bu[2 Z toho plyne |B| < 1, |C| < 1. Jeito B je
omezeny, DB = H', je uzavieny, tak¥e té% I 4 AA* je podle 6,12
uzavieny. Zbyvd jesté dokdzat posledni tvrzeni véty; k tomu stadi (viz
téZ 8,16) zjistit, Ze GA' = GA*. Predpoklddejme tedy, %e x e DA* a {z,
A*z} | GA'. Pak mame (z, y) + (A*x, A*y) = 0 kdykoli y e D(AA*);
z toho viak plyne, Ze ye D(AA4*) = (z,y) + (x, AA*y)= 0, tedy ye
BH' = (z, B~ly) = 0, takie z = 0.

8,21. Necht A je uzavfeny linedrnt operdtor z H do H' a necht DA =
= H Potom opemtor I + A*A je prosty nezdporny (a tedy hermiteovsky),

= (I 4+ A*A)~! je nezdporny, DB = H, |B| < 1, B* = B. Polofime-li
O’ AB pak DC = H, |C| < 1. Koneéné, je-li A’ zuien{ operdtoru A na
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D(A*A), pak A je nejmendt uzaviendé roz§ifent operdtoru A’ a plat DA’
= H.

Dikaz. Plyne z 8,20, kdyz. ta.m dosadime A* za A a pouZijeme pa.k
toho, Ze podle 8,16 jest A** —

8,22. Nejdilezit&jsi hneé,rni operétory v H jsou ty, které spliuji
podminku 4* = A. Budeme nejd{ve zkoumat &ir$i a rovné velmi diile-
zitou ttidu normdinich operdtort. Linedrni operdtor 4 v H nazveme
normdlnim, jestlize je uzavieny a A*4 = AA*.

8,23. Jednoduchy p#iklad normalnfho operdtoru, ktery neni her-
mlteovsky v prostoru H, dvojic {£,, &,} operator ktery pfevadi {&,, &,}
v {&,, —&;}. Priklad operé,toru ktery neni normélni: ve stejném prostoru
operator, ktery pfevadi {&,, &} v {2&,, —&,}.

8,24. Je-li A normdlni operdtor v H, pak DA = H. — Nebot podle
8,20 jest D(AA*) = H, tedy D(4*4) —

8,25. Je-li operdtor A v H normdlni, pak je té£ A* normdini. — Nebot
z 8,24 a 8,18 plyne A** = 4.

. 8,26. Necht A je operdtor v H. K tomu, aby A byl normdint hermiteov-
sky, je nutné a stadt, aby A* = A.

Dikaz. Je-li A normdlni hermiteovsky, pak z 8,20 plyne, %e A* je
nejmensf uzaviené rozsifeni operitoru A’, jenz je zlZenim A* na
D(4A4*) = D(A*A) C DA. Jeito A je hermiteovsky, jest A C A*, takze
méme 4’ C A. Jezto 4 je uzavieny, plyne z toho 4* = 4. Je-li 4* =
pak evidentné A4 je normalni hermiteovsky.

8,27. Je-li A hermiteovsky operdtor v H a pfitom DA = H nebo
AH = H, pak A je normdini. -

Dikaz. Jezto A je hermiteovsky, mdme 4 C 4*. Je-li DA = H,
plyne z toho jiz 4 = A4*. Je-li AH = H, pak, jak patrno, A* je prosty,
aztohoaz AH = H jiZ plyne A = A*.

8,28. Zavedeme ndsledujici pojem, jenz m. j. umoziuje jinou cha-
-rakterisaci normélnich operdtori: nazveme operatory 4, B z H do H’
metricky podobnyjmi, jestlize DA = DB a z¢ DA = DB =~ |Az| = |Bz|.

Snadno se zjist{: jsou-li A a B metricky podobné, pak (Az, Ay)

= (Bz, By) pro xe¢ DA, y e DA. ;

8,29: Necht operdtory A, B z H-do H’ jsou uzavfené a DA — DB =
= H. Potom A, B jsou metricky podobné, kdyZ a jen kdyZ A*A — B*B.

Dikaz. I. Necht 4, B jsou metricky podobné operitory. Jestlize
yeD(4*4), pak pro xe DB= DA jest (Bz, By)= (Az, Ay) = (z,
A*Ay), takie (Bx, By) zavisi spojitd na z, a tedy (viz 5,5 a 8,1) plati
Bye DB*, yeD(B*B) a (z, B*By) = (v, A*Ay) pro ze DB = DA.
Z toho plyne A*A C B*B a obdobné B*B C A*A. II. Necht A*4 =
= B*B. Bud L = D(A*A) = D(B*B). Je-li z ¢ L, pak (Az, Az) = (=,
A*Azx) = (z, B*Bz) = (Bz, Bz). Je-li nyni » ¢ DA, pak z 8,21 (posledni
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tvrzeni) plyne, Ze existuji z,e L tak, %e z, — u, Az, - Au. Jeito
z, € L, méme |Ax,, — Ax,| = |Bz,, — Bz,|, takie posloupnost prvki
Bz, je cauchyovsks, tedy konverguje k prvku v € H. Jeito B je uzaviené,
mame u € DB, Bu = v = limBz,. Tedy DA C DB. Jeito z, ¢ L, midme
Azx,| = |Bz,|, tedy |Bu|= lim|Bz,| = lim|4z,| = |Au|. Podobné se
ukdZze DB C DA. ) L

8,30. Necht A je uzavieny operdtor v H, DA —= H. Pak A je normdini,
kdyz a jen kdyZ A* a A jsou metricky podobné.

To plyne z 8,29 a z toho, %e podle 8,16 mdme A** —= 4.

8,31. JestliZe A a B jsou normdlni operdtory v H, A C B, pak A = B.

Dukaz. Podle 8,30 jest DA* — DA, DB* — DB. Mdme A C B,
tedy podle 8,4 A4* D B*, takie DA* D DB*, DA D DB. Z toho jiZ plyne
DA = DB, 4 = B.

8,32. Jestlize operdtory A, B v H jsou normdini, operdtor B je omezeny
a B*A = BA*, pak A 4 B je normdlni.

Dikaz.Z 8,242 6,17 plyne DB = H, takie D(4 + B) = DA a tedy
(podle 6,17) mame D(4 + B) = H. Tedy podle 8,8 jest (4 4 B)* =
= A* 4 B*. Podle 8,30 stadi tedy dokdzat, %e A* | B* a 4 4 B jsou
metricky podobné. Jezto z 8,30 vyplyvé, ze DA — DA* , méme D(4* 4
+ B*) = D(4 + B). Stati tedy dokdzat pro xe D(4 + B), Ze |Ax +
+ Bx| = |A*x 4 B*x|. Jest |Ax 4 Bz|*= (Azx + Bz, Az + Bz) =

= |4x|* + |Bx|* 4 (A, Bz) 4 (Bx, Ax). Jezto podle 8,7 DB* = H,
méme (Az, Br) = (B*Az, ) = (BA*z, ) = (4 *x, B*z). Z toho a z 8,30
plynenyni |Az 4 Bx|? = |A*z|® + |B*z|® + (A*x, B*z) 4 (B*z, A*r)=

= |A*x + B*z|2. :

Pozndmka. Bez pfedpokladu omezenosti 4 nebo .B véta oviem
neplati. Stadi vzit normédlni 4 takové, Ze DA + H a poloZit B = — A.

8,33. Jsou-li A, B normdlnt hermiteovské operdtory v H a je-li jeden
z nich omezenyj, pak A - B je normdlni hermtteovsky

Plyne z 8,32 a 6,38.

8,34. Jestlize A, B jsou normdlni operdtory v H, jeden z nich je ome-
zeny a jest AB = BA AB* —= B*A, BA* = A*B, pak AB je normdlni.

Dikaz. Necht tfeba B je omezeny. JeZto (viz 8,24 a 6,17) DB = H,
podle 8,9 méme (BA)* = A*B* Jest BAA*B* — BA*AB*— A*BB*A =
= A*B*BA; podle 6,14 je BA = AB uzavieny. Tedy BA AB je
normdlni.

8,35. Jestlize A, B jsou normdlnt hermiteovské operdtory v H, jeden
z mach je omezeny a AB = BA, pak operdtor AB je normdlni hermiteovsky.

Plyne z 8,26, 8,34 a 6,38.

8,36. Jestlite normdlni operdtor A v H je prosty, pak AH H
a operdtor A* je té£ prosty.
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Dikaz. JeZto A-a A* jsou podle 8,30 metricky podobné, je A*
prosty (nebot je-li A*z = 0, jest x| = |4*x| = 0, = 0). Z toho plyne
AH=H.

© 8,37. Je-li A prostyj normdini operdtor v H, pak A~* je téZ normdlni.

Dikaz. Z 8,30 plyne, Ze A* je prosty, takie podle 8,10 plati AH =
= H, tedy DA-!= H. Podle 8,I1 jest tedy (4-1)* = (4*)~1, takze
méme A~ 1A~ )* =AY (A*)"1 = (4*4)"1 = (A4*) 1= (4*)~141=
= (A-1)* 4-1,

8,38. Jestlize opemtor A v H je prosty normalni hermiteovsky, pak A~
je normdlnt hermiteovsky.

Plyne z 6,38, 8,26 a 8,32.

8,39. Necht A je linedrni operdtor v H a necht A = @,x Ay, A, jsou
vnitind operdtory. Potom A je normdlnt, kdyZ a jen kdyZ A, jsou normdlnit,
a je normdlni hermiteovsky, kdyZ a jen kdyZ A, jsou normdlni hermiteovské.

Dikaz. Podle 8,13 jest A* — Dren A*. Jestlize operdtory A jsou
normélni, pak podle 8,30 4, a 4,* jsou (pro kazdé ») metricky podobnsé,
z &ehoZ ihned vyplyvé, Ze 4 a A* jsou metricky podobné, tedy A4 je nor-
mélni. Podobné se dokdZe zbytek véty (pro hermiteovské operatory
pouZijeme jesté 6,39).

§9. Projektory.

Pismeno P znadi v tomto paragrafu stile normovany linedrni
prostor.

9,1. Lineédrni operitor A v P nazyvéme projektorem, jestlize (1) 42 =
= A, (2) DA = P, (3) operator A4 je uzavieny.

9,2. P¥iklady projektori. 1. V prostoru H, z 1,17 operitor,
ktery pfifazuje prvku {&;}i=1 prvek {&,, ..., &,,0...0}; pii tom p=
=1,2,...,n je pevné zvolené éislo. 2. Necht L; je prostor z 6,10, (2).
Zvolme ¢&fslo ¢, a < ¢ < b a pro xe L, poloizme y = Az, kde ye L,,
y(t) = Oproa < t < ¢, y(t) = z(t) pro ¢ < t < b. Snadno se zjisti, Ze 4 je
projektor.

Pozndmka. Lze ukédzat, Ze v H, je kazdy hermiteovsky operétor,
jehoZ oborem je celé H,,, soudtem p projektorti, p < n. To plyne na p¥. ze
zndmé véty linedrni algebry o pfevedeni hermiteovské matice na diago-
nélni tvar, )

9,3. Jestlize E je projektor v P, pak E—1(0) a E(P) jsou uzaviens,
u € BE(P) = Eu = u, a kaZdé z € P lze vyjddfit prdvé jednim zpisobem ve
twaru z=2x -} y, kde x ¢ E=1(0), y € E’(P). '

Dikaz. Zfejmd linedl E-1(0) je uzavieny. Jestlize Yo = Ex,,
Yo —> Y, pak Ey,—y,, takie z uzavienosti & plyne By —y. Je.li
U € EtP), pak u == By, Bu = Ev = u.Je-lize P, pa.kz__ (z — E2) + Ez

a ziejmé z — Kz ¢ £—1(0)..
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9,4. Jestlite A je operdtor v P, A2 = A, DA = P a linedly A-1(0),
A(P) jsou uzaviené, pak A je projektor. .

Dikaz. Kdyz z, —» z, Az, -y, pak Az, —z, >y —z, Az, —
— 2, e A~1(0), tedy y —xe A~ 1(0), Ay = Az, ddle ye A(P), takie
y=Ay,y= Ax Tedy operitor A je uzavieny, t.j.méd té% vlastnost (3)
z 9,l.

9,5. Necht L, CC P, L, CC P jsou uzavfené linedly takové, Ze (1) katdé
z € P lze vyjddfit ve tvaru z = x + ¥y, € Ly, Y € Ly, (2) Zddné z % 0 nele#i
zdrovett v Ly a v L,. Pak existuje prdvé jeden projekior E v P takovy, %e
E-Y0)= Ly, E(P)= L,

Dikaz. Zminéné vyjddfeni z = z 4 y je uréeno jednozna&né. Polo-
zim tedy Ez = y. Z 9,4 nyni vyplyne, %e E je projektor. Je-li £, projektor
o zminénych vlastnostech, pak z e Ly, = Ex = Ez, a je-li ye L,, pak
y= B, ve P, tedy Eyy= E\Ev= Elv = y = Ey; z toho podle (1)
plyne B, = E.

9,6. Je-li E projektor v P, pak I — E je rovnég projektor a jest (I —
— E)~Y(0) = E(P), (I — E)(P) = E~X(0).

9,7. Necht E, a E, jsou projektory v P. Pak ndsledujict vlastnosts jsou
ekvivalentnt: (1) E\E, = E, = E,E;; (2) E;1(0) C E7Y(0), E,(P) C Ey(P).

Dikaz. Necht plati (1). KdyZ E,x = 0, pak E,x = E,F,x = 0;
kdyz =€ E,(P), pak = Ex = E,E\x = E,zx, tedy xe E,(P). Necht
plati (2). Pak pro libovolné x e P jest jednak x — E,xe E;1(0), tedy
z — B e E7Y(0), Byx — E Eyx = 0, jednak Bz e E,(P), tedy podle 9,3
E.Ex = Elx

9,8. Jestlize prostor P je uplny, pak kaZdy projektor v P je omezens.

Plyne z 6,18.

9,9. Bez pfedpokladu tplnosti P véta 9,8 neplati. Piiklad: bud H,
prostor z 2,2, (1). Nechf linedl L, CC H., se sklddd z {£,} takovych, Ze
&, = 0 pro sudé n; necht L, CC H, se sklddd z {§,} ¢ H,, takovych, Ze
52],-_1 = kfgk (Ic = 1, 2, ...). Zi‘e]mé LoLl = (O), hIleéaly Lo a Ll jsou
uzaviené v H,. Oznatim R linedl vSech z = x4 y, x € Ly, y € L, a pro
kaZdé z tohoto tvaru poloZim Az = y. Pak 4 je operdtor v R, DA = R,
A2 = A a z 9,4 plyne, %e 4 je projektor. Necht p je celé kladné; bud
z={&} e Ho, £, =1, &, = 0 pro n + 2p. Snadno se zjisti, e z ¢ R;
je-li {nn} = Az, méme 73,1 =p, N2, = 1,7, =0 pro 2p—1 % n
+ 2p. Tedy |z]| = 1, |42| = sz + 1. Tedy projektor A neni omezeny.

9,10, Zavedeme toto- oznadeni: je-li P linedrni prostor, 4 C P,
BC P, pak A | B zna¥f mnoZinu viech x4 y, xe 4, y € B.

9,11, Necht P je tuplny, E, a E, jsou prajektory v P, E\E; = E,E,.
Potom E\E; a E ='E, 4 Ey— E\E, jsou té£ projektory v P a plati:
E\Ey(P) = Ey(P) . Ey(P), (B Eg)~*(0) = E"I(O) + E“(O), E(P) =
= E\(P) 4 Ey(P), E=1(0) = ET1(0) . E;1(0):. :
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Dukaz. Snadnym podtem se zjisti, Ze (E,E,)*= E.E,, E*=E.
Z 9,8, 6,15 a 6,13 plyne, ze E,E, a E jsou uzaviené. Tedy jsou oba pro-
jektory. Je.li E\E,x = 0, pak @ = (x — Eyr) + Bz, x — Eyx e E7Y(0),
Ex e E-1(0). Tedy (E,E,)~%(0) C ET(0) + E;1(0). Je-li xe E(P), pak
2 =Ex4 (t—Ex) a mime H,xeE (P), Hyr—Ex)= Ex—
— E,E\x = Ex — E\x = x — E,z, takie x — E,x ¢ E,(P). Tedy E(P) C
C E,(P) + E,(P). Dikazy ostatnich tvrzeni jsou jeSté snadngjsi.

Korolér. Jestlite E,, E, jsou projektory v uplném Pa E\E, = E,B,=
= 0, pak. E, + E, je projektor.

Budeme se nyni zabyvat témi projektory v H, jez jsou zroven her-
miteovskymi operitory.

9,12. Operdtor A v H je hermiteovskym projektorem, kdyZ a jen kdyZ A
je normdlni operdtor a A2 = A.

Dikaz. Podminka je zre]me nutnd. Pfedpoklddejme, Ze je splnéna.
Z 8,30 plyne DA* = DA aztoho dile D(4*A*) = D(4A*) = D(4*4) =
= D(A42) = DA. Podle 8,9 mdme A* = (4A4)* D A*4*. Tedy A* =
= A*A4*. Pro libovolné z e DA méme A(x — Ax) = 0, tedy podle 8,30
|A*(@ — Ax)| = 0, A*x — A*Ax = 0. Tedy A* = A*A. Jeito A* je téi
normélni (8,25), (4*)2 = 4*, miZeme dosadit 4* za 4 & midme 4 =
= A** = A**A* = AA* = A*4, tedy 4 = A*, tak’e A je hermiteov-
sky. Z toho plyne: ® e DA = (4z, ) = (4% , x) = (4z, Az) = 0. Polo-
%ime-li B = I — A, pak B je normdlni, B2 — B, takZe, jak jsme privé
ukézali, plati e DA = DB = (Bx,z) > 0, z &ehoZ plyne: ze DA =
= lx!” = (A, 7). Z toho vyplyvé podle 6,42, 7e |[4] < 1 a dale podle
6,18, ze DA = H. Tedy A je projektor.

9,13. Jeli B hermiteovsky projekior v H, pak O < E< Ia |B| = 1,
pokud nent E = O.

Diukaz. Nerovnosti 0 < E < I a |E| < 1 plynou z nerovnosti ke
konci predchézejictho dikazu. KdyZz |E| <1, pak podle 6, I5 méme
|B| = |E?| £ |E[?, z &ehoZ plyne |E| = 0.

9,14. Projektor E v H je hermiteovsky, kdyf a jen kdyZ E—1(0) | EH;
mdme pak H = E—1(0) @ EH.

Dikaz. Jeli B hermlteovsky, Ex =0, y= Ev, pak (z,y) = (=,
Ev) = (Ez,v) = 0. Je-li podminka splnéna, pak pro ze H, ye H jest
(x — Ez, By) = 0, tedy (z, Ey) = (Ex, Ey), z Sehoi plyne (y, Ex) =
= (By, Ex) a tedy (z, By) = (E=, y).

9,15. Jestlite A, B jsou hermiteovské operdtory v H, DA = H,
DB = H, pak AB = O, kdyZ a jen kdy AH | BH.

Dikaz. KdyZ 4B = O, pak pro ze¢ H, y e H méme (Az, By) =
= (x, ABy) = 0. Kdyz AH | BH, pak pro ze H, ye H médme (4z,
By) = 0, tedy (z, ABy) = 0, z &ehoZ plyne ABy = 0.

9,16. Necht {E,},.n je soubor hermiteovskyjch projektori v H a necht
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E,E,= O pro u + v. Potom E = Z,.nE, je hermiteovsky projektor v H,
FH = @very B H, E-Y(0) je pranikem véech E;(0).

Dikaz. Na zikladé 9,15 se snadno znsti %e pro libovolné z ¢ H
alibovond» e N k= 1,...,n,prvky B,z (k= 1,. ,n)ax—2p_ 1B,z
jsou vSechny navzdjem ortogondlni. Z toho plyne, te Zp_.|B,z[? <
< |zf?, takZe Z,.n|E,x[? < |z[2. Tedy podle 2,7 existuje soudet ZE,x pro
kazdé z, t. j. DE = H, a jest |Ex| < 1. Z 2,6 a z ortogonality E,H a E,H
pro u + » plyne, Ze pro libovolnd ze H, ye H méme (Ez, Ey) =
- EveN(vaa Ev?/) = EV(N(va: !/) = ZveN(x: vy) takze mdme (Ex
Ey) = (z, By) = (Ez, y), z ¢ehoi plyne E? = E, E* = E. Ziejmé EH C
C @vey E,H. Je-li x = Z,.yx,, 2,¢ E,H, pak z podminky E Wy =0
plyne Ex = 3, yEx, = 2, yEx, = Z,.n%, = x, takie ze¢ EH Tedy
EH = @,.yE,H. Je-li Bx = 0, pak ze vzijemné ortogonality linedld
E,H plyne, 7e kaidy stitanec v Ex = X,y B, se rovnd nule, takZe x lez{
ve viech E,” 1(O).

9,17. Necht linedly L, CC H jsou uzaviené, L = @,y L,. Prox e H,
v e N, bud E,x primét x na L, a Ex bud primét x na L. Potom E, a E jsou
hermiteovské projektory v H, B = X, yE,.

Dikaz. Na zdkladé 9,5 a 9,14 se snadno ovéfi, Ze E,, E jsou hermi-
teovské projektory; jeito E,H = L,, mtzeme pouzit 9,16.

9,18. Jestlite E,, v € N, jsou hermiteovské projektory v H, D(X,.yE,) =
= H, |Z,nE,| < 1, pak E,E,= O pro u % v a Z,.yE, je hermiteovsky
projektor.

Dtkaz. Necht e E,H. Jezto hermiteovské projektory jsou nezé-
porné, méme |z > (Z,xEyx, 1) = (B2, 2) + Z,n(B,2, x), tedy

y:*: .
Z“N( &, 2) X0, (Byx,x)=0 pro kazdé » & pu, : tedy podle 7,29

,E’,:c = 0 pro v % u. Z toho plyne E,,E = O pro » % u. Nyni pouzijeme
9,16.

9,19. Jestlize B, a E, jsou hermiteovské projektory v H, pak ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni. (1) B, > E,, (2) E\Ey = E,, (3) BB = E,,

(4) E,H C E\H, (5) E71(0) C E‘l( ). Jsou-li tyto podminky splnény, pak

E, — E, je projektor.

Dikaz. Ekvivalence podminek (4) a (5) plyne z 9,14. KdyZ plati
(4), pak mdme E,y = y pro y € E,H, tedy E,Ex = Eyr pro kaidé x ¢ H.
Kdyz plati (5), pak pro kazdé x ¢ H mdme E,x — x € E;1(0), EE,x —
— Ex = 0. Zfejmé z (2) plyne (4), z (3) plyne (5). Tedy (2) aZ (5) jsou
ekvivalentni. Operdtor B, — E, je hermiteovsky; jsou-li (2) aZ (5) splné-
ny, pak (E’I—E By —E,) =E, —E,—E,+ E,= E,— E,, takie
E, — E, je projektor, E; — E; > 0 (podle 9,13) a E, > E,. Jestlize
.E'1 > E, pakzeH, Bz =0 :>E,x = 0, takze E;10) C E"‘(O) Tedy
(1) je ekvivalentni s (2) a% (5).
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