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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Ústřední ústav matematický 

SVAZEK 77 • PRAHA. 30. IV. 1952 • Č Í S L O I 

REFERÁTY A ČLÁNKY 

ZÁKLADY THEORIE INTEGRÁLU 
V EUKLIDOVÝCH PROSTORECH 

JAJST MAftlK, Praha. 
(DoSlo 1. srpna 1951.) 5196 

• t ^ 

I. Úvod. 

Tato část má ětenáři hlavně ukázat názorný význam množinové 
funkce a její derivace. Je zde také pojednáno o vztahu mezi integrály 
podle různých definic a o vztahu mezi theorií míry a theorií integrálu. 

Úkolem tohoto článku je vyložit elementárním způsobem základy 
theorie integrálu v Euklidových prostorech. Budeme předpokládat jen 
znalost základních vlastností reálných čísel, vlastně jen retu o supremu 
a znalost pojmu limity posloupnosti. Budeme ovšem také mluvit o mno
žinách; postavíme se (což se zpravidla výslovně nebo dokonce mlčky 
činí) na t. zv. ,,naivní stanovisko", budeme totiž předpokládat, že víme, 
„co jsou to množiny". K porozumění tomuto článku postačí tedy znát 
JABNÍKÚV ,*Úvod do dtferendálního počtu", v podstatě vlastně jen jeho 
první dvě kapitoly. 

Většina čtenářů však zná z matematiky jistě značně víc než první 
dvě kapitoly Jarníkovy knihy a bude asi vhodné těmto.čtenářům říci 
několik slov předem. Budeme se totiž převážně zabývat Perronovým 
integrálem; proč nebudeme,, jako obvykle" vycházet od -Riemannova 
integrálu? Jsou k tomu skutečně dost vážné důvody. Riemaanův 
integrál má sice několik předností; jeho definice — zvláště v jednoroz
měrném případě — je jednoduchá a dosti „názorná"; ve vícerozměrném 
případě je pak vhodnou pomůckou při zavádění některých fyeikálních 
veličin. Je na př dostatečně zřejmé, co nás vede k definici statického 
momentu jakožto Riemannova integrálu tvaru fx dV nebo k definici 
momentu setrvačnosti jako integrálu fr*dV (dV značí ,,diferenciál ob-
jemu"; předpokládáme, že je hmota rozložena rovnoměrně s hustotou 1). 



Dále je možno říci, že většina funkcí, „s nimiž se počítá", má vlastní nebo 
nevlastní Riemannův integrál. 

Tím jsme však asi u konce s výpočtem <|obrých vlastností Rieman-
nova integrálu. Uvažme nyní, co vlastně od theorie integrálu požadujeme. 

Tím, že jsme vyslovili nějakou definici (na př. definici Riemannova 
integrálu), jsme vlastně ještě nic nevykonali; to jsrne jen zavedli jisté 
označení. Aby theorie integrálu ,,k něčemu byla", musí dávat nejen 
definice, nýbrž hlavně věty; zejména věty, které by nám mohly pomoci 
v konkrétních případech integrál opravdu vypočítat nebo alespoň od-
hadiiout. Byli bychom ovšem rádi, kdyby tyto věty měly pokud možná 
obecnou platnost, ne příliš komplikovaná znění a konečně, na to je jistě 
také třeba brát ohled, kdyby je bylo možno jednoduše a pokud možná 
elementárně odvodit. 

Ale těmto požadavkům Riemannňv integrál příliš dobře nevyho
vuje. Některé věty pro ,,Riemannův integrál" (na př. věta o integraci 
per partes a věta o substituci) se dají dokázat velmi jednoduše, ale za 
předpokladu, že se omezíme na spojité funkce a užíváme vět o derivaci. 
K tomu však nepotřebujeme Riemannův integrál. Pracujeme-li opravdu 
s Riemannovými integrály, narazíme na př. již v důkaze věty o integraci 
per partes na komplikace. To jsou zatím jen obtíže formální,,,důkazové". 
Brzy se však setkáme s obtížemi horšími. Abychom to ijahlédli, pozna
menejme, že pro Perronův integrál, který je zobecněním vlastního i ne
vlastního*) Riemannova integrálu, platí tato věta: 

(1) Budte (py y)9 fn (n= 1, 2,...) funkce definované v intervalu K 
(může to být vícerozměrný interval); necht tyto funkce máji v K (konečný) 
Perronův integrál; nechť platí pro každé x eK a každé n 

<P(*) ^ /«(*) ^ V>(*Y> 
neckt ptati píro každé x lim/n(a;) = f(x). 

n-t»oo 
Pak platí: 
1. Funkce f má Perronův integrál v K, 
2. posloupnost integrálů funkci fn konverguje a má za limitu integrál 

funkce f; stručné 
/lim/n = lim//n. 

Aplikujme tuto větu na Riemannovy integrály, t. j . nahraďme 
vdude v předpokladech věty slova „Perronův integrál" slovy „Rieman
nův inte&rál". Předpoklady věty jsou pak splněny tím spíše, platí tedy 
í tvrzení věty. Ale tvrzeni „funkce / má Perronův integrál" nemůžeme 
bohužel nahradit slovy, že / má Riemannův integrál. Chceme-li tedy 
dostat z věty (1) větu o Riemannovu integrálu, nezbývá nám nic jiného, 

//.)*) Protože ve vícerozměrném případě není terminologie ustálena, budeme 
<* nevlastních Riemannových integrálech mluvit jen v případě jednorozměrném. 



než vyslovit dodatečný předpok\ad, že funkce / má Riemannův integrál. 
Je patrné, že je tento předpoklad v jistém smyslu nepodstatný; nikoho 
přece nezajímá, zda funkce, ke které dojdeme limitním přechodem, má 
integrál zrovna podle nějaké naší — patrně nevhodné — definice. Za
jímá nás jen, zda tato funkce má nějaký ,,rozumný" integrál, s kterým 
dovedeme pracovat. A Uvidíme, že s Perronovým integrálem se dá 
pracovat nejen tak dobře jako s Riemannovým integrálem, nýbrž do
konce mnohem lépe. S podobnými obtížemi jako ve větě (1), které opět 
odpadnou vhodnější definicí integrálu, se ovšem setkáme i při jiných 
příležitostech. 

Nyní je třeba se zmínit ještě o jedné definici integrálu, kterou 
určitě zná každý, kdo čte tento článek, přes to, že" je tato definice 
málokde uvedena. Je to integrál „podle primitivní funkceťť; budeme mu 
říkat integrál Newtonův. Přesněji: řekneme, že funkce / má v in
tervalu <a, by Newtonův integrál, eadstuje-Ii v tomto intervalu funkce 
F tak, že pro každé x e (a, 6> platí F'(x) = f(x) (máme na mysli jen 
vlastní derivaci, v krajních bodech ovšem jednostrannou); Newtonovým 

h ^ 
integrálem — značka Nff(x) dx — pak rozumíme číslo F(b) — F(a). 

a 
(Víme sice, že funkce F není funkcí / určena jednoznačně, je však 
určena , Jednoznačně až na aditivní konstantu", takže číslo F(b) — F(á) 
je určeno opravdu jednoznačně.) Riemannův integrál budeme obdobně 

b 

značit Bff(x) dx. 
a 

Je snad dobře si uvědomit, že Newtonův integrál má přímo zásadní 
význam. Nehledíme-li totiž k přibližným methodám, dává nám tento 
integrál téměř jedinou možnost hodnotu integrálu opravdu vypočítat. 

i 
Vzpomeňme také, jak se v některých učebnicích počítá integrál fx2dx 

o 
podle Riemannovy' definice a jak lze tento integrál vypočítat jakožto 
integrál Newtonův; nebo vzpomeňme na rozdíl v důkazech věty o sub
stituci pro Riemannovy a pro Newtonovy integrály. Uznáme jistě, že 
má Newtonův integrál před integrálem Riemannovým některé značné 
přednosti. 

Poznamenejme ještě toto: Primitivní funkci se někdy říká „neurčitý 
integrál41, Riemannovu integrálu „určitý integrál". Tato terminologie 

b 

se nám však nehodí. Existuje-li totiž Riemannův integrál Bff(x) di, 
t o 

existuje také integrál Rff(x)dx pro každé <€<a, 6>; můžeme tedy 
a -., 

v intervalu <a, V) definovat funkci 
F(t)^Rff(x)dz 

a 



a této funkci (event. zvětšené o nějakou konstantu) budeme říkat ne
určitý Riemannův integrál. Podobně můžeme mluvit o neurčitém New
tonově integrálu; ten se ovšem přesně shoduje s pojmem primitivní 
funkce. Uvidíme, že budeme moci mluvit i o neurčitém Perronovu 
integrálu. „Určitý integrál" (ať Riemannův, Newtonův nebo Perronův) 
je pak číslo, které je funkční hodnotou příslušného neurčitého integrálu. 

Všimněme si nyní souvislosti mezi Riemannovým a Newtonovým 
integrálem. Snadno nahlédneme, že funkce může mít Riemannův in
tegrál, aniž má Newtonův integrál; na př. funkce /, pro niž platí f(x) = 0 
pro x > 0, /(O) -= 1, jistě nemá v intervalu <0,1> Newtonův integrál. 
(K důkazu neexistence stačí použít věty o střední hodnotě pro tento 
interval.) Může vsak nastat i opak; existuje funkce G, která má v každém 
bodě intervalu <0,1> derivaci G'(x) = g(x) tak, že platí dokonce 0 <I 
<1 g(x) <^ 1 a přitom funkce g nemá v intervalu <0, 1> Riemannův 
integrál. To je jistě věc dost nepříjemná. Vidíme, že nevystačíme ani 
se samotným Riemannovým ani se samotným Newtonovým integrálem 
a žádný není „obsažen" v druhém. Je tedy jistě sympatickou vlastností 
Perronova integrálu, že je zobecněním obou zároveň. Odtud plyne 
zejména, že Riemannův a Newtonův integrál dané funkce dávají touž 
hodnotu, pokud ovšem existují. Rozumíme-li nyní „integrálem*ť prostě 
Perronův integrál a dokážeme-li nějakou větu pro Newtonovy integrály, 
máme tím dokázánu (alespoň za speciálních předpokladů) jistou větu 
o „integrálu". Tím se vyhneme nepříjemné situaci, do níž se dostávají 
autoři učebnic integrálu Riemannova. Rozumí-li se totiž „integrálem'ť 

Riemannův integrál a dokáže-li se nějaká věta pro ,,neurčitý*ť (t. j . 
Newtonův) integrál, není pro „opravdový'ť integrál dokázáno vlastně 
nic — leda za dodatečného předpokladu, že integrály, které se ve větě 
vyskytují, existují také ve smyslu Riemannově. 

Důležitou roli hraje také tato věta: 

(2) Existuje-li (Perronův) integrál funkce f v každém intervalu 
/a, 6 — c>, kde e je libovolné kladné íislo menši než b — a, a existuje-li 

« • - • t b 

vlastní limita lim ff(x) dx, pak existuje téí Jf(x) dx a rovná se této limite. 
* «->0-f a a 

Postup, který nám sloužil k zavedení nevlastních Riemannových 
integrálů, nám tedy dává kriterium existence pro Perronův integrál. 
To je značná výhoda. „Vybudujeme-li" totiž theorii vlastního Rieman
nova integrálu a zavedeme-li pak nevlastní Riemannův integrál, nevíme 
ovšem, které věty, dokázané pro vlastní integrály, budou platit také pro 
integrály nevlastní a musíme vše znovu ověřovat. Nepříjemnost této 
situace vysvitne snad ještě lépe, uvMomíme-li si toto: 

Označme symbolem SR množinu funkcí, které mají v intervalu (na 
př.) <0,1> vlastní Riemannův integrál; bud 3^ množina funkcí, které 
mají v témže intervalu nevlastní Riemannův integrál. (Každá funkce 



z 9ti má v daném intervalu nejvýše konečný počet „choulostivých 
bodů".) Nyní stejným způsobem, jakým jsme dospěli od systému 9t 
k systému SR-., můžeme dospět od systému SHj k jakémusi systému 9t2, 
který bude zase větší než 9 t r Lze na př. snadno sestrojit funkci /, která 

bude mít za „choulostivé body" čísla — (n = 2, 3, 4,'...) tak, aby 
n 

i 
existovala Um jf(x) áx (míní se nevlastní Riemannův integrál); taková 

e->0+ s 
funkce bude patřit do 9t2, ne však do 9tx. Dále můžeme sestrojit systémy 
9tj„ 9t4, ... a pokračovat tak do nekonečna (ba transfinitně; na 
myšlence takovéto transfinitní konstrukce se zakládá původní definice 
Denjoyových integrálů, z nichž některé jsou ještě obecnější než Perronův 
integrál). Z věty (2) je vidět, že množina *J) všech funkcí, které mají 
v intervalu <0, 1) Perronův integrál, obsahuje všecky množiny 9t = 
= 9t0, 9ti, 9t 2 , . . . Je jistě již patrné, že theorie Perronova integrálu je 
značně ucelenější a po mnoha stránkách vhodnější než theorie integrálu 
Riemannova. 

Věty (1) a (2) jsou mocnými prostředky k důkazu existence Perro
nova integrálu dané funkce. Řekli jsme již, že Perronův integrál je zobec
něním integrálu Riemannova; platí tedy zejména, že každá spojitá 
funkce má Perronův integrál. (Při důkazu této věty však nebudeme ni
kterak užívat vlastností Riemannova integrálu; dokážeme dokonce, že 
má spojitá funkce Newtonův integrál.) Pódaří-U se nám tedy nějakou 
funkci / „odvodit" z množiny spojitých funkcí postupnými limitními 
přechody, popsanými ve větách (1) a (2), budeme mít dokázáno, že 
funkce / má Perronův integrál. Je celkem zřejmé, že se to dá provést 
prakticky vždy, pokud vůbec je možné funkci / nějaký „rozumný" in
tegrál přisoudit. [„Rozumností" integrálu zde míníme zejména to, že 
z existence (konečného)^ integrálu v daném intervalu plyne existence 
(konečného) integrálu v každém částečném intervalu. Něco jiného než 
„rozumný" integrál je t . zv. Cauchyova hlavní hodnota integrálu. Ta 

c—ě b 
se definuje jako lim ( / . . . + / . . . ) , je-li c „choulostivý" bod funkce, 

«-->0-j- a ^ c+s 
a<c<. 6. Zřejmě existuje na př. Cauchyova hlavní hodnota integrálu 

i 

I — d#, nikoli však příslušný (nevlastní Riemannův nebo Perronův) 

—i , i 
integrál. Podobně nemůže existovat žádný „rozumný" integrál ff(x) dsr, 

—i 

kde f(x) je pro x =f= 0 derivací funkce sin — a na př. /(O) -= 0, pokud 
x • . • 

„rozumností" míníme spojitost neurčitého integrálu. Sama funkce / je 



zde vlastně „velmi rozumná"; mimo bod 0 má dokonce všechny deri
vace.] 

Jestliže funkce 9?, \p mají v intervalu na př. <0,1> Perronův integrál, 
1 1 

je-li <p(x) <^ %p(x) pro každé x e <0, 1) a je-li f<p(x) dx < fip(x) dx, lze 
o o 

dokázat, že existuje funkce /, pro niž platí (p(x) <1 f(x) <^ \p(x) v každém 
bodě" x c <0,1) a která v tomto intervalu nemá Perronův integrál; jsou 
však dobré důvody k domněnce, že se nikdy nikomu nepodaří takovou 
funkci / opravdu udat (zkonstruovat). (Konstrukcí takové funkce by 
totiž byla zároveň zkonstruována lebesgueovsky neměřitelná množina.) 
Víme-li tedy o funkcích <p, tp, že mají Perronův integrál, a je-li konkrétně 
dána funkce /, pro niž v každém bodě daného intervalu platí <p(x) <1 
žíf(x) ^ W(x)> Je >»stoprocentně" jisté, %e funkce / má rovněž Perronův 
integrál. Nikterak však není pravda, jat jsme ukázali na jednoduchých 
příkladech, že by „prakticky každá" funkce / měla Perronův integrál; 
předpoklad o funkcích 99, %p je tedy podstatný. 

Rovněž lze snadno ukázat, že funkce <p, \p hrají důležitou roli ve 
větě 1. Abychom to nahlédli, definujeme v intervalu <0, 1) posloupnost 
funkcí fn (n — 1, 2,...) tímto předpisem: 

/n(0) = 0, 

pro 0 < x < — je fn(x) = n, 
n 

pro —<Lx<Ll je /n(íc) = 0. 
n 

Snadno se přesvědčíme, že pro každé x platí lim/n(#) = 0 a že pro 
n-i-co 

1 1 1 
každé n je Bffn(x) dx =- 1; je tedy lim ffn(x) d#.-=- 1, ale / lim/w(.r) dx = 

0 »-->oo 0 s Ó *n-*oo 
= 0. 

Tím je tedy zhruba naznačeno, jaké výhody má (aspoň v jedno
rozměrném případě) theorie Perronova integrálu, co od ní můžeme 
očekávat -— a také trochu, co od ní nemůžeme očekávat. 

Obraťme se nyní opět k širšímu okruhu čtenářů, i k těm, kteří dosud 
p integrálu nic nestudovali; pokusme se vyložit, 00 nás vede k tomuto 
pojmu. Vhodným příkladem jsou k tomu některé f ysikálnf veličiny. 
Ukážeme tím zároveň možnost definovat integrály vícerozměrné a vý-
klad bude názornější než pro jeden rozměr. Vezměme si na př. za úkol 
t,vyp0čítat", lépe řečeno definovat statický moment obdélníka vzhledem 
k některé z jeho stran. Předpokládejme napřed, že plošná hustota daného 
obdélníka je všude stejná a rovna 1. Víme, že statický moment hmotného 
bodu o hmotě m vzhledem k ose vzdálené o d je dán výrazem md. Umis-



těme daný obdélník do prvního kvadrantu roviny s osami x9 y tak, aby 
jeden vrchol ležel v počátku a strany o délkách a, resp. b ležely na osách 
x9 résp. y. Uvažujme takto: 

RozděUme obdélník několika řezy, z nichž některé jsou rovno
běžné s osou x a ostatní s osou y, na n malých obdélníků; bud Ki jeden 
z nich. 

Zvolme bod [xi9 yt] z obdélníka K{. Hmota K{ je podle předpokladu 
rovna ploše Ki9 označme ji ^(K^. Protože obdélník Kt je podle před
pokladu malý, můžeme ho přibližně pokládat za hmotný bod o souřad
nicích [x{, yi] a hmotě ^(Kť); statický moment obdélníka K{ vzhledem 
k ose y bude tedy přibližně roven číslu x{. ^(K t). Jsou-U tedy Kl9 K2,..., 
Kn obdélníky, na něž jsme rozděUU původní obdélník, a jsou-U body 
[xi> yjy [x*> y*í •••> lxn, yn] zvoleny v příslušných obdélnících, je podle 
této úvahy statický moment celého obdélníka přibližně roven součtu 

n 
2 x^Ki). .Přiblížení ke ,,správné hodnotě" bude asi tím lepší, čím jem-

* = i 
nější bude dělení původního obdélníka na obdélníky Kt. (To ovšem 
nebyla úvaha matematická; to byla úvaha ,,heuristická", která nás měla 
přivést k definici statického momentu a současně také k definici integrá-

n 
lu.) Lze nyní ukázat, že existuje číslo S9 k němuž se%součty 2 x^KJ 

*--i 
neomezeně blíží, jestUže dané dělení,,stejnoměrně" zjemňujeme (později 
ukážeme, jak se dá toto číslo jednoduše vypočítat); pro definici static
kého momentu daného obdélníka vzhledem k ose y (t. j . k jeho straně 
o délce b) nemáme tedy jinou ,,rozumnou možnost" než právě číslo S, 

Obdobně budeme definovat Riemannův integrál z funkce /, defino
vané na obdélníku K. Řekneme, že funkce / má na obdélníku K Rieman
nův integrál rovný číslu A9 jestUže při vhodném rozkladu obdélníka K 
na obdélníky Kl9 Ki9 ...fKn se bude součet 

E / t o , ^ ) ^ ) (3) 
<=-i 

málo Ušit od čísla A9 ať zvolíme body [xi9 y4] jakkoU ;v obdélnících K^ 
(Předpokládáme ovšem, že žádné dva z obdélníků Kl9..., Kn se nepře
krývají.) Lze ukázat, že můžq existovat nejvýš jedno takové číslo A, 

Je patrné, že jsme statický moment definovaU jako integrál funkce 
f(x9 y) = x. 

Požadavek kladený na existenci integrálu bychom také mohU 
zostřit v tom smyslu, že bychom požadovaU nejen, aby se při vhodném 
dělení všecky sousty tvaru (3) málo Ušily od čísla A9 nýbrž dokonce, 
aby při každém dostatečně jemném dělení se všecky takové součty málo 
lifily od čísla A. 



Ukazuje se, Že v našem případě, kdy /* značí plochu, jsou oba po
žadavky ekvivalentní. Za chvíli však budeme mluvit o Riemann-
Stieltjesovu integrálu, kde „hmota" [x může mít i jiný význam; to odpo-

' vídá případu, že hmota není rozložena rovnoměrně. V obecném případě 
uvedené dva požadavky ekvivalentní být nemusí a je pohodlnější pra
covat s prvním (slabším) požadavkem. Silnější požadavek je však 
splněn, kdykoli je integrovaná funkce spojitá. 

Snadno můžeme definovat také integrál přes obecnější množinu 
Q než přes obdélník, jen když je množina Q omezená; Množinu Q umís
tíme do jakéhosi obdélníka K a funkci, jejíž integrál přes množinu Q 
máme definovat a o níž tedy předpokládáme, že je definována na Q, 
doplníme v bodech obdélníka K, které nepatří do Q, nulovými hodno
tami. Definujeme pak integrál funkce / přes množinu Q jako integrál 
„doplněné" funkce přes obdélník K, pokud ovšem tento integrál existuje. 
Lze ukázat, že tato definice opravdu má smysl, neboli že nezáleží na tom, 
do kterého obdélníka množinu Q vnoříme. (Zde je do jisté míry pod
statné, že n značí plochu; v obecném případě Stieltjesova integrálu jsou 
věci trochu komplikovanější.) 

Naší „heuristické" úvahy, které jsme užili k zavedení statického 
momentu, se ve fysice užívá dosti často. Má se spočítat jistá fysikální 
veličina, příslušná dané omezené části prostoru; označme ji Q. Pro 
jednoduchost se opět omezíme na případ dvou rozměrů. Obyčejně je 
jasné, že na množině Q existuje funkce / této vlastnosti: Zvolíme-li 
v Q malý obdélník Kt, bude fysikální veličina F(K{), příslušná obdélníku 
K{, přibližně rovna číslu 

f(Xi,yi)rtKi)> 
kde [xi9 y{] je nějaký bod z obdélníka Kť. (Na př. u momentu setrvač
nosti vzhledem k ose, procházející bodem [0, 0] kolmo k dané rovině, 
bude tato funkce rovna x* 4- y2; při potenciálu, vytvořeném v bodě 

[0,0], bude f(x, y) = , atd.). Vezměme opět obdélník K, obsa-
• P2/ + y* 

hujíoí množinu Q, ~a rozdělme ho zase popsaným způsobem na malé 
obdélníky KVK%, ...,Kn. Fysikální veličina F(Q), příslušná množině 
Q, se pak asi bude přibližně rovnat (a) součtu tvaru (3), kde však se 
sčítá jen přes ty obdélníky, které jsou obsaženy v Q; též je možné se 
domnívat, že bude F(Q) přibližně rovném/z) součtu tvaru (3), kde se 
sfitá přes obdélníky, které máji s Q společný aspoň jeden bod. 

Lze tušit, že v „rozumných případech" při dostatečně jemném 
dělení dostaneme v obou případech přibližně totéž. 

Vapomeňtne si nyní* jak jsme definovali integrál funkce / přes 
množinu Q. Bylo to číslo opět přibližně rovné součtům tvaru (3), kde 
vítek /znamenalo „rozšířenou" funkci. Ale to jsou zřejmě právě ty 
součty, o nichž jsme řekli, Že aproximují veličinu F(Q); sčítanci přísluSné 
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obdélníkům Ki9 které nemají s Q žádný bod společný, určitě vypadnou/ 
protože se příslušná hojinota f(xi9y{) rovriá nule (/ je zde „rozšířená 
funkce"); sčítance přísluáňé obdélníkům K(, obsaženým v Q, se nezmění;: 
u ostatních obdélníků pak můžeme vhodnou volbou.bodu [xi9 yt] do
sáhnout toho, že ^integrální*' součet (3) přejde buď v součet (<%) nebo 
v součet (p) podle toho, voUme-U bod [xi9 y{] mimo Q nebo v Q. 

Je opět patrné, že pro veličinu F(Q) nemáme jinou ,,rozumnou 
možnost" než integrál funkce / přes ipnožinu Q. -

Je-U funkce / nezáporná na obdélníku K, pak každý výraz f(xit y{) * 
.fJL(Ki) značí objem hranolu o podstavě K{ a výSce f(xi9 y{); součty (3) 
tedy přibUžně vyjadřují objem tělesa, ležícího nad obdélníkem K> 
ohraničeného zdola tímto obdélníkem a shora plochou o rovnici z == 
= f(x, y). Integrálem můžeme tedy definovat také objem těles, vznik-' 
lých popsaným způsobem. Je snadno patrné, že lze. tuto definici roz
šířit i na případ, že místo obdélníka K vezmeme Ubovolnou omezenou 
množinu Q; otázka je jen, kdy bude příslušný integrál existovat. Vez-
meme-U za / funkci, která na Q nabývá hodnoty 1 a jinde hodnoty 0, 
má náš integrál význam objemu válce o podstavě Q a výšce 1; toto 
číslo se však rovná obsahu podstavy, t. j . obsahu množiny 13. Dvouroz
měrným integrálem můžeme tedy definovat jednak objem trojrozměr
ných množin speciálního tvaru, jednak plošný obsah do jisté míry Ubo-
volných množin dvourozměrných. 

Položme si nyní otázku, proč jsme se vlastně zabývaU jen případem, 
že fi znamená objem. Součty tvaru Zx^KJ nebo ^(x^yi) ^(Kf) mů
žeme přece utvořit, at je ,,hmota" fi rozložena jakkoli, jen když známe 
„její rozložení'1 neboli když známe čísla /í(.Kť) pro každý obdélník K4. 
A ukazuje se, že důvod našeho omezení není nikterak příUš hluboký; na 
příkladě statického momentu vidíme, že je někdy docela přirozenější 
vyšetřovat případ „obecného rozlomení", To nás Vede, jak jsmepozná-
menaU, k t. zv, St ie l t jesovu integrálu (zatím Riemanň-Stielt-
jesovii). V případě, který jsme dosud probíraU, kdy fi znamenalo plochu*, 
mluvíme o „obyčejném" integrálu. - J e ovšem třeba říci, jak máme 
matematicky formulovat požadavky o „hmotě" fi, abychom dostaU 
rozumné výsledky. , 

Poznamenejme tedy napřed něco o matematickém vyjádření fysi-
kálních veU&ii. Někdy se říká, že se veUčiny děU na veUŽiny, označující 
množství —- kvantitu (t. zv. ÝeÚčiny extensivní, na př. hmota, teplb, 
elektrický náboj; k jejich měření potřebujeme jedňotkttj^á na veUčiny £ 
označující stav (t. zv. veUčiny interní vití, na př. hustota, .teplota, po-, 
tenciál; let jejich měření potřebujeme stupnici). V matematice • bohužel 
nedovedeme prkcovat přímo s teplem nebo s. elektrickým nábojem; 
musíme určit nějakou „matematickou veUčinu*', která by pófcudmožná 
dobře odpovídala přtólušné „fýsikální veUčiňě*'. Vezmeme^li jedláý 
předmět, je po stránce matematické na př. jeho hmota vyjádřena 
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jistým číslem; právě tak je třeba teplota v daném bodě a, čase vyjádřena 
číslem. Chceme-li tedy po stránce matematické nějak klasifikovat fysi-
kální veličiny, musíme jít trochu dál. Na samotném čísle již nepoznáme, 
zda „vzniklo" jako hmota nějakého předmětu nebo jako teplota v daném 
bodě; musíme se tedy podívat nejen na dané číslo, nýbrž i na „věc", 
které toto číslo bylo přiřazeno. A jakým „věcem" jsou přiřazena čísla 
udávající hmotu, teplo, elektrický náboj ? Za tyto „věci" můžeme vždy 
pokládat části prostoru; je zřejmé, že při volbě (v daném čase) určité 
ěásti prostoru je určena hmota, teplo,... všech ,,předmětů4', které jsou 
v té části prostoru obsaženy. Fysikální veličinu „teplo4 ť můžeme tedy 
pokládat za předpis, který každé („rozumné") části prostoru přiřazuje 
určité číslo. Avšak předpis, který každému prvku nějaké množiny přr* 
fázuje určité číslo, se nazývá funkce (definovaná na té množině; prvky 
té množiny se nazývají někdy argumenty funkce); „teploíť můžeme tedy 
•chápat jako funkci, definovanou na množině všech „rozumných4ť částí 
prostoru. Argumenty této funkce jsou tedy opět množiny; takovýmto 
funkcím se říká funkce množinové. Tímto způsobem můžeme matematicky 
interpretovat zřejmě i objem (t. j . „objemovou velikost"), hmotu, 
momenty, elektrický náboj a pod. Všecky tyto množinové funkce mají 
jednu společnou vlastnost: jsou to tak zvané funkce aditivní. Je-li 
totiž F některá z uvedených množinových funkcí a jsou-li A, B, C „ro
zumné" množiny (t. j . takové, že je pro ně definována funkce F), při 
•čemž množiny A, B nemají společných bodů a O je jejich množinové 
sjednocení, pak platí 

F(A) + F(B) = F(0). 

{Na př. součet statických momentů dvou těles, která nemají žádný bod 
společný, se „rovná statickému momentu tělesa, které vznikne tím, že 
obě tělesa dohromady pokládáme za jedno těleso; podobně triviální 
význam má tento vztah i v ostatních případech.) Při vyšetřování Per-
ronova integrálu budou hrát důležitou roli množinové funkce; vidíme 
nyní, že pojem množinové funkce není nic záhadného, co by patřilo 
jen do „vyšší" matematiky, nýbrž něco, co má velmi názorný význam 
a úzký vztah k denní zkušenosti. 

Podívejme se je&tě s tohoto hlediska na fysikální veličiny „inten
sivní". Teplota, hustota, potenciál jsou pak čísla, přiřazená ne již 
částem, nýbrž bodům prostoru. Tyto veličiny lze tedy chápat jako funkce 
v obvyklóm slova smyslu („funkce bodové"). 

3Má se, že jsme poněkud odbočili; vraťme se tedy zpět „na rozcestí". 
Naším úmyslem je definovat na př. statický moment i v případě ne
rovnoměrného rozdělení hmoty; abstraktně formulováno: hledáme ně
jaké ^qzúmné" předpoklady o „hmotě" [i, za nichž by bylo možně vy-
šetřovat (alespoň bez velkých komplikací) součty tvaru 

£f(zifVi)i*(K4) 
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obdobným způsobem jako v případ, -fo li znamenalo plochu (v případě 
„rovnoměrného rozdělení hmoty")* fi bude zřejmě jakási množinová 
funkce. 

Ukazuje se především, žé stačí vzít za systém množin, na němž je 
tato funkce definována, systém všech obdélníků. (Abychom si zvykli 
na vícerozměrnou terminologii, budeme místo „obdélník*ť říkat (dvou
rozměrný) interval; pootQČený obdélník ovšem pák už nebude interva
lem. Trojrozměrný interval má názorný význam kvádru; m-rozměrný 
interval pro m > 3 bohužel už si představit nedovedeme.) Stačí dokonce 
Vzít systém všech uzavřených intervalů, které jsou částmi jistého pev
ného intervalu. V tomto případě budeme mluvit o funkci intervalu 
místo o funkci množinové. Ale pak je třeba poněkud změnit definici 
aditivity. Dva uzavřené intervaly bez společných bodů totiž nikdy ne
dají dohromady interval. Kdybychom nyní doslova přenesH uvedenou 
definici aditivity na funkce intervalu, nepožadovaH bychom vůbec nic 
a lze uvěřit, že bychom pak asi nemusili dostat nic rozumného. Po
změníme tedy pro funkce intervalu definici aditivity takto: Řekneme, 
že funkce intervalu F je aditivní, jestHže platí / 

• F(I) + F(J) = F(I + J), 

kdykoUv 1 je interval, J je interval, I + J je interval a intervaly J, J 
se nepřekrývají, t. j . mají společné body jen na svých hranicích. (Hra
nice intervalu je v rovině totéž co obvod, v prostoru totéž co povrch.) 
Lze pak ukázat, že můžeme zcela pohodlně vyšetřovat součty tvaru (3), 
jakmile předpokládáme, že bodová funkce / je omezená a že funkce inter
valu \i je nezáporná a aditivní. 

Riemann-Stieltjesův integrál funkce / přes interval K vzhledem 
k funkci fi pak definujeme doslova tak jako při „obyčejném" Rieman-
nově integrálu. Číslo A, vyskytující se v definici, je opět určeno jedno
značně (pokud existuje); označíme je symbolem 

• / / t y . 

K 
Je patrné, že stačí v příslušné definici dát místo slova „obdélník" 

slovo „m-rozměrný interval" a funkcí / rozumět funkci m proměnných, 
abychom dostaH definici integrálu v m-rozměrném prostoru. 

ZmíniH jsme se však o nevhodnosti Riemannovy theorie pro Jedno
rozměrný případ a o tom, že Riemannův integrál nahradíme obecnějším 
integrálem, který bude zároveň zobecněním Newtonova integrálu. Jak 
tomu bude v případě vícerozměrném? 

Uvažme, že při snaze vyjádřit statický moment (resp. nějakou 
jinou fysikální veHčinu) jsme užiU tohoto předpokladu: 

Je-H J malý interval, obsahující bod [a?, y]t pak pro statický mo
ment S(J\f příslušný tomuto intervalu (resp. pro příslušnou fysikální 
veHčinu F{J))9 bude přibližně platit vztah 
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S(J) t=z x. p(J) 

(ie*p.F(J)=t(x9y).fi(J)). (4) 
Dělením ,,velkého intervalu" na ,,malé intervaly" a sečtením 

příslušných přibližných rovností jsme byli přivedeni k Riemannovu 
integrálu. 

Místo vztahů (4) můžeme však, je-li [Á(J) #= 0, napsat, že jsou při
bližně splněny vztahy 

S(J) 

/*W 
(4') 

( r e 8 p - ^ = / ( a ; ' 4 
Předpokládáme zřejmě, že tyto vztahy budou platit tím přesněji, 

čím menší bude interval J, obsahující bod [x, y]. 
Předpokládáme tedy vlastně, že platí 

S(J) 
Lim 777T == x 

(resp. Lim ^ = /(*,*,)); (5) 
J-H*,V)l*(J) 

je ovšem třeba definovat záhadný symbol Lim, který zde však zřejmě 
má jakýsi intuitivní význam („interval J se zmenšuje až na bod [x, y]"). 
Tuto definici odsuneme do dalšího paragrafu. Budou zde jisté kompli
kace, způsobené tím, že v „obecném případě" (t. j . není-li fi právě 
plocha) může být fi(J) = 0. 

Můžeme tedy říci, že S (resp. F) je aditivní funkce intervalu, splňu
jící v každém bodě vztah (5). (Nenabývá-li funkce / nekonečných hodnot, 
je vztahem (5) funkce F (pokud existuje) určena jednoznačně.) To 
zřejmě připomíná .Newtonův jednorozměrný integrál. Všimneme-li si 
ještě, jak vypadají v jednorozměrném případě aditivní funkce intervalu, 
uvidíme dokonalou analogii. Buď napřed <p (bodová) funkce, definovaná 
(na př.) v intervalu' <0, oo). Sestrojme funkci intervalu <p* tímto před
pisem: Je-li J -5= (ay 6), kde 0 <1 a < 6, bud <p*(J) = <p(b) —- <p(a); 
stručně 

f * « a , 6 » - - 9 í ( 6 ) - y ( « ) . • (6) 
Buďte nyní <o, 6>,\<c, d> nepřekrývající se intervaly, obsažené v <0, oo) 
a takové, že dávají dohromady opět jakýsi interval. To zřejmě není 
možné jinak, než že hucf 6 = c nebo a — d. Nechť tedy na př. 6 = c; 
pak „složením" obou intervalů vznikne interval <a, d} a platí 

9P*«a, d » = <p (d) - <p(a) = (tp(d) - <p(e)) + (<p(b) - f(a)) = 
-=?•«<>, d » + ? * « a , ó » . 
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Vidíme, že funkce <p* je aditivní. Máme tedy příklad, jak sestrojit adi
tivní funkci intervalu. Snadno v§ak nahlédneme, že je to příklad obecný 
jieboli že tímto způsobem dostaneme každou aditivní funkci intervalu. 
Bud tedy 0 taková funkce, definovaná na př. pro všechny uzavřené 
intervaly, obsažené v <0, oo). Zvolme nyní libovolné číslo c a definujme 
v intervalu <(0, oo) bodovou funkci <p předpisem 

<P(0) =-c, 
pro x > 0 je <p(x) = c + 0«O9 x}). 

Pro b > 0 je tedy 

<P«0, 6» = <p(b) - c = <p(b) - <p(0); 

je-li 0 < a < b, plyne z^aditivity funkce 0 vztah 

< ř « O , a » + 0 « a , 6 » = <P«O,6>), * 
neboli 

0«a9 6» = * « 0 , 6» - 0«O9 a » = (<p(b) - c) - (?(a) - c) = 
= <P(b) — <P(*)> 

Vidíme, že funkce 0 je totožná s funkcí <p*, určenou vztahem (6). Každou 
aditivní funkci intervalu (na přímce) lze tedy dostat tím, že utvoříme 
rozdíl funkčních hodnot jisté bodové funkce. Zkoumejme, jak se nám 
po tomto odhalení projeví v jednorozměrném případě výraz 

l i . ™ ,7) 
J-+xf*(J) 

Předpokládejme napřed, žp fi je „plocha", t. j . délka intervalu. Pak je 
funkce fj, vytvořena [ve smyslu (6)] funkcí f(x) = x; předpokládejme, žě 
funkce F je vytvořena funkcí <p9 t. j . že F = <p*. 

Výraz (7), klademe-li J = (u9 v) přejde v 

Lim rt")-m.. 
<tí.t»~«C v — u 

v se blíží bodu x zprava, u zleva a je u < v. 
Tento výraz již zřetelně připomíná derivaci. Až definujeme symbol 

Lim, ukážeme, že limita Lim existuje, když a jen když existují obě 
limity 

Um ^ " y ^ ^ y M - y W 
.3-**+ V—X ' U-+X— U—X 

a jsou si rovny — neboli když existuje derivaee <p'(x). 
Jestliže tedy definujeme (i pro m rozměrů) derivaci aditivní funkce 

intervalu F výrazem Lim—.^ (x mači bod m-rozměrného prostoru), 



pokud limita Lim bude existovat a pokud fi bude znamenat (m-rozměrný) 
objem, budeme mít zobecněni klasické definice derivace; v jednoroz
měrném případe bude derivace funkce intervalu znamenat totiž totéž 
jako derivace bodové funkce, jíž je daná funkce intervalu vytvořena. 

Co se nyni stane, vezmeme-li v jednorozměrném případě za fi ně
jakou obecnějSí (nezápornou aditivní) funkci intervalu? Je-li fi = <p* (ve 
smyslu (6)), máme pro a < b 

0£/*«a,by) = <p(b)-<p(a) 
neboli <p(a) <̂  <p(b). 

Vidíme, že funkce <p je ne^esající. Naopak zase vztah (6) přiřazuje 
každé neklesající funkci nezápornou funkci intervalu. 

Abychom se nemuseli omezovat na případ, že fx značí objem, za
vedeme derivaci libovolné funkce intervalu F podle libovolné nezáporné 
aditivní funkce intervalu fi výrazem 

^W , (8)' 
pokud Lim bude existovat. [V jednorozměrném případě se (8) změní v 

<u,i»-*z<p(v) — <p(u) 

kde /* = F,<p* = fx. Jestliže budou existovat derivace f(x) a <pf(x) 4= 0, 
f(x) 

bude tato limita ovšem rovna -̂77-7.] 
<p(x) 

Je tedy zcela přirozené říci, že funkce intervalu F, definovaná pro 
každý interval, obsažený v pevném intervalu K, je neurčitým Newton-
Stie l t jesovým integrálem bodové funkce / vzhledem k funkci fi 
(nebo Stieltjesovou primitivní funkcí / vzhledem k pt), jestliže pro každý 
bod x € K platí 

J-+X f*(J) 

(f je tedy funkce m proměnných; má-li bod x souřadnice xv x%,..., xm> 
značí f(x) totéž, co se dříve značilo symbolem f(xx,x2, ...,a?m). Před
pokládáme, že funkce / nenabývá nekonečných hodnot.) Funkci F bu
deme pak značit symbolem 

Nffdpr, 
aymboi Nff áp zuačí pak ovšem číslo F(K). 

• K 

Podle úvahy, která nás vedla ke vztahům (4), (4') a (5), je právě 
tak přirozené definovat nějakou fysikální veličinu integrálem Newto
novým (někdy je to dokonce přirozenější) jako integrálem Rieman-
novým. 

u .' 



Nyní by již bylo asi vhodné prozradit čtenářům, proč vlastně tolik 
mluvíme o Newtonově integrálu, když ho nakonec nebudeme probírat. 
Důvod je jednoduchý. Perronův integrál budeme totiž definovat tak, 
že bude na první pohled zřejmé, že dostáváme zobecnění integrálu 
Newtonova. Symbol Lim sice ve skutečnosti přímo definovat nebudeme, 
budeme však definovat horní a dolní derivaci funkce F podle nezá
porné aditivní funkce [A. Věty o horní a dolní derivaci budou naším po
četním aparátem, pomocí něhož budeme dokazovat věty o Perronovu 
integrálu. Kdybychom předem nebyli objasnili význam derivace a 
Newtonova integrálu, zdála by se asi definice Perronova integrálu po
někud záhadnou. 

Existuje-li Riemannův integrál Bffdju,, existuje té&.Bffdfj, pra 

každé J QK; určuje nám tedy i Riemannův integrál jistou funkci 
intervalu. Označíme ji ovšem Bff dfx a nazveme ji neurčitým Riemann-
Stie l t jesovým integrátém. Podobně budeme mluvit o neurčitém 
Perron-Stieltjesovu integrálu. 

V jednorozměrném případě máme teď vlastně definován neurčitý 
integrál jednak jako funkci bodovou, jednak jako funkci intervalu. Ale* 
neurčitý integrál jako funkce intervalu je zde ,,obvyklým způsobem" 
vytvořen neurčitým Integrálem jakožto funkcí bodovou, takže nedoro
zuměni nemůže vzniknout. \ 

Bude-li v jednorozměrném případě funkce fx vytvořena bodovou 
funkcí 9?, budeme místo ffdfx psát též ffdqt, někdy též ff(x)dq>(x). 
V ,,obecném případě" je sice symbol x zbytečný; je-li však některá 
z funkcí /, <p (nebo obě) dána nějakým jednoduchým početním výrazem, 
je pohodlnější napsat tento výraz místo příslušného symbolu / nebo q>+ 
Je-li JLÍ délka intervalů, je q>(x) = x a píšeme pak ovšem ff(x) dx. Všim* 
hěme si ještě, že v jednorozměrném případě nabývají „Riemann-Stielt-
jesovy součty" (3) tvaru ' 

t - i 

kde Ki= <*<-!, <ť>; očíslování lze tak volit, aby bylo f 0 < tx < .... 

Viděli jsme, že neurčitý integrál (ať Riemannův nebo Newtonův) 
dané bodové funkce definuje jistou aditivní funkci intervalu a všimli 
jsme si, že některé fysikální veličiny se dají tímto způsobem vyjádřit 
(na př. momenty ke vyjádřit jako integrály funkcí a?, x* + y* atd.)* 
Zastavme se nyní u problému, zda lze každou ,,extensivní" fysikální 
veKčinu vyjádřit integrálem. Omezíme-li se na veličiny nezáporné a 
použijeme-li Stieltjesova integrálu, dostaneme odpověď kladnou; každou 
konečnou nezápornou aditivní funkcí intervalu ke totiž psát jako in* 
tegrál z funkoe identicky rovné jedné podle dané funkce samotně. To je 

» 
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ovsem trivialita. Položme si nyní otázku, zda lze každou funkci intervalu 
vyjádřit obyčejným integrálem, t . j , integrálem tvaru ffdfi, kde (A je 
objem. Víme, že funkce intervalu je Newtonovým integrálem své deri
vace, pokud tato derivace všude existuje a je konečná. Chceme-li tedy 
danou funkoi intervalu vyjádřit obyčejným integrálem bodové funkce, 
budeme asi musit za tuto bodovou funkci vzít její obyčejnou derivaci. 
Představme si opět danou funkci intervalu F jako hmotu při nějakém 
nepravidelném rozložení. Jaký má názorný význam výraz 

je-li x bod prostoru a značí-li V objem? Je snad dostatečně jasné, že se 
podobně definuje hustota hmoty v bodě x\ je tedy hustota obyčejnou 
derivací hmoty, neboli hmota je integrálem hustoty, pokud v každém 
bodě existuje konečná hustota. (Je patrné, že je v tomto případě při
rozenější užít Newtonova než Riemajinova integrálu.) Představme si 
nyní, že je v prostoru jen jeden hmotný bod (na př. v počátku) o hmotě 1. 
Příslušné „rozložení hmoty", t. j . funkci F, pak můžeme definovat 
takto: F(J)= 1, resp. J, resp. \, resp. J, resp. 0, leží-li hmotný bod 
uvnitř J , resp. uvnitř stěny J , resp. uvnitř hrany J , resp. ve vrchole J , 
resp. mimo J. Příslušná hustota, t. j . derivace funkce F, je pak všude 
mimo počátek rovna 0; v počátku pak existuje hustota jen v širším 
smyslu a je rovna + co. Newtonův integrál této hustoty neexistuje. 
Uvidíme však, že funkce, která je všude s výjimkou jednoho bodu 
rovna nule,-má integrál (Perronův) přes každý interval vůbec rovný 
nule, ať je v tom „výjimečném bodě" definována jakkoli, i třeba hod
notou -f oo. Bude patrné, že takovéto funkci nemůžeme přisoudit 
f>rozumněťť žádný jiný integrál nežli nulový, ať vyjdeme z jakékoli 
definice integrálu. Není tedy možné vyjádřit v tomto případě „hmotu" 
jako integrál z ,,hustotyťť a dá se ukázat, že definovanou funkci intervalu 
F nelze vyjádřit integrálem žádné funkce. 

Pokud nezavedeme Stieltjesův integrál, nemáme při takovémto 
rozložení hmoty možnost definovat na př. momenty integrálem; zavede-
me4i však pojem funkce intervalu a pojem Stieltjesova integrálu, mů
žeme postupovat stejně jako při rovnoměrném rozložení. (Pokud ovšem 
fee hmotu vyjádřit jako obyčejný integrál hustoty g,.lze na přv moment 
Bétrvafeoiti definovat jako obyčejný integrál funkce rag, "kde r je 
vzdálenost od osy.) 
, ; Ve fyriee se však J3&trně ,,pro zpřehlednění* * vyjadřují obyčejným 
integrálem i funkoe, o nichž je dokázáno, že je integrálem vyjádřit ne
lze (jako na př. funkce rozložení hmoty,při jediném hmotném bodě). 
Řekne se totiž, že hustota v místě, kde je hmotný bod, je „tak ohromně 
.nekonečná", že integrál z této funkce sé přece jen rovná jedné' Příslušná 
„hustotě" se říká Diracova á-funkce. Naznačili jsme již, jak je možné" 

m 



pomocí pojmu množinové funkce a Stieltjesova integrálu se této funkci 
vyhnout. Pro úplnost poznamenejme, že matematikové znají i jiné 
prostředky, jak tuto „funkci" vyšetřovat. Velmi obecná methoda, za
hrnující i tento případ, je vyložena ve SchwartzovS knize „Théorie des 
distributions". 

Všimněme si nyní způsobu, kterým bývá ve starších učebnicích in
tegrálního počtu definován vícerozměrný integrál; mluví se zpravidla jen 
o obyčejném integrálu. Vezměme pro příklad zase jen dva rozměry. 
Zpravidla se předpokládá, že obor K, na němž je funkce definována 
a o němž jsme my předpokládali, že je to interval, je vnitřek jakési 
jednoduché křivky. Dělení oboru K se pak opět provádí pomocí křivek, 
takže ,,maléťť obory Kif na něž se K rozpadne, jsou opět vnitřky jakýchsi 
křivek. Tvoří se pak součty tvaru Ef(x{, y{) ^(Kť), kde (xu y{) leží vždy 
v Ki a jn(Ki) znamená plochu příslušného oboru. 

Tento postup má však několik vad technického i zásadního rázu. 
Vady technického rázu jsou jistě jasné každému čtenáři, který jen něco 
málo slyšel o topologii. Již jen se samotnou definicí pojmu „křivkať< je 
jakási obtíž. Definujeme-li křivku jako množinu bodů tvaru [<p(t), 
y(t)], kde „parametrické funkce" <p, tp jsou spojité v některém jedno
rozměrném intervalu (a, by, pak se může stát, že naše „křivka" vyplní 
celý čtverec. Taková křivka má však jistě aspoň trojnásobné body. 
Omezíme-li se na jednoduché křivky, které se „neprotínajíť< [to zna
mená, že pro tx 4= t2 je vždy bod [^(t^, y)^)] různý od bodu [<p(t2), y>(t2)]\ 
připustíme-li výjimku, že bod [<p(a), \p(a)] je totožný s bodem [<p(b)> 
ip(b)], dostaneme definici jednoduché uzavřené křivky a nepřipustíme-li 
ani tuto výjimku, dostaneme tak zv. jednoduchý oblouk], pak se sice 
již nemůže stát, že by nám křivka vyplnila celý čtverec, ale může zabrat 
na př. tři Čtvrtiny (nebo devět desetin atd.) plochy celého čtverce. 
Taková křivka však není „rektifikace schopná"; omezíme-li se na křivky 
„rektifikace schopné", pak již má naše křivka najisto nulovou plochu. 
(Místo „křivka je rektifikace schopná" budeme říkat „křivka má ko
nečnou délku".) „Starší autoři" se také skutečně omezují na práci 
s křivkami konečné délky; ale situaci tím přesto nezachrání. 

Odmysleme si nyní pro jednoduchost obtíže topologického rázu, 
které vznikají na př. už s „tak jednoduchou" otázkou, jako je otázka 
„co je to vnitřek křivky"; předpokládejme, že známe matematiku už 
tak dobře, že opravdu umíme s křivkami exaktně pracovat, a všimněme 
si potíží zásadního rázu. První a hlavní z nich tkví v tom, že nedovedeme 
předem říci, co je to „plocha vnitřku křivky". Theorie jednorozměrného 
integrálu nám při tom nepomůže. Dovedeme na př. vypočítat plochu 
elipsy nebo lemniskáty, ale není každá křivka elipsou nebo lemniskátou. 
Výpočet plochy dané křivky jednorozmžmým integrálem se zakládá 
na tom, že křivku po částech vyjádříme jako graf funkce. Ukazuje se 
však, že existují křivky konečné délky, jejichž žádný Částečný oblouk 



není grafem funkce ani vzhledem k ose x ani vzhledem k ode y. Abychom 
tedy mohli mluvit o ploše vnitřku dané uzavřené křivky, musíme prostě 
definovat, eo je to „plocha množiny". A ukazuje se, že námaha, spojená 
1 vyslovením této definice a odvozením základních vlastností „plochy", 
je skoro stejná jako vyšetření integrálu způsobem, který jsme naznačili 
(pomocí intervalů). 

Jiná velmi nepříjemná věc je tato. Ve skutečnosti se totiž místo 
součtů tvaru Ef(xi9 yt) //(-K<) lépe vyšetřují součty vtvaru Zm^Ki), 
resp. EMifi(Ki)9 kde m4 resp. Mt je infimum, resp. supremum funkčních 
hodnot funkce / na množině Kt (t. zv. dolní a horní součty). Je patrné, 
že každý součet Ef(xi9 y{) fi(KÍ) leží mezi příslušným dolním a horním 
součtem. Je nyní třeba dokázat, že žádný dolní součet není větší než 
Žádný horhí součet. Tato věta se obyčejně dokazuje tak, že se sestrojí 
„společné zjemněné rozdělení". Lze pak snadno ukázat, že při „klasic
kém" postupu, kdy dělíme vnitřek křivky na konečný počet oborů, 
omezených křivkami, nemusí společné zjemněné rozdělení vůbec exis
tovat — a při důkaze věty je nakonec třeba přecejen přejíti k inter
valům. (Zvolme na př. v rovině obdélník o vrcholech [0; —1], [1; —1], 
[1; 1], [0; 1]. Rozdělme tento obdélník jednak „křivkou" y =. 0, jednak 
křivkou y~x2 siní; lze ukázat, že obě tyto křivky mají konečnou 
délku. Obě tyto křivky dohromady nám však daný obdélník rozdělí již 
na nekonečně mnoho oborů, omezených jednoduchými uzavřenými 
křivkami — což není dělení podle naší definice.) 

Naznačili jsme, jaké obtíže vznikají, snažíme-li se definovat v ro
vině Riemannův integrál „pomocí křivek". Není snad třeba podotýkat, 
že by se tyto potíže určitě nezmenšily, kdybychom přešli k většímu 
počtu rozměrů. Je však vidět, že potíže tohoto druhu jsou vlastně ne
podstatné, způsobujeme si je sami svou neobratností. V podstatě věci, 
jak bylo naznačeno u postupu „intervalového", se žádné obtíže tohoto 
druhu nevyskytují. Zbývalo by jen rozřešit otázku, proč vlastně „starší 
autoři" volili tento komplikovaný postup; přirozeným zobecněním „dě
lení jednorozměrného intervalu na jednorozměrné intervaly" je přece 
„dělení m-rozměrného intervalu na w-rozměřné intervaly". 

Není ovšem ^bezpodmínečně nutné" brát při zavádění integrálu 
V úvahu jen intervaly. Je možný též tento postup: Definuje se „plocha 
pinožiny" v dvourozměrném případě, „objem množiny" v trojrozměr-
13tém případě, obe<sně „míra množiny". Míru lze opět definovat různým 
způjsobem a v žádném případě ji nelze rozumně rozšířit na všechny mno
žiny vůbec; vždy zbudou v prostoru některé ,,neměřitelné" množiny. 
Integrál pák ke definovat tak, že se vezme funkce (na př. omezená) na 
taěřltelné množině K, táto množina se rozdělí na konečný počet měři
telných .množin KX,KV ..:,Kn, « nichž žádné dvě nemají společných 
bodů, a of>ět «e vyšetřují součty tvaru na př. Effa) (*(&), kde bod *é 

Mí v K, a fi(K{) značí míru množiny K{. Při tomto postupu se žádné 
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větší obtíže nevyskytují -— je k němu ovšem třeba napřed znát základní 
vlastnosti míry. 

8 tímto postupem pak úzce souvisí t. zv. Lebesgueův ihtegrál, 
kterého se dnes nejvíce používá v matematické literatuře. Lze jej defi
novat různými způsoby; obyčejně se však při jeho definici vychází 
z theorie míry. 

Uvedeme tedy ještě několik slov o míře. Řekli jsme, že na př. 
v rovině je míra asi totéž jako plošný obsah (t. j . ,,plošná velikost"); 
obsah trojúhelníku, obdélníku, kruhu v ,,středoškolském" slova smyslu 
není tedy nic jiného než dvourozměrná míra množiny všech bodů troj
úhelníku atd. V Čem spočívá úkol ,,zavést", „definovat" v rovině 
míru? Na střední škole jsme se sice učili vzorcům pro vypočet obsahů 
ploch různých obrazců, ale nevěděli jsme, co znamená („obecně") 
plošný obsah obrazce. Místo obsah budeme však říkat míra, místo 
„obrazec" — (bodová) množina. Zatím budeme mluvit jen o bodových 
množinách v rovině. Chceme tedy definovat „míru bodové mftožiny". 
To znamená zejména, že chceme pokud možná každé nebo alespoň 
každé „rozumné" bodové množině (při čemž otázku, které množiny 
pokládáme za rozumné, necháme zatím stranou) přiřadit nějakou 
„míru"; chceme tedy udat předpis, jak každé „rozumné" množině při
řadit „rozumně" jakési nezáporné číslo. Co to je „rozumně přiřadit"? 
To znamená zejména, že míra „všeobecně známých" množin má sou
hlasit s jejich všeobecně známým obsahem; také bychom jistě chtěli, 
aby míra sjednocení dvou „rozumných" množin, které nemají společ
ných bodů, byla také definována a byla rovna sotičtu měr obou původ
ních množin. Ukazuje se, že lze míru definovat několika různými způ
soby tak, dby byly splněny takovéto základní požadavky. Při různých 
definicích může, ale nemusí vyjít nakonec 'totéž. Uvidíme, že různé 
definice mohou vést k různým systémům „rozumných množin" (t. j . 
množin, přo něž je definována míra), že však platí značně obecná věta 
o jednoznačnosti; jestliže se nám vůbec podaří definovat míru pro ně
jakou množinu, je to možné za jistých dosti slabých předpokladů jen 
jedním způsobem. 

A nyní konečně k věci. Jak tedy tu míru definovat? Uvedfme pří
klad. Dejme tomu, že bychom chtěli bez užití Čísla n určit dbs&h krtíhti, 
neboli míru množiny bodů uvnitř a na obvodě dané kružnice. Můžeme 
postupovat tak, že narýsujeme kružnici ixá milimetrový papír & spočí
táme všecky „čtvereční milimetry'*, ležící uvnitř kružnice; tím dosta
neme pro obsah kruhu odhad zdola. SpoČítáme-li všeehy Čtverečky, 
které mají s kruhem společný aspoň jeden bod, dostaneme pf o ploéhti 
kruhu odhad shota. Je patrné, že bychom mohli dostat odhady íiboVdlně 
přesné, kdybychom měli inóžnóét zvolit si dost jemně dělený {w*#f.ť. 
Abychom tedy mohli deÉnav&t podle tohato trzoru míru, myslíinér si 
v retině posloupnoit stále jetímějilítíh Čtvercových sítí. .První éít vólímé 
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na př. tak, že utvoříme všecky čtverce s celočíselnými souřadnicemi 
vrcholů o straně délky 1; druhou síť utvoříme tak, že každý z těchto 
čtverců rozdělíme na čtyři menší čtverce (stejně velké) a tak postupu
jeme dále. n-tá sít se tedy bude skládat z čtverců, z nichž každý bude 

mít vrcholy o souřadnicích tvaru -^zi (a c e ^ ) a k f tždý bude mít stranu 

o délce rt^rp I-ibovolnó omezené množině M přisoudíme nyní dvě po
sloupnosti nezáporných čísel; n-tý člen první posloupnosti bude součet 
obsahů všech čtverců n-té sítě, které mají s množinou M společný aspoň 
jeden bod; n-tý Člen druhé posloupnosti bude součet obsahů všech 
čtverců tt-té sítě, obsažených v M. (Obsahem čtverce n-té sítě míníme 

Ш!»-ovšem číslo (ó^zjl )• ^ názoru je jasné (vzhledem k postupnému dělení 

čtverců), že první posloupnost neroste, druhá neklesá; obě tedy mají 
limitu. První limita jistě není menší než druhá; první se nazývá h o r n í , 
druhá do ln í J o r d á n o v o u m ě r o u množiny M. Lze ukázat, že pro 
„všeobecně známé" obrazce je tato horní a dolní míra stejná a rovná se 
skutečně příslušnému „všeobecně známému" obsahu. Množina, jejíž horní 
a dolní Jordánova míra se shodují, se nazývá množinou jordanovsky 
měřitelnou. Poznamenejme ještě, že Jordánovu míru omezené množiny 
M můžeme velmi jednoduše definovat takto: 

^ Pokryjeme množinu M na všechny možné způsoby konečným po
čtem obdélníků (mohou se i překrývat); při každém pokrytí sečteme 
obsahy pokrývajících obdélníků a ze všech takto získaných čísel vezmeme 
infimum; to nazveme horní měrou. Dolní míru definujeme jako supre-
mum množiny součtů obsahů obdélníků, vepsaných do množiny M (ty 
se ovšem již nesmějí překrývat). 

Lze ukázat, že tato definice dává týž výsledek jako definice před
cházející, není však účelné přímo z ní vycházet. Použijeme-li totiž druhé 
definice, dělá obtíž důkaz triviální věty, že míra obdélníka je rovna jeho 
obsahu (v obvyklém slova smyslu). I k důkazům jiných vět se lépe hodí 
první definice. — Limitním přechodem lze pak definovat horní a dolní 
míru i pro ronoiiny neomezené. 

Jordánova míra má sice některé zajímavé vlastnosti, ale má ně
kolik zásadních vad; Hlavní vada je, že všecky jordanovsky měřitelné 
gutiožiny jsou „příliš rozumné", lépe řečeno opačně: mnoho množin, 
s nimiž se v analyse setkáváme, již mezi tyto „příliš rozumné" množiny 
nepatří; to znamená, že horní a dolní míra takové množiny jsou různá 
ťí&Ia. Abychom to nahlédli, zvolme v rovině nějaký čtverec (na př. 
o strany 1 a celočíselných souřadnicích vrcholů). Pak množina vrcholů 
všech našich čtvercových síti (pomocí nichž jsme definovali Jordánovu 
míru), které leží uvnitř zvoleného čtveroe* má zřejmě dolní míru 0, 



horní míru 1. Tím se pak téměř ztrácí možnost takovou množinu po 
stránce míry vyšetřovat. Vada, která to vše způsobuje, tkví v této věci: 
Jestliže dvě množiny jsou jordanovsky měřitelné, je též jejich sjednocení 
množina jordanovsky měřitelná; podobná věta ovšem platí pro libovolný 
konečný poěet množin. Máme-li vsak posloupnost jordanovsky měřitel
ných množin, nemusí již, jak -ukazuje tento příklad, jejich sjednocení 
být množinou jordanovsky měřitelnou. (Jednobodová množina má totiž 
zřejmě Jordánovu míru rovnou nule a všech vrcholů našich sítí je jen 
spoěetně mnoho.) Z tohoto důvodu je práce s Jordánovou měrou ne
pohodlná a v matematické literatuře se dnes používá téměř výhradně 
jiné míry, t. zv. Lebesgueovy, která je zobecněním Jordánovy míry 
a která má již tu vlastnost, že s každou posloupností (lebesgueovsky) 
měřitelných množin je i jejich sjednocení množina měřitelná. Nemají-H 
nadto žádné dvě různé množiny daného spočetného systému společné 
body, je míra sjednocení systému rovna součtu řady měr jednotlivých 
členů. Odtud plyne zejména, že každá spočetná množina má Lebes-
gueovu míru rovnou nule. 

Lebesgueovu míru lze opět zavést několika způsoby. Snadno lze 
definovat horní Lebesgueovu míru libovolné množiny M takto: 

Pokryjeme množinu M na všechny možné způsoby posloupností 
obdélníků (mohou se i překrývat); při každém pokrytí sečteme obsahy 
pokrývajících obdélníků a ze všech takto získaných čísel vezmeme 
infimum; toto infimum nazveme horní Lebesgueovou měrou množiny M. 

Je vidět, že se zde již nemusíme ,,omezovat" na množiny omezené; 
posloupností obdélníků můžeme pokrýt třeba i celou rovinu. Všimněme 
si, že se naše definice horní Lebesgueovy míry liší od druhé definice 
Jordánovy míry vlastně jen jedním slovem; místo „konečným počtem'* 
je zde „posloupností". A přece toto jedno slovo má v historii moderní 
matematiky nemalý význam; byl to právě Lebesgue, který měl šťastný 
nápad toto slovo sem umístit. 

Označíme-li nyní symbolem A -f B množinové sjednocení množin 
A, B & symbolem r(A) horní Lebesgueovu míru množiny A, můžeme 
měřitelné množiny charakterisovat takto: Množinu M nazveme měři
telnou, jestliže platí 

r(A) + r(B) = r(A + JBJ, 
kdykoli množina A je částí M a množina B nemá s množinou M společ
ných bodů. [Obecně totiž může platit I\A + B)< T(A)' + T(B), 
i když množiny A, B nemají body společné.] Ukazuje se pak, že systém 
měřitelných množin má již opravdu dobré vlastnosti. (Pro měřitelnou 
množinu vezmeme za „míru" její „horní míru".) Zejména pak platí, 
jak jsme poznamenali, že sjednocení každé posloupnosti měřitelných 
množin je rovněž množina měřitelná. Právě tato okolnost způsobila, že 
má Lebesgueova míra pro theorii reálných funkcí přímo zásadní význam, 
kdežto Jordánova míra je celkem bezvýznamná. 
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Mámili v rovině zavedenu míru, můžeme definovat, jak bylo 
uvedeno, dvourozměrný integrál „pomocí dělení"; vhodnou úpravou 
postupu a použitím Lebesgueovy míry dostáváme t. zv. Lebesgueův 
integrál, Zmíníme se však ještě o jiném možném, patrně názornějším 
postupu. Mánre-li totiž definovánu míru v rovině, můžeme velmi jedno
duše definovat integrál jednorozměrný. Mějme napřed v intervalu 
{a, ř) omezenou nezápornou funkci /. Tato funkoe určuje v rovině, 
množinu Af těch bodů, které leží mezi přímkami x~= a, x = 6, osou 
* a graJem funkoe /. Můžeme tedy definovat na př. horní nebo dolní 
„Jordánův" integrál funkce / v intervalu <a, 6> jakožto horní nebo 
dolní Jordánovu míru množiny Af. Podobně můžeme definovat horní 
Lebesgueův integrál funkce /, i když je / Hbovolná nezáporná 
funkoe třeba i v neomezeném intervalu. Je-li množina Af jordanovsky 
(lebesgueovsky) měřitelná, řekneme, že má funkce / Jordánův (Lebes
gueův) integrál, Mění-U funkoe / své znamení, existují zřejmě nezáporné 
funkce / lf /2 tak, že / =-=. fx — /a. Jsou-li obě množiny Afxi Aft měřitelné 
a mají-U konečnou míru, definujeme integrál funkoe / jako rozdíl in
tegrálůfunkcí fvft. 

Snadno zjistíme, jaký význam má otázka, zda sjednocení posloup
nosti měřitelných množin je množina měřitelná, pro theorii integrálu. 
Mějme na př. v intervalu <0, 1) neklesající posloupnost nezáporných 
ft-l-keí fi>f%> ••• (/n(0žS /n+i(0 P r o každé přirozené n a pro každé 
i ě <0, 1)). Posloupnost fn(t) má pro každém Kmitu (aspoň v širším smyslu); 
předpokládejme pro jednoduchost, že je tato limita v každém bodě 
konečná. Pak můžeme utvořit funkci /, pro niž platí f(t) = ]imfn(t). 

Utvořme ke každé funkci fn i k funkoi / množinu An (resp. A) tak, jak 
fcylo naznačeno v předešlém odstavci; přesněji řečeno, bud An množina 
všech [xf y], pro něž platí 0 <1 # <I 1, 0<Ly< fn(x). (Podobně definu
jeme množinu A.) Snadno se přesvědčíme, že množina A je sjednocením 
všech množin An, Mají-li funkce fn Jordánův integrál, nemáme ani zde 
íaruóeno, že ho bude mít funkce /. [Lze totiž ukásftt, že funkce, která 
se v konečném počtu bpdů intervalu (0, l> rovná 1 a jinde se rovná 0, 
má Jordánův integrál; ale funkce, rovná 1 ve všech raoionálníoh bodeoh 
intervalu (0, 1>, tento integrál nemá přes to, že je limitou neklesající 
posloupnosti funkcí, z nichž každá je v „několika prvních" racionálních 
bodech (niyslíme si tyto body seřazeny v posloupnost) rpvna l * jinde 
rovna nule.] Z uvedeného je však ja#néf že funkoe / bude mít Lebes
gueův integrál, jakmile ho budou mít funkce /,, (tento integrál však 
může být nekonečný, nepřidáme-li žádný další předpoklad). Odtuď lze 
pak j-$ snadno dokázat, že pro .Lebesgueův integrál platí věta 1 tohoto 
paraf^íu. 

Poznamenejme ještě, že Jordánův integrál o němž byla řeč, se 
přesně shoduje s integrálem Riemannovým. 

• * 
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Na.znaC.Ui jsme, jak lze definovat míru v rovině a tím též integrál 
pro funkce jedné proměnné. Úplně stejně lze postupovat v m-rozměrném 
prostoru; stačí nahradit obdélníky m-rozměmými intervaly. Pomoci 
w-rozměrné míry lze pak snadno definovat (m —- 1)-rozměrný integrál. 
Z Lebesgueovy míry vyjde ovšem Lebesgueův integrál, z Jordánovy 
míry Riemannův integrál. To je asi nejjednodušší způsob, jak definovat 
integrál, zejména Lebesgueův; tento způsob má však bohužel zase ně
které vážné vady. Na př. důkaz věty, že integrál ze součtu se rovná 
součtu integrálů, není při tomto postupu nijak jednoduchý, a proto se 
obyčejně zavádí integrál jinak; těmito otázkami se však již zdržovat 
nebudeme. Poznamenejme jen, že při zavádění Lebesgueovy míry je 
největší obtíž opět v důkaze věty, že míra intervalu je rovna jeho ob
jemu. 

Viděli jsme, jak je možno definovat integrál pomocí míry; my však 
budeme postupovat obráceně a budeme definovat míru pomocí inte
grálu, k to tímto způsobem: Zvolíme libovolnou (pro jednoduchost 
omezenou) část M m-rozměrného prostoru a definujeme v tomto prostoru 
funkci CM (t. zv. charakteristickou funkci množiny M) tak, že klademe 
ejf(x) = 1 pro x c M a oM(x) = 0 pro x non e M; míru množiny M pak 
definujeme jako integrál funkce CM, pokud tento integrál existuje. 
Riemannův integrál dá zase Jordánovu míru, Perronův integrál dá Lebes-
gueovu míru. (Pro intervaly zřejmě bude takto defniovaná míra souhlasit 
s objemem; dá se tedy očekávat, že dostaneme souhlas s jinak definova
nou měrou i u ostatních množin.) 

,,Zkritisujemeťt nyní Lebesgueovu theorii integrálu. Je to theorie 
přehledná a ucelená; její výhodou je, že se jí dá použít i v abstraktních 
prostorech, v nichž není řeč třeba ani o topologii. Lze však uvěřit, že SQ 
nám takovým příliš obecným postupem nepodaří vniknout dost hluboko 
do toho, co potřebujeme v Euklidových prostorech. Hlavní vadpt* 
theorie Lebesgueova integrálu je to, že zachycuje jen integrály, které 
konvergují absolutně; není tedy Lebesgueův integrál zobecněním ani 
nevlastního Riemannova ani Newtonova integrálu. (Na př. derivace 

funkce a;2 sin—-, doplněné v bodě nula příslušnou limitou, nemá v in
tervalu <—1-1> Lebesgueův integrál, a,č tam má nevlastní Riemannův 
i Newtonův integrál. Z tohoto příkladu je zároveň vidět, že nikterak pro 
Lebesgueův integrál neplatí věta 2.) Lze se domnívat, že zvláště pro za
čátečníky je vhodnější theorie integrálu Perronova než integrálu Lebes
gueova. Theorii Perronova integrálu ke totiž vybudovat tak, že se pra
cuje jen s pojmy limity posloupnosti a víi»rozi.aěrného intervalu; w i 
o míře ani o topologii se přitom nemusí mluvit. Důkazy vět o integrálu 
vypadají též přirozeněji než u integrálu Let^gueova a obyčejně jspu 
značně jednoduiéí. 
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Vztah mezi Perronovým a Lebesgueovým integrálem je jednoduchý: 
Funkce f má v intervalu K Lebesgueův integrál, kdyi a jen kdys mají obi 
funkce f i \f\ Perronův integrál. 

Vidíme, že Perronův integrál je zobecněním Lebesgueova integrálu, 
a to takovým, že Lebesgueova theorie zachycuje právě ty Perronovy 
integrály, které konvergují absolutně. Pro nezáporné funkce jsou tedy 
obě definice ekvivalentní. 

Srovnáme-li Lebesgueův integrál s vlastním Riemannovým in
tegrálem, vidíme ohromný rozdíl. Již tak jednoduchá funkce jako 
charakteristická funkce množiny racionálních čísel nemá Riemannův 
integrál; naproti tomu omezenou funkci, která by neměla Lebesgueův 
integrál (v omezeném intervalu), asi nikdo nikdy nesestrojí. Lebes
gueova theorie velmi podstatně omezila „neexistenci integrálů", která 
spočívala v přílišné nespojitosti dané funkce. Ale příklad derivace 

funkce x2 sin - j ukazuje, že se zato objevil jiný důvod neexistence 

integrálu, a to ten, že funkce „příliš střídá znamení". Perronovi se však 
podařilo geniálním a dodnes nedoceněným nápadem radikálně omezit 
oba „důvody neexistence" zároveň. 

Nakonec se ještě na chvíli vrátíme k integrálu Stieltjesovu. Mluvili 
jsme pro jednoduchost jen o „obyčejné" míře, t. j . míře, vytvořené 
objemem intervalu. Zcela obdobně lze vyšetřovat libovolnou nezápor
nou aditivní funkci intervalu; výsledky jsou také zcela obdobné. 
Jen v jednom bodě se projevuje podstatnější rozdíl. Obyčejnou míru 
se nám podařilo rozšířit z intervalů na obecnější množiny. „Obecná" 
funkce intervalu /Á nám rovněž definuje jakousi funkci ji, na velmi 
Širokém systému množin; funkce jí však nemusí být vždy rozšířením 
funkce (i. Pro některý interval K může totiž platit Ji(K) =f= fi(K). Na 
pí. v jednorozměrném případě, kdy je funkce [x vytvořena neklesající 
funkcí <p (definované třeba na celé přímce), je fi«a9 6» == <p(b) —- <p(a), 
kdežto 

jx«a, 6» = 9 P ( 6 + ) ~ tp(a—), , 

Hilb b)) = <P(b~) - 9(a+Y> 

jí pro jednobodovou množinu {6} je torno <p(b+) — <p(b—). (<p(b+) 
značí lim ip(x) atd.) Je-li tedyiunkoe <p spojitá, „nepříjemnost" zmizí* 

*-•&+ \ ' 
Vinte však, že v mnohých případech, na př. v počtu pravděpodobnosti, 
má velký význam Stieltjesův integrál ř podle funkce nespojité. 

Není nezbytně nutné předpokládat o funkci fi, podle které se in* 
tegruje, Se je nezáporná. Velká většina vět, které odvodíme, má smysl 
a zachová platnost, i když je /* funkce j,s konečnou variací", t . j . když 
lze funkci /* vyjádřit jakc> rozdíl dvou nezáporných aditívníoh funkcí. 
Na tento případ však přeneseme (jednoduchým způsobem) teprve vý* 



sledky; kdybychom v důkazech připustili kladné i záporné hodnoty 
funkce fi9 vše by se velmi zkomplikovalo. 

Nakonec ještě něco o označení. Viděli jsme, že Biemannův in
tegrál jf(x) d<p(x) je číslo, které lze v jistém smyslu libovolně dobře 
aproximovat součty tvaru Ef(x{) (<p(tt) — <p(ti-i))l integrál je jakousi 
,,limitou" takovýchto ̂ součtů. Lze tušit, že znamení E přešlo ve znamení 
/ a místo čísel <p(ti) — 9?(řt«1), „diferencí" funkčních hodnot funkce <py 

nastoupilo znamení „d<p(x)t(, „diferenciál" funkce <p. Že jsme o diferen
ciálu nemluvili, není nedopatření, nýbrž úmysl; tento pojem nebudeme 
definovat, protože bychom ho nemohli k ničemu použít. Kdybychom 
probírali jen obyčejný integrál, pak bychom vůbec žádný „diferenciál" 

b 
nepotřebovali; stačilo by psát // nebo //. Protože však máme Stielt-

a K 
jesův integrál, musíme umět naznačit, podle které funkce integrujeme. 
Okolnost, že integrujeme podle funkce pty event. v jednorozměrném pří
padě podlé bodové funkce <pt naznačíme tedy tím, že za integrovanou 
funkci napíšeme „d^a" nebo 9,d<p(x)tt. Hlubší význam těmto symbolům 
dávat nebudeme. 

II. Def inice integrálu a jeho základní v lastnost i . 

V této častá jsou dokázány základní vě ty o vícerozměrném Perron-
Stieltjesovu integrálu, zejména věta o záměně limity a integrálu, 
Fubiniova věta o převodu m -f- n-rozměrného integrálu na m-rozměrný 
integrál z n-rozměrného integrálu a věta o převodu Stieltjesová in
tegrálu na objemový (ve specielním tvaru). Pro jednorozměrné 
integrály j e pak dokázána zejména 2. věta o střední hodnotě, věta 
o integraci per partes a věta o substituci (ve speeielním tvaru). • 

1. Čtenář jistě ví, co je důkaz úplnou indukcí. Je to jisté použití 
tohoto axiomu: NecMmnoSina M obsahuje čislo 1 a necMmá tu vlastnost, 
íe do ni patří čislo n + 1, jakmile do ni patři číslo n. Pak mnoSina M 
obsahuje všechna přirozená Čisla. 

Čtenář nechť si rozmyslí, jak se tohoto axiomu při důkaze úplnou 
indukcí používá. 

Něco jiného je však definice úplnou indukcí. Při definici úplnou 
indukcí je udán předpis, který prvkům av a„ .. .,a n přiřazuje prvek 
an+v (Nejčastěji se v tomto předpise efektivně vyskytuje z jprvků 
o^,..., an jen poslední prvek; budeme však probírat hned obe<mý 
případ.) Tímto předpisem se pak konstruuje (nekonečná) posloupnost 
<h> #a> <h> '• • * Všimněme si však, že z uvedeného axiomu, z něhož bes* 
prostředně plyne možnost důkazu úplnou indukcí, fteplyne tak snadno, 
že takováto posloupnost av ati a3,... vůbeo existuje; to nyní dokážeme. 
Nebudeme se omezovat na posloupnosti Steel; budeme totiž sestrojovat 
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také »» př. posloupnosti intervalů, a proto důkaz provedeme hned pro 
posloupnosti prvků z libovolné množiny. Platí tedy věta: 

2. SudiS M neprázdná množina; nechť aeM. Mějme předpis P, 
který kaSdé konečné posloupnosti bv b2í..., bn prvků z M přiřazuje op&b 
jistý prvek z M; ten označme P(bv b2,..., bn). Pak existuje praví jedna 
(nekonečná) posloupnost av a2t a3, ... prvků z M taková, Se platí 

IV) í **=**• 
\ < V H = p{av <*»•••» an) pro n = 1, 2, 3, . . . 

Důkaz: I. Napřed dokážeme, že ke každému přirozenému n existuje 
právě jedna konečná posloupnost av aa, . . .,a n taková, že platí 

v í a1 = a, 
nt \ ak+1 = P(a1,..., ak) pro každé přirozené k < n. 

To zřejmě platí pro n = 1; nechť to platí pro jisté n. To znamená, 
$e existuje právě jedna (konečná) posloupnost av ..., an, která splňuje 
\Vn). Volíme-li a n + 1 = P(av ,.., an), pak zřejmě posloupnost av ..., an, 
a n + 1 splňuje (F n + 1). Jestliže nyní bv ..., bnf bn+1

f také splňuje (Vn+%)9 

pak bv ..., bn splňuje (Vn) a tedy podle indukěního předpokladu o jedno
značnosti je 6X = av ..., bn = an a podle (F n + 1 ) je 6 n + 1 = P(bv ..., bn) = 
= P(av ..., an) = a n + 1 . Tím je proveden indukční krok a tvrzení I. 
je dokázáno. 

II. Podle I. můžeme tedy každému přirozenému n přiřadit právě 
jednu konečnou posloupnost 

< \ <>•••> < 
o vlastnosti (Vn). Je-li m > n, pak pro přísluSnou posloupnost 
«(f\.. -, < * \ • • •> < w ) , • • -, *.?* platí podle I. 

a<*> ==-= af , a | ^ = aitt>,..., a™ = a(
n

n). 
Vidíme tedy, že je horní index zbytečný a že můžeme psát 

n(m) n(n) n 
an — an — atf 

Čtenář nyní snadno ověří, že takto sestrojená nekonečná posloupnost 

Oj, a%i a8,..., an, ..< 

splňuje (P) a že je to jediná taková posloupnost. 
Poznámka, Často se definice úplnou indukcí vyslovuje v poněkud 

jiné formě; bývá totiž udán předpis P, který přiřazuje n$ všem, nýbrž 
jen některým konedným posloupnostem a19 ...,#,» prvků z M prvek 
<***i ** £(0i» •••» a*)« v & y 2 se vSak i zde dá snadno použít. Přidáme 
k množině 4f iréjaký prvek «o, který y M nelefcí; vzniklou množinu 
ozn^jtoje Mf. 3P*edpi* P dppWme tak, že každé posloupností h* .•>•> 6» 
prfkft * Jfii kterf nabylo původy jjiq pĵ řa^eino, přiřadíme p m k o>. 



Pak je třeba úplnou indukcí dokázat, že v sestrojené nekonečné posloup
nosti prvků z Mx se prvek co nikde nevyskytne. (To ovšem nemusí vždy 
platit; záleží to na předpise P.) Podobně lze postupovat při důkaze, žp 
neexistuje posloupnost prvků z M jisté vlastnosti; tu se naopak ̂ okazuje, 
že se v sestrojené posloupnosti prvek co vyskytuje od jistého indexu 
stále. 

Někdy není přímo udán předpis, který prvkům av ..., an přiřazuje 
prvek a n + 1 , nýbrž se jen zjistí, že ke každé konečné posloupnosti 
av a2,..., an existuje prvek a n + l jisté vlastnosti. I zde můžeme použít 
věty 2; myslíme si prostě, že z množiny všech takových prvků, přísluš
ných k posloupnosti av a2, ..., an, vždy jeden prvek vybereme a označíme 
P(ava2y ...,an). 

V konkretníoh případeoh budeme definici indukcí pro stručnost jen 
naznačovat; čtenář nechť si rozmyslí, jak se na př. při důkaze věty 11 
používá věty 2. 

3. Buďte A, B neprázdné množiny. Zobrazením množiny A do 
množiny B rozumíme předpis, který každému prvku z A přiřazuje 
právě jeden prvek % B. Každé zobrazení UTČUJQ tedy jistou množinu # 
dvojic [a, b], kde a e A, b e B a kde b je prvek, přiřazený dai^ým před
pisem prvku a; přitom se každý prvek a € A vyskytuje právě v jedné 
dvojici [a, b] e Z. Naopak snadno nahlédneme, že každá množina Z 
uvedených vlastností definuje zobrazení A do B; stačí prvku a € A při
řadit ten prvek b c B, pro nějž [a, b] € Z. 

Zobrazení značíme často symboly /, g, <p, F a pod. Prvek, přiřazený 
zobrazením / prvku a, značíme pak f(a). 

Všimněme si, že n-členná posloupnost av a2, ..., an prvků z libovolné 
množiny M je vlastně zobrazení množiny {1, 2, ...,.*} do M; nekonečná 
posloupnost {an}nmtl prvků z M je zobrazení množiny všech přirozených 
čísel do M. Obecně nazveme souborem prvků z M zobrazení nijaké 
neprázdné množiny N do množiny M; symbol {a9}**it značí, že prvku 
v € N je přiřazen prvek a, c M. 

Symbolem {a, b, c,...} se obyčejně rozumí množina, která obsahuje 
prvky a, b, c,...; zejména tedy {a} značí množinu, která obsahuje jediný 
prvek a. Podobně se někdy symbolem {a,},,^ značí též množina všech 
a9, kde v € N; nedorozumění jistě nevznikne. 

4. Je-li {AP}„N soubor množin (t. j . zobrazení množiny N do něja
kého systému množin), pak sjednocením tohoto souboru nazveme mno
žinu TtAP všech prvků, které patří aspoň 4o jedné z množin Af; průnikem 

tohoto souboru nazveme množinu IIA 9 vše.ch prvků, které patří zároveň 
reN 

n 
do všech A,<J&UN*= {1,2, , . . ,»}, píšeme též S AiTtoboAt + ... + An, 

a? 



n 
resp. II Ai nebo Ax ... An; obdobně pro případ N'== {1, 2, 3,...}. Ne-

ť « i 
bude-li hrozit nedorozumění, budeme psát též 5L4V, ILá„ a pod. 

Jsou-li A, B množiny, pak A-r- B značí množinu všech prvků z A> 
které nepatří k B. Množinu prázdnou značíme symbolem 0. 

Čtenář snadno dokáže formule 
AZBV = XABV, A + UBV = U(A + Bv), 

A(B-C) = AB-AC, 
A-ZBV = Tl(A - Bv), 
A-YIBV = Y>(A - Bv). 

Je-li každý prvek množiny A zároveň prvkem množiny B, píšeme 
A C B a říkáme, že A je částí (podmnožinou) množiny B. Znamení C 
tedy nevylučuje rovnost. Místo A C B píšeme též B Z) A. 

Je-li AB = 0, říkáme, že množiny A, B jsou disjunktní. 
Jestliže existuje posloupnost {an}n_v která obsahuje všecky prvky 

množiny A (to znamená, že platí A C {an}n_i), řekneme, že množina A 
je spočetná, nebo že obsahuje spočetně mnoho prvků a pod. Je-li A{ C 
C {^ířín-i P r o * ^ *> 2» 3,..., pak posloupnost = 1, 2, 3,..., pak posloupnost 

tfd) ~<2> „(1) „(3) „(2) „(1) a(*) am 
a l > a i > a% > a \ > a2 > W 3 > U l > W2 > ' * 

oo 

prvky množiny 2 A{. Vidíme, že s; obsahuje všecky prvky množiny 2 A{. Vidíme, že sjednocení spočetně 

mnoha spočetných množin je opět množina spočetná. (Není ovšem 
každá množina spočetná; viz cvič. 14.) 

6. Jsou-li Av A%,..., Am množiny, pak jejich kartézským součinem 
nazveme množinu A -= Ax x A% X ... X Am všech m-tic [av a2, ..., 
am\>%) hie •atkAv at€A2,...,amsAm. Množina A je prázdná, když 
* jen když je aspoň jedna z množin Av A%,..., Am prázdná. Obdobně 
lze definovat kartézský součin libovolného souboru množin. 

6. Btid A = A1XAftx...X Am, B=B1x B9x ... X Bm. Pak 
platí: 

a) ÁÉ=A1Bt X A^B2 X ... X AmBm, 
b) je-li 0=^AcB,jeAiCBiproi= 1, 2,..., m; 
c) je4i A=£C^rB, A+B=G~C1xCix . . . X Cm, pak exis

tuje j tak, Se platí 
Aj+Cj ± Bh Ai + Bí^Ci 

a pro i + ; je 
Ai^Bi=d. 

%) „m-tice'* znamená ovSem „m-členná posloupnost", nikoli snad „mno
žina rn prvků". 



Důkaz: a) i 6) dokáže čtenář snadno sám; dokážeme jen c). V tomto 
případě je A * 0 (jinak by bylo B = O), tedy podle b) platí At C C< 
a podobně .Bť C Ct pro i = 1, 2,..., m. Protože však A 4= O, existuje 
j tak, že ^ 4= O,-. Kdyby nyní pro některé k 4= ý platilo .5* =j= Ofc, * 
Inohli bychom volit c;- € Oj — Ajf ck€Ck — Bk a pro i 4= /, ť 4= i libo
volně cť c Oť; prvek [c^ ca,..., cm] by pak ležel v O, ale neležel by v A 
ani v -B ve sporu se vztahem A + B = C. Je tedy .Bt- = Oť pro každé 
ť 4= /; protože však B 4= O, je J5;- 4= C/. Stejnou úvahou nyní zjistíme, 
že také At = Gt pro každé i 4= /. Protože vztah -Â  + Bj = Ĉ  je zřejmý, 
je věta dokázána. 

7. Ex bude znaěit množinu reálných čísel (jednorozměrný Euklidův 
prostor); Em (m-rozměrný Euklidův prostor) značí množinu 

EtX Exx ... X Ex 

» 
m-krát. 

8. E£ bude znaěit množinu El9 zvětšenou o prvky 00 a — 00. 
Význam symbolů < , <^, > , I> pro množinu Ef je jistě zřejmý. Dále 
klademe 
a - f o o - = o o + a = o o + o o = = o o , a—- 00 = —- 00 + a = —- 00— 00 = 

= — co 
pro každé aeEv O symbolech 00 —- 00, — 00 + 00 řekneme, že ne
mají smysl. 

Podobně definujeme součet více sčítanců. Pokud má takový součet 
smysl, můžeme jej zřejmě libovolným způsobem ,,uzávorkovat" a zá
vorky sečíst v libovolném pořádku. 

Dále definuj eme 

|oo| = |— oo| = 00 = — (— 00), 
a . 00 = 00, resp. = O, resp. = — 00 

podle toho, je-li a > O, resp. a = O, resp. a < O, a klademe 
a . (—- 00) = (—- a). 00. 

a 1 a 
Pro O < |6| < 00 značí ovšem -=- totéž jako a . T ; význam symbolu -=-1 1 o o o 
však rozšíříme předpisem 

a a 
- = 00 pro a > O, - = — 00 pro a < 0. 

Symbolům £ , ± nebudeme připisovat žádný význam. 

9. Prvek ccEf nazveme horním (dolním) odhadem množiny 
AQEf, platí-li implikace ac-á =>a<^c (ac.4 =->a2>c). Množinu A 
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nazveme shora (zdela) Omezenou, existuje-li (Mo e * Ev které je jejím 
horním (dolním) odhadem. Shora i zdola omezená množina se nazývá 
.množinou ome_enott. Je*li AQEf, má množina všech hornloh odhadů 
množiny A vždy nejmenší prvek; ten značíme sup_á (supremum množiny 
A). (Je-li AEX 4= 0, A shora omezená,2) shoduje se sup_l s obvyklým 
Výfcnamein suprema množiny AEX v množině Et; není-li A shora ome
zená, je ovšem sup_í = oo; protože každý prvek je horním odhadem 
prázdné množiny, je sup0 =- —- oo a ovšem také sup{-— 00} = —- 00.) 
.Supremum množiny A je tedy jejím „nejlepším" horním odhadem. Po
dobně infAl značí největší („nejlepší") dolní odhad množiny A. Pro 
A =# 0 je vždy sup.4 > inLá; pro A = 0 je však sup.A = — 00, infAL = 
= 00. 

Supremem (infimem) souboru {Oy},.€# rozumíme ovšem supremum 
(infimum) množiny všech a,; místo &wp{ap}veN píšeme obyčejně supa* 

nebo „supa,, kde v € N? a pod. 
10. Význam symbolu an-+a neboli a = liman v množině _£* je 

n-»-oo 

jistě zřejmý. Neklesající posloupnost má v Ef vždy limitu; ta se 
rovná jejímu supremu. Podobně je tomu pro posloupnost nerostoucí. 
Platí-li ax <_ aa <I a8 __i ..., liman = a, píšeme an ^ a; podobný význam 

n->oo 
má an \ a. Je-li c c __?!, an -> a, pak též can -> ca. (Pro |c| = 00 td nemusí 
platit.) 

Pro libovolnou posloupnost {an}n-i prvkůz Ef definujeme 
fiman =-= lim(supa&), liman = Umíinfa*). 

n->oo n->oo Jfc>n n-*-ao n->a> ^^n 

Zřejmě existuje liman, když a jen když liman = liman. 
n->co n-*oo f»*->oo 

Má-li množina AL C -®* největší prvek a, je zřejmě a = sup.A; 
v tomto případě píšeme též a = max__; podobně pro soubor a pro in
fimum. 

Dále zavádíme označení 

max(a, 0) = a+, min(a, 0) =- a_3) 
pro libovolné aeEf. Platí pak 

a = #4. + a_, |aj = a+ — a.. 
Čtenář snadno dokáže tato tvrzení: 
a) an -> a, 6 n -> 6 =>max(an, 6n) -> max(a, 6), min(aw, &») ->• 

~> min(a, 6). 

*) Pro shora omezenou množinu AI znamená podmínka A1S% 4= 0, že není 
mni _1 3- 0 ani -á -= {—00}. 

*) Vlaitné b ĉnom měli psát ma*{a, 0) std. 
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b) O < c < co => sup{ca>}„€jy = c sup{a„}vetf; sup{— #,}*.-# ==* 
-= — inf{av}v«N-

c) Nechť c <I a„ + i^ pro každé v c N, /x € M. Pak platí 

c <í infa, -f inft^, 

jakmile má poslední součet smysl. 

11. Bud {an}n-i posloupnost prvků z Ef. Pak existuje posloupnost 
{a*n}n-i> vybraná z {«„}£.!, fo&, fe jjřaíť 

limaj = Uman. 
n->- oo n-> oo 

rDůkaz: Je-li liman = — oo, volíme akn = an. Je-li liman = a >• 
> — oo, existují c n < a tak, že c n /* a. (Je-li a = oo, volíme c n = n; 

jinak volíme c n = a .) Kdyby k některému n existoval jen konečný 

počet indexů i takových, že ať > cn, bylo by pro dostatečně velká m 
am ^ cn a tedy a = lim am

<^cn< a, což není pravda. Ke každému n je 
m-»-oo 

tedy pro nekonečně mnoho i a{ > cn. Můžeme tedy volit kx tak, aby akl > 
> cx, dále k2 > Jfcj, aby akt > ca atd. Zřejmě 

# ~ 
a = lim c n <I lim a ^ <^ lim a ^ <^ lim a n = a, 

n->oo n̂ -Too n - > » n-+oo 
tedy afcft -> a pro n -> oo. 

Poznámka: Z posloupnosti {an} ovšem nelze vybrat posloupnost 
s limitou větší než liman; číslo liman lze tedy podle předešlé věty 
charakterisovat jako největší možnou limitu posloupnosti, vybrané 
z {an}. — Posloupnostem, které mají limitu v Ev budeme Hk&t posloup
nosti konvergentní. Z předešlé věty pak plyne jako snadný důsledek: 
Z každé omezené posloupnosti {an}, b<^an<Lc pro n= 1, 2,..., lze 
vybrat posloupnost konvergentní {o>kn} (kde ovšem 6 <I lima f cn <\ c). 

n-* co 
12. Intervalem m-rozměrným budeme vždy rozumět kartéssský 

součin m omezených uzavřených intervalů. Množina A je tedy m-roz
měrným intervalem, když a jen když platí 

•A = J±i X A% X ••• X Am> 

kde 
Ai = (OÍ, bi}, — co < a{ < bi < oo pro i = 1, 2,.. ., m. 

Připustíme-li zde za At také jednobodové části JUfj a předpokládá-
me-li, že aspoň jedna z množin ií, je jedoobodová, dostáVáma definici 
degenerovaného intervalu. 
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Množinám Av A%, ...,Am říkáme též h r a n y intervalu. — Je-li 
A interval, pak jeho vnitřkem nazveme množinu A°, která je kartézským 
součinem příslušných otevřených intervalů, t. j . vnitřků hran intervalu 
A. a 

S t ř e d e m intervalu (a, Vy nazveme bod —~—. Středem inter-
_ j 

valu K = Ax x A2 x . . . x Am nazveme bod [sv s2,..., sm], kde sť je 
střed A{ pro i = 1,2,..., m. 

D é l k o u intervalu (a, 6) rozumíme číslo 6 — a. Intervalu (m-roz-
měrnému), jehož všechny hrany mají stejnou délku, říkáme (m-rozměr-
ná) krychle. 

13. Jsou-li x = [xv x2,..., xm], y= [yv y%,..., ym] prvky Em, po
ložme 

Q(X, y) = m a x d ^ — Vl\, \x2 — y2\, ..., \xm —- ym\). 

Vztah Q(X, y) = 0 zřejmě platí, když a jen když x = y. 

Je-li 
0 4= McEm, a€Em, 

budiž 
Q(a, M) = info(a, x), kde xcM, 

d(M) = supg(#, y), kde x,yeM. 

Je-li i" interval, je ovšem d(I) největší z délek hran intervalu i". 
Jestliže xn, x e Em a jestliže Q(xn, x) -> 0, řekneme, že posloupnost 

bodů xn konverguje k bodu x a píšeme xn -> x nebo lim xn = x; říkáme též, 
že bod x je limitou posloupnosti {#n}n.i- n~*°° 

Je-U Q(a9 A — {a}) =>0 (A — {a} značí ovšem množinu A, z níž 
byl event. odstraněn bod a), řekneme, že bod a je hromadným bodem 
množiny A. To nastane, když a jen když existují aneA,an 4= a,an-+a. 
Každý bod intervalu A je hromadným bodem vnitřku A° intervalu A. 

Jestliže xn = [x[n\ xf\ ..., x{n)], x = [xv x%,..., xm], pak platí 
xnr->x, když a jen když a£n) -> #, pro i = 1, 2,..., m, jak se čtenář 
snadno přesvědčí; každá posloupnost bodů prostoru 'Em má tedy nejvýš 
jednu limitu. . 

Je-li K w-rozměmý interval a je-li xn e K pro n = 1, 2,..., a?n = 
-= [â **, -4n)> •••*• xm]> -nAžei-tt© podle 11 vybrat takovou posloupnost 
{#fc||}, aby posloupnost prvních souřadnic {-4V}n-i hýla konvergentní. 
Odtud můžeme dále vybrat takovou posloupnost, aby konvergovala 
posloupnost druhých souřadnic; tím se konvergence prvních souřadnic 
neporuší. Tak postupujeme dále. Po m krocích dostaneme posloupnost 
-{#*}•* vybíranou z {xn} a takovou, že konvergují posloupnosti všech jejích 
souřadnic, která je tedy sama také konvergentní. Jestliže x' -> x, je 
ovšem # € K . 



14. Bud nyní Ii D Ia 3 I3 3 • • • posloupnost intervalů taková, že 
d ( L , ) ^ 0 . Je-li 

r J(n) v 4ín) v - v >4(n) 

_ n — -c±i A _ l a A ••• A -£-m , 

je při pevném i pro J^ n ) = <af\ 6<w)> 
ft<n) __ a<n> _ ^ 0 

Protože také A? D Af D ..., Je 
a<1}_^a<2) __..., b^^bf __..., 

00 

tedy průnik II _t$n) obsahuje právě jeden bod, a to číslo 
n = l 

lim a<i
n) = lim bín) = c{. 

n—> oo n-> oo 

Bod [cv c2, ..., cm] je pak* společným bodem všech 7n, a to jediným, pro
tože d(In) -> 0. 

15. Funkcí na množině M 4= 0 rozumíme zobrazení množiny M 
do množiny Kjf. Jsou-li /, g funkce na množině M a platí-li pro každé 
x e M vztah f(x) <_ g(x), píšeme / __ g. Podobný význam má fn -> / (to 
znamená, že platí fn(x) -> /(a;) pro každé x e __"), fn /f f, lim /n, sup/n atd. 

n->oo n 
Rovněž je jistě jasné, co značí max(/, g), /+, |/| a pod. Je-li f(x) e Ex pro 
každé xe M, řekneme, že funkce / je konečná. Je-li soubor {f(x)}X€M do
konce omezený, řekneme, že funkce / je omezená. Součet dvou funkcí 
nemusí ovšem mít vždy smysl. Konstantní funkci značíme zpravidla 
příslušnou funkční hodnotou; na př. 0 bude někdy značit také funkci /, 
splňující vztah f(x) = 0 pro každé xe M, 

16. Nechť AQ BQ Em a nechť a je hromadným bodem množiny 
A; buď / funkce na množině B. Utvořme pomocné funkce <p, \p, defino
vané pro každé d > 0 předpisem 

<p(d) = sup/(#), kde 0 < Q(X, a) < <5, x € A, 

ip(d) = inf/(:r), kde 0 < Q(X, a) < d, x € A. 

<p, rp jsou zřejmě funkce monotónní;4) můžeme tedy definovat 
lim f(x) = lim <p(d), lim f(x) = lim tp(d). 

x-+atxeA d-M)4- x^a~xtA «->0 + 

Protože podle předpokladu je Q(a, A —- {a}) = 0, existuje ke kaž
dému d > 0 bod x € A, pro nějž platí 0 < Q(X, a) < <5; pak je <p(d) ^> 
__ f(x) 2_ V>(d)> tedy též lim ... _> lim ... Je-li lim ... = lim..., píšeme 
ovšem lim ... = lim ... = lim . *. . 

4) Je-li <p neklesající v (0, 1), je zřejmé lim^a?) = iníq>(x)t lim <p(x) =_ sup (̂ař) 
x-+Q+ x-+l— 

pro x c (0, 1); u funkce nerostoucí je tomu naopak. 
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Snadno se zjistí, že platí lim f(x) = ceElf když a jen když ke kaž-
x-+at xcA 

dému 6 > 0 existuje takové 6 > 0, že pro každé x € A, pro něž 0 < 
< Q(X, a) < d, platí \f(x) — c\ < e. Podobná věta platí i pro c = co 
a c = —- oo. 

Je-li množina A rovna otevřenému intervalu (a, b), píšeme lim/(cc) 
^ x-*a + 

místo lim f(x), lim f(x) místo lim f(x). Pro y e (a, b) můžeme ovšem psát 
a?-»g, xcA x-+b— x-+b, XcA 

prostě lim f(x). Podobného označení užíváme i pro symbol lim . . . . 
x-*y — 

Čtenář rovněž bez obtíží dokáže větu, obdobnou větě 11, že totiž 
lim f(x) je největší z limit tvaru lim f(an), kde ane A, an #= a, an -> a. 

x-+a, xcA »-> co 

Existuje tedy lim ... == c, když a jen když platí implikace 
a = j = a n É Í , a n --> a*=-> f(an) -> c. 

17. Je-li / funkce na množině B Z) A a je-li ae A, řekneme, že / je 
spojitá v bodě a vzhledem k množině A, jestliže ke každému e > O 
existuje takové d > 0, že pro každé xe A, pro něž platí Q(X, a) < d, 
platí též \f(x) — f(a)\ < e. Je-li a zároveň hromadným bodem A, vidíme 
ze 16, že funkce / je spojitá v bodě a vzhledem k A, když a jen když. 
platí implikace 

an e A, an -> a => f(an) ->f(a) € Ex. 

Snadno však nahlédneme, že tato implikace charakterisuje funkci, spo
jitou v bodě a vzhledem k A, i když a není hromadným bodem A (pak 
je vše triviální). 

Je-li funkce / spojitá v každém bodě množiny A vzhledem k A, 
řekneme, že je / spojitá funkce na množině A (event. v intervalu A 
a pod.). Jestliže dokonce ke každému e > 0 existuje takové 6 > 0, že 
platí \f(x) — f(y)\ < z, kdykoli x, y € A, Q(X, y) < d, řekneme, že / je 
na A stejnoměrně spojitá. 

18. Bud funkce f spojitá v intervalu K. Pak je fnaK stejnoměrně, spo
jitá a nabývá tam svého maxima a minima. 

D ů k a z : Předpokládejme, že / není na K stejnoměrně spojitá. Pak 
pro jisté e > 0 již neexistuje požadované d; existují tedy dvojice xn, 

yn*K tak, že sice Q(^n)yn)<z, ale \f(xn) — f(yn)\ I> e. Vyberme 
n 

konvergentní posloupnost xkn -> x. Pak též ykn -> x, tedy f(xkj -> f(x)y 

HK)-* A*), tedy \f(xkn) -U f(Vkn)\ -> 0 - spor. 
Bud nyní s = sup/(#) pro x € K. Zvolnjp cn <s,cn/t 8. Pak existují 

a?w c K, s I> f(xn) > cn, tedy f(xn) ~> s. Vyberme konvergentní posloup-
nost m^ -» ar/pak /(#*„) - * f(x), f(xkn) ^st tedy s = f(x). 

Podobně se zjistí, ze existuje y c K, kde / nabývá .minima. 
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19. Buďte I, J m-rozměrné intervaly. Řekneme, že se I, J nepře
krývají, jestliže platí I°J° = 0. Jsou-li I, J nepřekrývající se intervaly 
takové, ie I + J je opět interval, pak (a jen v tomto případě) píšeme 
14- J místo I + J. 

V jednorozměrném případě I -j- J = (a, by znamená, že existuje 
Číslo c € (a, b) tak, že jeden z intervalů /, J se rovná (a, c> a druhý <c, 6>. 

Nechť nyní I + J = K v případě m-rozměrném. Protože se I, / 
nepřekrývají, je I =f= K =}= «7. Klademe-li ve větě 6 / místo A, I{ místo 
Ai9 J místo B atd., zjistíme, že pro jisté ; platí 

Ij + Jj= Ks 

a pro i =t= j je 
I(=JÍ = KÍ. 

Kdyby se jfy, J^ překrývaly, překrývaly by se také /, J\ platí tedy do
konce 

h + JJ = Ki-
Čtenář si nyní snadno představí, co znamená I + J = K v pří

padě dvou a tří rozměrů. 

20. Mějme intervaly K, I + J = L. Pak nastane jeden z těchto tři 
případů: 

a) PlatiIK + JK=LK. 
b) LK je interval, jedna z množin IK, JK se mu rovná a druhá neni 

interval. (To znamená, íe je degenerovaným intervalem nebo prázdnou 
množinou.) 

. c) Žádná z mnoíin IK, JK, LK není interval. 

Důkaz: Jsou-li obě množiny IK, JK intervaly, platí zřejmě a). 
Není-li LK interval, platí c). Nechť nyní LK je interval, ale na př. IK 
nikoli; máme dokázat, že platí 6) neboli že JK = LK. Předpokládejme 
tedy, že JK 4= LK a odvodíme spor. Protože zřejmě IK =f= LK, můžeme 
použít věty 6, kde klademe IK = A, JK = B, LK = C. Protože A 
není interval a pro i =}= ? platí A{ = C{, obsahuje množina Aj nejvýš 
jeden bod a ze vztahu As + Bj = Cj plyne Bs = Cj, tedy B= C proti 
předpokladu. 

21. Funkce F se nazývá superaditivní v intervalu K, je-li defino
vána na množině všech intervalů I C K a platí-li 

F(I)+F(J)£F(I + J), 

pokud má součet nalevo smysl a pokud I + JQK. Nahradíme-li 
znamení 5^ znamením ^ (resp, -=.), dostáváme definioi funkce subadi-
tivní (resp. aditivní). 
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22. Bu&F superaditivní v Kx C K, kde K, Kx jsou intervaly. Položme 
prolQK 

F(I) = F(IKX) resp. F(I) = O 

podle toho, je-li IKX interval či ne. 
- Pak je F superaditivni v K. 

Důkaz : Plyne snadno z 20. 
23. Nechť funkce Fv F2 jsou superaditivni v K a nenabývaji nikde 

hodnoty — oo. Pak je F1 + F2 superaditivni v K. 

(Zřejmé.) 
P o z n á m k a : Snadno se dokáže věta poněkud obecnější, že totiž 

funkce Fx -f- F2 je superaditivní v K, jsou-li Fl9 F2 superaditivní v K 
a má-li ovšem smysl součet F^I) + F2(I) pro každý interval IC K. 

24. Bud F superaditivni v K, 0 <I c <I oo. Pak je cF superaditivni, 
— F subaditivni v K. 

(Zřejmé.) 
25. Řekneme, že posloupnost intervalů In konverguje k bodu x 

a píšeme In -> x, jestliže platí x e In pro n = 1, 2, ... a jestliže d(In) -> 0. 
P o z n á m k a : Slovy „F je funkce intervalu v K(( budeme vždy 

rozumět, že K je interval a že funkce F je definována na množině všech 
intervalů, obsažených v K. 

a 
Místo - budeme z technických důvodů psát též a : b; místo lima^ 

budeme psát obyčejně jen liman. 
26., Buďte F, G funkce intervalu v K, G bud konečná; nechť x e K. 

Horní (dolní) derivací funkce F podle funkce G v bodě x vzhledem k in
tervalu K (značka F(G, ai, K), F(G, x, K)) nazveme supremum (infimum) 
množiny všech t € E* tvaru "" 

t = \im(F(In): G(In)), kde In -> *, In C K. 

Jestl:že je vždy od jistého indexu F(In) = G(In) = 0, kdykoli 
In -v x, In C K, je množina, takovýchto t prázdná a podle naší definice 
je 

f(G, x, K) == sup0 == — oo, F(G, x, K) -= oo. 

Jakmile však existují InQK, In-*>x tak, že pro nekonečně mnoho n 
platí na př. F(In) =t= 0, plyne snadno z věty 11, že takové t aspoň jedno 
existuje (podle 8 má totiž smysl a: 0 pro a 4= 0); potom je 

F(G,x,K)£F(G,x,K). 
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Jestliže množina takových t není prázdná, je její supremum, jak 
čtenář snadno zjistí, dokonce jejím maximem. Je-li^zejména F(G, x, K) < 
< oo, pak existují InQK, In —> x tak, že 

F(In):G(In)^F(G,x,K). 
Je-li c € E*, pak symbolem 

c ~ F'(G, x, K) 
budeme rozumět, že platí buď 

F(G, x, K) = F(G, x,K) = ceE1 

nebo 
F(...)-=--oo, F(...)-=oo. 

27. Budte F, G funkce intervalu v K, G bud konečná nezáporná. 
Nechť In C K, In->x, c < F(G, x, K). Pak platí od jistého indexu 

~cG(I„)£F(In). 

D ů k a z : Nechť pro jisté n platí 

cG(In) > F(In). (oc) 

Je-li G(In) = O, je F(In) < O, tedy F(/n) : G(In) = - oo, tedy platí 
c^F(In):G(In); (0) 

tento vztah platí také, je-li F(In) = — oo. Je-li však G(In) > O, -F(/n) > 
> — oo, jsou všecka čísla c, G(In), 1 : G(In), F(In) konečná a (/?) plyne 
z (oc). 

Kdyby nyní platilo (j5) pro nekonečně mnoho n,.mohli bychom 
vybrat posloupnost Ikn = / n tak, aby lim(F(/n): G(I'n)) = c' <Lc, což 
by odporovalo vztahu c < F(G, x, K). Tím je věta dokázána. 

P o z n á m k a : Je-li naopak c > F (G,x, K), G konečná nezáporná, 
existují In ->-x tak, že platí In C K, lim(F(/n): G(In)) < c; pak je pro 
velká n F(In):G(In) < c, tedy F(In) < c G(In) (i když c = co nebo 
G(In) = 0). Jestliže tedy zjistíme, že ke každé posloupnosti In -> x, 
kde / n C K, existuje takové N, že pro n > N platí F(In) _• c G(/n), 
je též F(G, x, K)^c. 

28. Budte F, G funkce intervalu v K,*G bud konečná funkce; interval 
Kt bud části K. Pak platí 

F(G, x, K) £ F(G, x, Kx), F(G, x, KJ £ F(G, x, K). 
(Zřejmé.) 
29. Necht I + J= K. Budte F, G funkce intervalu v K; F bud 

superaditivní, G konečná nezáporná aditivní. Zvolme x € IJ. Bud A = 
= F(G, x, I), B = F(Gt x, J), C = F(G, x, K). Pak platí 

C^min(A,B). 
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Důkaz: Podle 28 je C<L A, <7<; B, tedy C<L min(A, B). Před-
pokládejme, že je C < min(.4, B) a odvodíme spor. Zvolme In -> x, 
In C K, F(In): G(In) -> C; dále zvolme C, C<C < mhi(A, B). Je-li na př. 
IIn degenerovaný interval nebo prázdná množina, je podle 20 JIn = In 

neboli In C J\ protože však Mm(F(In): G(In)) < B, může to nastat jen 
pro konečný počet indexů. Podobně zjistíme, že jen pro konečný počet 
indexů může být JIn degenerovaný interval. Pro dostatečně velká n 
tedy platí podle 27 

CG(IIn) £ F(IIn), 
CG(JIn)£F(JIn), 

tedy též 

C'G(In) = CG(IIn + JIn) = C(G(IIn) + G(JIn)) £ F(IIn) + (<x) 
+ F(JIn)£F(In). 

Protože F(In); G(In)-+C, mají podíly F(In): G(In) smysl; z (oc) tedy 
plyne & <L F(i^): G(In) (i když G(In) = 0). Odtud však plyne C £ 
£ ]im(F(In): G(In)) =C<C, což je spor. 

30. Bud K = (a, b}. Zvolme přirozené číslo n a body 
a=t0<t1< ...<tn=b 

(připouštíme též případ n = 1, tedy a = tQ < tx = b). Pak systém in
tervalů Kv ..., Kn, kde Kt = (ti-l9 t{y, nazveme dělením intervalu K. 
Body tv ...,tn^.1, pokud existují, nazveme dělicími body tohoto dělení; 
počet dělicích bodů je tedy číslo n —- 1. 

Bud nyní K m-rozměrný interval, K= Ax X A% X ... X Am. 
Utvořme dělení &{ každého z intervalů At. (#* je tedy několik intervalů, 
které dávají dohromady vždy interval A{.) Potom systém & všech 
intervalů tvaru 

Bx X B2X ... X Bm, 
kde Bf € ů4 pro i = 1, 2,..., m, nazveme dělením intervalu K. 

Dělicími body & rozumíme ovšem dělicí body všech ů{; má-li dělení 
&i<li dělicích bodů, řekneme, že má ů qx + q% + ... + qm dělicích bodů. 

31. Bud& dSleni intervalu K. Je-li F superaditivni v K, platí 
XP(I)£F(K),í) 

led s 

jakmile má součet nalevo smysl. 
Důkaz: Je-li počet dělicích bodů dělení ů roven 1, obsahuje # 

právě dva intervaly I, J, pro něž platí / + J = K\ v tomto případě 
•vita asřejmé platí. * # 

«) Je-li ů == {Ilt I , !»}, značí £ F{I) ovšem L F(Ik). 
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Předpokládejme nyní, že věta platí pro libovolný interval K a libo
volnou superaditivní funkci F v K, kdykoli je počet dělicích bodů & 
nejvýš roven w, a mějme dělení ů intervalu K, které má n + 1 dělicích 
bodů. Bud c dělicí bod &. Tímto bodem se rozdělí příslušná hrana 
a tedy i interval K na dva nepřekrývající se intervaly; označme je K', 
K". Systém ů pak zřejmě můžeme rozdělit na disjunktní systémy ů', 
&", kde ů' je dělení K', ů" je dělení K" a počet dělicích bodů každého 
z dělení #', #" je nejvýš roven n. Má-li součet 2F(I) smysl, mají smysl 

Ieů 

i součty 2F(7), 2F(7) a podle indukčního předpokladu platí 
led' UV 

2 F(I) £ F(K'), 
Ie& N 

2 F(Í) <; F(K") 

a tedy 

2 F(I) = 2 ... + 2 . . . = F(K') + F(K") < F(K' + K") = F(K). 
Ic& UW Ze0" 

Tím je proveden indukční krok a věta je dokázána. 
P o z n á m k a : Pro funkce subaditivní (resp. aditivní) platí ovšem 

věta 31 se znamením _: (resp. = ) . 

32. Budte F, G funkce intervalu v K, G bud konečná nezáporná, 
F superaditivni. Bud F(G, x, K) > — oo (resp. F(G, x, K) > 0) pro 
každé x e K. Pak je 

F(I) > - oo (resp. F(I) ^ 0) * 

pro každý interval IQK. 

D ů k a z : Předpokládejme, že pro některý interval IQ K je F\I) == 
• = — oo. Označme / = Ix. Utvořme nyní dělení # intervalu Ix tak, že 
každou jeho hranu rozpůlíme. Pro některé I' e ů musí pak podle 31 
platit F(If) = — oo; označme J ' = I2 a tak postupujme-dále. Takto 
sestrojená posloupnost intervalů p^k podle 14 konverguje k jistému 
bodu x e I a platí l im(F(I n): G(In)) = — oo proti předpokladu. — Dů
kaz pro F(I) ;> 0 je obdobný. 

P o z n á m k a : Ze vztahu F(G, x, K) > 0 pro každé xeK neplyne 
F(I) > 0 pro každé / C K\ volme-li na př. F(I) = G(I) = 0 pro každé 
I C K, je dokonce F(G, x, K) = oo pro každé x e K. 

33. Budte Flf F& G funkce intervalu v K; G bud konečná nezáporná. 
Nechť má smysl Ft(I) + F2(I) pro každý interval IQK. Bud c > 0, 
c < oo; pišme Fx(x) mistoF\(G, x, K) a pod. Pak platí 

a) (cF\) (xj^ cF\(x), 
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b) ( - j y (ar) = - Ft(x) 

pro každé x*K a dále 

c) I\(x) + FJíz) £ (Fx + Ft) (x), 

kdekoli má součet nalevo smysl. 

. Důkaz: a) a b) je zřejmé; dokážeme jen c). Můžeme předpokládat, 
Že je Ft(x) > —- oo pro i = 1, 2. Zvolme In -> x, In C K; zvolme dále 
ti < F4(x) (i = 1, 2). Podle 27 platí pro dostatečně velká n 

~ cfl(IJ£Ft(IH) ( ť = l , 2 ) , 
tedy též 

\ci + c^)0(In)£(F1+F2)(In). 

Podle poznámky k 27 platí též 

cx+c2£ ( f 1 + JFt) (x). 

Protože c{ můžeme volit libovolně blízko k F^x), platí také c). 

34. Bud O konečná funkce intervalu v K. Je-li x e K, platí bud 
0(0, x, K) = 1 nebo 0(0, x, K) = oo. 

(Zřejmé.) 
3B. Budte funkce F, O superaditivní v intervalu K, O konečná ne

záporná. NecM F(0, x, K) _ : O pro každé x e K. Pák pro každý interval 
IQK $atí ~ 

F(I)^0. 

Důkaz: Zvplme libovolně e > O a utvořme funkci Fx = F + eO. 
Pro libovolné x€K pat platí, znaěí-li F(x) opět F(G,x,K) a pod., 
Fi(x) ^ F(x) + (eQ) (x) ^ F(x) +*> 0.~Podle 32 je" pro libovolný in
terval! C K 

Ft{I)=*F(I)+8011)^0. 
Protože však e může být libovolně malé, platí též F(I) _: 0. 

v 

36. Bud F superaditivní v intervalu K; necM F(K) < oo a necM 
F(I) > —' oo pro každý interval IC K. Pak je 

F(I) < oo 
pro každý interval IQK. 

Důkaz: Zvolme IC&- Snadno nahlédneme, že existuje dělení # 
intervalu K, jehož prvkem je Z. Věta 36 nyní plyne z věty 31. 

87. Bud F superaditivní nezáporná v intervalu K* Pak pro každý 
interval IQ K platí 

F(I)£F(K). 
(Důkaz jako u věty 36.) 
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38. Dosud jsme nezkoumali souvislost mezi funkcemi intervalu a 
,,obyčejnými*' funkcemi, t. j . funkcemi, definovanými na nějaké mno
žině bodů prostoťu Em; takovýmto funkcím budeme říkat funkce bo
dové. Ukazuje se, že zejména v jednorozměrném případě je souvislost 
velmi těsná a že naše definice derivace je zobecněním klasického pojmu 
derivace. 

39. Bud g konečná bodová funkce v (a, by. Definujeme-li v (a, 6) 
funkci intervalu g* předpisem 

g*(I) = g(y) — g(x), kde I =.= (x, y) C (a, b), 

je g* aditivni v (a, by. Funkce intervalu g* je nezáporná, kdyí a jen kdyí 
je g funkce neklesajici. Vztah g* = g* plati, kdyí a jen kdyí se funkce 
gx, <72 Míť jen ° aditivni konstantu. 

Je-li naopak G konečná aditivni funkce (intervalu) v (a, 6), existuje 
v (a, 6> konečná bodová funkce g tak, íe g* = G; funkce g je určena až na 
aditivni konstantu jednoznační. 

(Důkaz všech tvrzení je zcela snadný.) 
40. Bud f konečná bodová funkce v K = (a, by, g(x) = x pro x c K9 

F = f*,G= g*. Pak 

F(G, a, K) =_/+ (a),F(G, x, K) =J(x) pro x e (a, b); 

podobné pro hor ni derivace a derivace zleva v bodč b. 

Důkaz: Číslo F(G, a, K) je definováno jako nejmenší z limit tvaru 
lim{F(/n) : G(In)},*) kde In C K, In -> a. Zde platí In =(a,a + hny, 
kde hn > 0, hn -> 0; F(G, a, K) je tedy nejmenší z limit tvaru 
lim {(f(a + hn) - f(a)) : ((a + hn) - a)} = Um {(f(a + hn) - f(a)) : hn}, 
n-> oo «-> oo 

kde hn > 0, hn -> 0. 
Stejně však lze podle 16 definovat lim {(f(a + h) —f(a)) : h} = /+(&). 

*->0-f 
Pro derivaci zleva je postup obdobný; věta pro oboustrannou de

rivaci plyne nyní snadno z věty 29. 
41. Bud G konečná nezáporná supetaditivní v intervalu K; f bud 

bodová funkce v É. Funkci M nazveme majorantou funkce / vzhle
dem k funkci G v intervalu K, jestliže 

a) M je v K superaditivní, 
b) - oo =¥.M(G, x, K) ;> f(x) pro každé x e K. 
Funkci m nazveme minorantou funkce / vzhledem k funkci (? 

v intervalu K, jestliže je (— m) majorantou k (— /), jestliže tedy 

6) Zde (a v podobných výrazech) ovšem nemají závorky {...} „množinový',' 
význam. ' • 



a') m je v K subaditivní, 
b') oo * m(G, x, K) <̂  f(x) pro každé x e K. 
Horním (Perron-Stieltjesovým) integrálem funkce / vzhledem 

k funkci G v intervalu K nazveme 

ffdG=:w£M(K), 
K 

kde M je majoranta k / (vzhledem ke G v K). 
Dolním integrálem funkce / (vzhledem k ...) nazveme 

-7<-/)dG 
K 

neboli 
/ / áG = supm(K), 

kde m je minoranta k / (vzhledem k ...). 

42. Symbolům G, K dáme nyní pevný význam; G bude stále ko
nečná nezáporná superaditivní (později pak aditivní) funkce v intervalu 
K. Slova „vzhledem k funkci G a Intervalu K" a pod. budeme zpravidla 
vynechávat; také budeme psát F(x) místo F(G, x, K), podobně c ~ F'(x), 
ff atd. 
K 

43. Pro libovolnou bodovou funkci f v K platí 
ff£ff. 

K * 

Důkaz: Stačí dokázat, že platí 
m(K)£M(K), (oc) 

kdykoli je m minorantou, M majorantou funkce /. Podle 32 je M(K) > 
> — oo a podobně je m(K) < oo. Je-li tedy některé z čísel m(K), M(K) 
nekonečné, (a) jistě platí. Nechť tedy m(K), M(K) € Ex\ utvořme super
aditivní funkci M — m. Rozdíl M(x) — m(x) má smysl a je I> O pro každé 
xk K\ podle 33 platí ~ v 

O <1 M(x) — m(x) = M(x) + (—m) (x) '<£ (M — m) (x). 

Podle 35 je (M — m) (K) 2> O a tedy opravdu m(K) <£ M(K). 

44. Budíe /, g, h bodové funkce v K. NecM, platí 

f(x) = g(x) + h(x) 

pro každé xeK, pro níí mí smysl sončet vpravo (nemá-li tento součet 
sfrvyel, nepředpokládáme of(%) nic). Pák platí 
"; ' " " Íf£j9 + fr(resp. fg + fh£ff), 

• • ; . ' . • . , > . , • < > • K - K M Ě & 

jakmíte má součet napravo (resp. nalevo) smysl. 

42 



(Důkaz provede čtenář snadno sám; stačí v podstatě zjistit, že 
M + JV je majoranta k /, jsou-li M, N majoranty ke g, h.) 

46. Jsou-li f, g bodové funkce v K, f<Lg, pak plati 

It^falfúh-
K K K K 

(Jasné.) 
46. Bud f bodová funkce v K, 0 . _ c < oo. Pak platí 

- ff= f(- /), fcf = cff, fcf = cff. 
K K K K K K 

D ů k a z : První vztah je zřejmý; druhý plyne pro c > 0 z 33a). 
Protože však je nulová funkce intervalu majorantou i minorantou bodové 
nulové funkce, platí tento vztah i pro c = 0. Třetí vztah plyne z prvního 
a druhého. 

47. Řekneme, že funkce / má integrál (nebo že existuje integrál 
funkce /) vzhledem k funkci G v intervalu .K, platí-li 

ffdG=]fdGeEv 

K K 

Pak píšeme 
ffdG=JfdG=ffdG; 
k K K 

množinu všech takovýchto funkcí označíme $> = ty(G, K). 

48. Nechť a,b€ Ev g,hety. Bud f bodová funkce v K taková, íe 
plati 

f(x) = ag(x) + bh(x), 

kdekoli má poslední souíet smysl. Pak je f ety, 

ff=*f9 + bfh. 
K K K 

(Plyne ihned z 44, 46.) 

49. Je-li M majorantou funkce f v intervalu K, je M též majorantou 
funkce f v každém intervalu IC K; zejména tedy platí 

pro každý interval IQK. 

(Plyne z 28.) 

60. Necht Jf < oo. Pak je 
K 

/ / < • » • 

JHV každý interval IQK. 
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D ů k a z : Existuje majoranta M, pro niž platí M(K) < oo; podle 
36 a 49 je Jf<LM(I)<as. 

i 

61. Nechť existuje ff. Pak existuje ff pro každý interval IC K. 
Ř i 

- Důkaz: Zvolme e > 0. Nechť pro majorantu M a minorantu m 
platí (M —- m) (K) < e. Zvolíme-li interval IQK, platí nyní 

m(I)£ff£jf£M(I)f 
7 i 

kde podle 37 platí M(I) — m(I) = (M — m) (I) £ (M - m) (K) < e; 
je tedy / / — ff < e. Odtud věta snadno plyne. 

' 7 

P o z n á m k a : Všude dále budeme o funkci O, vzhledem k níž se 
počítá derivace a integrál, předpokládat, že je aditivní (a stále ovšem 
konečná a nezáporná). 

62. Budf libovolná bodová funkce v K. Definujme v K funkci intervalu 
P předpisem 

P(I) = ffdG. 
I 

Pak je P aditivní v K. 

D ů k a z : Nechť It 4- / 2 = / 3 C K. Máme dokázat, že P(/ x) + 
+ P(/ t ) = P(/ 3 ), má-li součet nalevo smysl. Je-li na př. P(/2) = oo, 
je podle 50 (kde klademe Ix místo /, /3místo K) také P(/3) = oo; můžeme 
se tedy omezit na případ P(/ ť) < oo (i = 1, 2). Je-li M majoranta k / na 
/3, je též majorantou k / na Ilt /2, takže 

P(/ x ) + P(/ a) £ M(IX) + M(h) £ M(I3); 
odtud plyne 

P(IX) + P(/a) £ P(/3). (*) 

Bud nyní M{ majoranta k / na I{ (i = 1, 2). Rozšiřme podle 22 (kde 
klademe I{ místo Ktí I9 místo K) funkci Mt na superaditivní funkci 
Mi v intervalu /3. Snadno zjistíme s použitím věty 29, že f unkce M = 
= Mx + M2 je majorantou k / na /3, takže 

P(h) < M(l3) = M^I,) + i ^ ( / 3 ) = ^ i (/ i ) + Ma(J,). 

Odtud dostáváme 
-B(-r-)^-D<-ři). + - W (č) 

2 («), (,6) veta ihned plyne. 
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63. NecMů je dllení intervalu K; bud f bodová funkce v K. Pak platí 

ťJfdG= JfdG, 
Ic&I K 

má-li součet nalevo smysl. 

Důkaz : Plyne z věty 52 a z poznámky k větě 31, 

P o z n á m k a : Jestliže existuje // pro každé I € #, existuje též / / ; 
I K 

je-Ji P(7) = / / , Q(I) = = / / = - / ( - /), platí totiž podle 53 
1 i l . 

Q(K) = Z Q(I) = S P(I) = P(K) « Ev 
n# i<& 

54. Je-li / bodová funkce v intervalu K, pak funkci intervalu P, 
určené pro IQ K vztahem 

P(I) = [fdG, 
I 

říkáme neurčitý horní integrál funkce / a píšeme 

P=JfdG=Jf. 
Podobně definujeme neurčitý dolní integrál a neurčitý integrál. 

Podle 52 jsou to vždy aditivní funkce. Další jejich důležitou vlastnost 
udává tato věta: 

56. Bud f bodová funkce v intervalu K. NecM |//| < oo. Pak je 

pro kaídý interval IQ K. 

D ů k a z : Podle 5Q je // < oo pro každé I. Protože — // je super-
i 

aditivní (dokonce aditivní) funkce, protože je — // < oo a protože pro 
K 

každé I platí — // > — oo, plyne z věty 36, že je — // < oo neboli 

f f > — oo pro každé I . 
i 

56. Řekneme, že funkce / má N e w t o n ů v (Newton-Stieltjesův) 
integrál vzhledem k funkci O v intervalu K, jestliže existuje funkce F> 
která je v K zároveň majorantou i minorantou funkce /. Funkoe F je 
pak zřejmě neurčitým (Perron-Stieltjesovým) integrálem funkce /; ří
káme též, že funkce F je primitivní funkcí k funkci /. Snadno nahléd
neme, že aditivní funkce F je primitivní funkcí k funkci / (vzhledem 
k funkci O a intervalu K), když a jen když pro každé x € K platí 

Kx)~r(9). 
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. 67. Pro C€EX platí fcdO = cO. Dále je /oo dO = /oo dO = oo O; 
podobné pro — oo. 

Důkaz: Snadno nahlédneme, že funkce O je Newtonovým integrá
lem funkce / = 1. Pro c 4= 1, c € Ev nyní4plyne věta 57 z věty 46. — 
Je-li 0(1) = O, je 0(0, x, I) = oo, tedy 0 £ /oo d<? <£ /oo d(? <I 

F I 

<(?(/) = 0. Jinak je Jao dO^fao dO^ fndO= nO(I) pro n = 
1 f J 

= 1,2,..., t e d y / . . . = / . . . = oo. 
* r 

68. itoď/ bodová funkce v K, která je v bodě beK spojitá (vzhledem 
ke K); bud P = //. Pak platí 

f(b) ~ P'(b). 
Důkaz: Nechť In->b, InQK, {P(In) : 0(In)} ->c. Bud 

&n = sup/(z) pro x e /n, 
fcn = inf/(#) pro x <? In. 

Pak platí 
W(In) = fh £ ff = P(h) £ /*• = An6ř(/n). 

Jn 'n *n 
- Kdyby bylo (?(/n) = O, bylo by též P(/n) = O a P(/n) : (?(/n) by 
nemělo smysl; je tedy 0(In) #= O a platí 

K£{P(In):G(In)}£K 
Ze spojitosti funkce / snadno plyne, že 

limJfcn = limAn = f(b), 
tedy též 

lim(P(/ft): 0(In)) = f(b). 

Není-li tedy P(b) = oo, P(b) = — oo, platí jistě P(b) = P(6) = f(b). 
• 69. Bodová funkce, spojitá v intervalu K,mávK Newtonův integrál. 

(Plyne ihned z 58.). 
60. Buď / konečná bodová funkce v K. Pro IQK položme 

h(I) = sup/(#) pro x c /, 
*(/) = inf/(a:) pro x*I* 

JTe-li dále Ů dělení JT, budiž 
4 S(f,ů)^Xh(I)G(I)r 

' í; ".; ^^)=.šř(/)G(/).^ 

*) Součty mají smysl, proto&é fc(I) > — oo, k(I) < oo. 
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Horním (resp. dolním) R i e m a n n o v ý m integrálem funkce / 
(vzhledem k funkci G v intervalu K) pak nazveme 

Bff AG = inf £(/, &) pro všechna dělení # 
K 

(resp. Bff áG = sups(f, &) pro všechna &). 
Ř 

Je-li Bff = Bff € Ev řekneme, že funkce / má v K Riemannův 
к к integrál. 

61 .-Pro libovolnou konečnou bodovou funkci f v intervalu K platí 

zff<ff£ff£m 
K K K K 

D ů k a z : Zvolme dělení ů intervalu K. Definujme na K bodové, 
funkce fa, fk předpisem 

fh(x) = min^(Z) pro X€ I, I €&, 

fk(x) = max&(i) pro X€ I, I € ů. 

(Slovy: Je-li dáno x, vezmeme v úvahu všechna I € ů, která obsahují 
x. ,,Obyčejně" bude takové I jen jedno, v m-rozměrném případě jich 
však může být až 2m. Z příslušných hodnot h(I), kde h(I) je definováno 
v 60, vezmeme tu nejmenší. Podobně pro /&(#)•) 

Síiadno zjistíme, že je fk <^ / <I fa; zvolíme-li I € ů, platí pro každé 
X € I 

Hi)<h(*hM*)£W), 
tedy na př. 

Jfa£fh(I) = h(I)G(I). 
i i 

Odtud plyne 

ff £fh=* fh < s m 0(i) = stf, ů)*y 
K K Itů I I*& 

tedy ff<LB~ff a podobně Bff<L ff. 
K K K K 

62. Normou dělení & nazveme největší z čísel d(I) (d(I) značí 
největší z délek hran I) pro I € ů. Čtenář nyní snadno dokáže větu: 

Je-li / spojitá v K, pak existuje Bff; dokonce ke5 každému e > 0 
K 

existuje takové d > 0, že pro každé dělení ů s normou menší než d, 
ů={I1,I»...,In}, platí 

*) /» Í e -dola omezená, takže má součet 2 Jfh smysl. 
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| S/( f ť ) (?(L )- i ř//d<? |< £ , 
i = l K 

ať volíme jakkoli body & € I{, (Je třeba použít stejnoměrné spojitosti.) 
V jednorozměrném případě, kdy G= g* a dělení & je určeno body 

n 

a = t0 < tx < ... < tn = b, nabývají součty £ /(| t) G(I{) tvaru 
i = i 

S /(£) (g(t() - gfr.J), <,_, £ I , ^ <ť. 
1 = 1 

V našem pfcpadě je ovšem g funkce neklesající. Místo BffdG pak pí-

šeme obyčejně Bffdg nebo též Bff(x) dg(x) a pod. Symbol //(z) dg(x) 
a a a 

obdobně značí horní (Perron-Stieltjesův) integrál funkce / vzhledem 
. k funkci g* v intervalu (a, &> (říkáme též ,,od a do b") atd. 

Je-li g(x) = a;, je g* zřejmě délka intervalu. V tomto případě mlu
víme o obyčejném integrálu (Perronovu, Newtonovu, Riemannovu). 
Je-li F primitivní funkcí (v klasickém slova smyslu) funkce / v intervalu 
(&> by, je funkce intervalu F* primitivní funkcí a tedy též obyčejným 
(neurčitým) Perronovým integrálem funkce /. Protože Perronův in
tegrál je zobecněním jak Riemannova, tak i Newtonova integrálu, do
stáváme mimochodem známou větu: Nechť funkce F má v každém bodě 
intervalu (a, by vlastní derivaci F'(x) = f(x); nechť / má v (a, by Rie-

b 

mannův integrál. Pak platí Bff(x) dx = F(b) — F(a). 
a 

63. Zavedeme ještě tato označení: 
5J)0 = ty0(G, K) bud množina všech omezených funkcí z *J); 
tyA bud množina těch funkcí / e ?), pro něž také |/| € *P; 

^ tyn bud množina těch řunkcí, pro něž platí 
ffdG=]fdG, 

' ' ' K * ' 
kde však připouštíme také hodnoty ± oo. 

64. Jestliže f c $, pak /+, /_,|/| e $* . 
D ů k a z : Je-li //+ = oo, je jistě /+ c fyR. Bud! nyní //+ < oo. 

1 K 
.Zvolme * > ; © ; bud M majoranta funkce / taková, že platí M(K) < 
< / / + £. Utvořme superaditivní funkci H = //+ -f M — //. Protože 

X^It* J* S^fU^O; protože //+ ^ //, je tf^if. Je tedy 
# ( * ) ^ 0, H(x) ^ Jf(*) !> /(*), tedy 

1$ 



pro každé x; vidíme, že H je majorantou k /+. Odtud plyne 

tedy 

//+ й Я(Jř) = //+ + ЩK) - jf < //+ + e, 
я ҡ к s 

/ / + _ £ / / + . / + € * • 
K K 

Podobně zjistíme, že je vždy /_ € tyR a tedy také |/| = /+ —• /_ c tyR. 

65. Je-li / omezená, nemůže být f\f\ = oo; z věty 64 plyne tedy, že 
K 

tyo C ty A- Vidíme, že platí celkem 

66. NecM g,hetyA; bud f funkce v K taková, ze platí 

f(x) = g(x) + h(x), 

kdekoli má poslední součet smysl. Pak je f etyA. 

D ů k a z : Podle 64 stačí dokázat, že je /|/| < oo. To však plyne z toho, 
K 

že pro každé z platí |/(*)| £ \g(z)\ + \h(v)\ a t edy / | / | £ J\g\ + J\h\. 

67. NecM f, g € tyA. Pak té£ max(/, g) e tyA, min(/, g) e tyA. 

D ů k a z : Je-li f(x) = g(x), položme (/ —- g) (x) = 0, i když f(x) = 
= g(x) = -j- oo. Pak platí 

max(/(z), g(x)) = f(x) + ((g - /) (*))+, 
kdekoli má součet smysl (stačí rozeznat případy f(x) _\ g(x) a f(x) < 
< g(x)Y> odtud věta snadno plyne. 

68. NecM f ety, g€tyA, f^g. Pak je f €tyA. 
D ů k a z : Doplníme-li nějak funkci / — g „v bodech neurčitosti", 

platí f(x) = g(x) + (/ — g) (x), kdekoli má součet smysl. 

69. NecM f,g,h<-ty, g^f,h^f. Pak max(gr, h) c ty. 
(Důkaz lze provést snadno, použijeme-li vět 67, 68 a jejich důkazů.) 
70. Budte /n, / bodové funkce v intervalu K; nechť fn /f f. Pak platí 

bud ffn -> — oo nebo 

I'--*!1-
D ů k a z : Budeme vyšetřovat jen případ, že 

\ffn\< oo pro ? i = 1,2,...; 
[J5C I 

ostatní případy jsou triviální nebo se na tento případ snadno převedou. 
Protože zřejmě lim//n <£ //, stačí dokázat, že platí // £ lim//n . 
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Funkce P n = jfn jsou podle 55 konečné (aditivní) funkce. Zvolme 
00 

e > 0 a Čísla en > O, aby £ en <L e. Pak existují majoranty Mn funkcí/n 
n = l 

tak, že platí 
Mn(K) - Pn(K) < en. (<*) 

Funkce En = Mn — P n jsou pak konečné nezáporné superaditivní. 
Položme 

Fn=Mn+
n^1B{. (/>) 

ť - = l 

Fn jsou opět majoranty k /n. Platí P n + 1 = Mn+1 + Mn — P n + 
n—1 

+ £ ičť = -3f n + i — P n + P„. J-fn+1 je majorantou k / n + 1 , tím spíše 
k /n; je tedy Mn+1 - P n ̂  O, P n + 1 ^ P n . 

Existuje tedy P = UmPn; F je ovšem superaditivní. Pro každé x 
a každé n je P(a;) 2> F\(x) I> /n(z), tedy je též F(x) I> lim/n(:r) = f(x); 
vidíme, že je F majorantou k / a platí tedy 

Jf£F(K). (y) 
K 

Z (*)> (P) plyne, že 

Fn(K) £ Mn(K) +"ž\i < Pn(K) + en +*2 e< -= Pn(K) + S "e„ 
t-=l / i = l i = l 

tedy 
F(K) = UmPn(K) ^ UmPn(K) + e, 

tedy podle (y) 
//^Um/7n+*. 

Protože e bylo libovolné, platí též / / <1 Um//n; tím je věta dokázána. 
K K 

71. Budte fn bodové funkce v K (n = 1, 2, ...); wecW /inf/n > — co. 

K 

JÍim/n̂ Um//n. 

Důkaz: Nechť £n = iní/*. Pak gn^fni gn / Um/n, tedy platí 
podle 70 

/lim/,. = JTim0n = lim/0tt <1 Um//n. 
-K K K K 

72. NecU gth$fn€% g£ fn £ A ( n = 1, 2, . . . ) , / n - > / . Pak je 
f € ty a platí 
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D ů k a z : Podle 71 platí ' 
/ / ^ l i m / / „ ; 

K K 

podobně se zjistí, že je ]xmff„^ ff, a tedy 
* K 

fg^ Sm//.^ ff£ff£ lim//„ £ fh. 
K K % K K K 

Odtud věta ihned plyne. 

73. Nechť fney,fn/ f.Pakfetyn, 

// = 7/=W/»-
K K K 

D ů k a z : Zřejmě J / ^ l i m / / n ; podle 70 tedy platí 

Mmffn£ff£ff=]imffn 
K jř K K (Pokračování.) 
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