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Casopis pro p&stovani matematiky, ro. 79 (1954)

RACIONALNI KRIVKY S MAXIMALNIM POCTEM REALNYCH
UZLOVYCH BODU

LUDEK GRANAT a MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Doslo dne 30. listopadu 1953.) 513.61,12

V souté#i studentské tvorfivosti v r. 1952 podal Ludék Grandt jedno-
duchy priklad (rovinné) racionélni kiivky n-tého stupn& pro sudé
kladné n, kterd mé maximélni poéet, totiz §(n — 1)(n — 2), (redlnych)
uzlovych bodt. Vysledek (bez dukazu) je uveden ve v&té 1. Spolu-
autor, ktery Grandtovu préci &etl, nalezl rovnéZ jednoduchy piiklad
takové racionalni kiivky n-tého stupné, a to pro kaZdé prirozené n.
O tom jednaji véty 2 a 3. ‘

V celém élanku piedpokladame, Ze je dana rovina a v ni pravothld soustava
soufadnic z, y. Pod pojmem racionalni kfivky n-tého stupné, kde n je pfirozené

2 w7

¢islo, rozumime mnozinu v8ech bodu («, ¥), pro néz pro né&jaké realné ¢&islo ¢ je

_f0 o0
| aey YT Ry
kde f(t), g(t), h(t) jsou realné polynomy nejvyse n-tého stupné bez spoleénych
nulovych bodi, z nichZ alespoii jeden je pravé n-tého stupng, a pritom plati:
f(to) g(to)
h
Rty ¥ = hito)

h(t) +0,1) - (1)

alespoii jeden bod (%, ¥,), To = (t) * 0, odpovida jen pa-
rametru ¢y, p¥i ¢emz matice

fte), g(to), h(ty)
f’(to)a 9'(to), h,(to)

m4 hodnost 2 (f' atd. jsou derivace podle t).

(2)

Uzlovym bodem kiivky (1) je pak bod (z, y), ktery odpovidé pravé dvéma;
f(t,) _ f(t,) _ gty

riznym &islim ¢,, £,, t, + £,, @ to redlnym (t. j. x = = LY = =
y vloh ¥ h ym (632 = 56y = it ¥ = ey,

_ g(t,)
T h(ty)’

l) Tato mnoZina se dopliiuje bodem (z, ), z = lim =

h(t;) . h(t,) =+ 0), a pritom

1) 9()
Imye ¥ = imps
a piipadné isolovanymi singulérnimi body tvaru (1) pro ta ¢ komplexni (ne reélna), pro
ktera jsou x i y redlné. )

, pokud existuje
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f(t), g(t), h(t)
F'(t), g'(t), B'()
f'(ta), g'(25), 2/(ty)
Plati potom_zndmé véta, Ze raciondlni kfivka n-tého stupné mé nejvyse
3(n — 1)(n — 2) uzlovych bodi. Uvedeme ted dvé véty (prvni bez dikazu,
druhou se struénym dikazem), které obsahuji jednoduché priklady racional-
nich kiivek n-tého stupné, které maji pravé }(n — 1)(n — 2) uzlovych bodu:
Vé&ta 1. BudifZn > 0 sudé éislo, n = 2m, h rediné &islo takové, fe h > m — 1,
h + m. Hypocykloida o parametrickiyjch rovnicich '
z = h cos mt + m cos(m — 1) 7,
y = hsin mt — m sin(m — 1) 7,
0 < 2x,
je raciondIni kfivka n-tého stupné®) s (n — 1)(n — 2) uzlovymi body.
Vé&ta 2. Budif n pfirozené &tslo. Mnofina M bodi
x=cosnt, y =cos(n—1)7, 0 <, (4)
je &dstt raciondlnt kFivky R, n-tého stupné, kterd md (dokonce v M) }(n — 1) .
. (n — 2) uzlovych bodw. Vechny body R, dostaneme, piipojime-li jesté jednak
mnoginu M’ bodd

+ 0.2) (3)

x = coshno, y =cosh (n—1)o, ¢ >0. (4')
jednak mnofinu M" bod¥
2 = (—1)"coshnl, y = (— 1)*~1cosh(n — 1), { > 0. (4")

Dukaz: Nejprve uvedeme tii pomocnd tvrzeni:

1. Pro kazdé pfirozené &islo n existuje polynom 7',(x) n-tého stupné tak, zZe je
pro kazdé &
cos n& = T',(cos &), 5)
cosh nE = T ,(coshé) .

Piitom pro sudé (liché) n obsahuje 7',(x) jen sudé (liché) mocniny =.
Dukaz plyne snadno indukei pomoci vzorci

cos(n + 1) & = 2 cosé cosné — cos(n — 1) &, (6)
cosh(n + 1) & = 2 cosh & cosh n& — cosh(n — 1) £ .%)

%) To znamené, %e v bod$ (z, y) existuji dv& realné tedny a %e jsou ruzné.

3) Na tvar (1) ji 1ze uvést substituci cotg 7 = ¢. O hypocykloid¥ viz na pf. G. Loria:
Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven. 2. vyd., 2. dil, str. 94.

4) Polynomy T'n(x) jsou t. zv. CebySevovy polynomy. T',(x) lze na pt. vyjadfit n-féd-
kovym determinantem

z, 1, 0, ..., 0, 0
1, 22,1, ..., 0, 0
To(z) =0, 1, 2z, ...,0, 0
0,0, 0, ..., 21
0,0, 0, ..., 1, 2z
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2. BudiZ n pfirozené éislo. Oznaéme S, mnoZinu téch celych &isel m, 0 <
< m < n(n — 1), kterd nejsou délitelna ani ¢islem 7, ani » — 1. Potom 8, mé
(n — 1)(n — 2) prvki a plati:

Ke kaZdému ¢&islu % € S, existuje pravé jedno &islo &’ € S, tak, Ze pro & = 1 je
. k' = ¢(2n — 1) k mod 2n(n — 1) . (7)
Je k' + k a k ¢islu &’ obdobné sestrojené ¢islo je opét k.

Dukaz. Prvni ¢ast je zfejma. Pro dané k € S, existuji ¢isla k;, ¢ = 1, 2, tak,
e —nrn—1)<k<nn—1) a k=(—1)¢2n—1)k mod 2n(n — 1).
Ponévadz éisla 2n — 1 a 2n(n — 1) jsou nesoudélng, je k; + 0,a dilek, = —k,,
nebot k, = — k, mod 2n(n — 1). M4 tedy pravé jedno z &isel &,, k,, oznadme je
k' (a tedy vibec pravé jedno) vlastnost, Ze je 0 < k' < n(n — 1) a Ze plati (7).
Kdyby %’ bylo délitelno n resp. n — 1, pak by i k bylo délitelno » resp. n — 1
proti pfedpokladu. Tedy &’ € S,,. Kdyby &' = k, pak by proe = lresp.&¢ = — 1
bylo & délitelné n resp. n — 1, coZ je spor. Konecné ¢islo £” obdobné sestrojené
pro k' je

k"=¢@2n— 1)k = ec'[4n(n — 1) + 1] k = ec'k = k mod 2n(n — 1)
pro ¢ =g, tak¥e k" = k.

Pozndmka. VSechna ¢isla z S, se tedy rozpadaji v $(n — 1)(n — 2) dvojic
(k, k') ¢isel navzdjem sdruZenych podle (7).

3. Necht n je celé &islo, n > 1. Plati cos nu = cos nv, cos(n — 1) u =
=cos(n — 1w, 0 u<lnw, 0 v<m, w+ v pravé tehdy, je-li u =

kn k'n ;s s

= —1)’ v = wn — 1)’ kde k a k' jsou sdruzena éisla z S,,.

Dikaz. Necht pron > 1 je cos nu = cos nw, cos(n — 1) u = cos(n — 1) v,
0<u<q70< vz, u + v. Potom existuji ¢isla e, &, £ = &2 = 1, a celd
éisla 7, s tak, Ze

nu = gnv + 2rx, (8a)

(n—1)u = go(n— 1) v 4 287 (8b)

Snadno se zjisti, Ze e, = — ¢, (kdyby &, = ¢,, pak u = v), takie (FeSenim
(8a) a (8b)) &isla k = M—j—:—_—llu, k= nn —1) v jsou celd. Kdyby k bylo

délitelné n resp. n — 1, pak by (jak se zjisti eliminaci v) r = 0 resp. s = 0
a u = v proti pfedpokladu. Tedy % € S,. Ndsobenim (8a) i (8b) éislem nin — 1)
7

a seltenim plyne k' = ¢,(2n — 1) k — 2n(n — 1) g,(r + 8), a tedy (7). Dikaz
obraceného tvrzeni je snadny.

Ted jiz muZzeme dokazat vétu 2:

Z pomocného tvrzeni 1 plyne, Ze M, M’ a M" jsou disjunktni ¢4sti mnoziny
R, bodu (z, y) tvaru

z =Tut), y = Tnsat), (9
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atoMpro —1<t<1,¢t=cosr, M'prot >1,% =cosh o, a konetnd M"
prot < —1,¢ =—cosh {. AvSak R, je raciondlni kiivka: (1) je splnéna pro
f@t) =T,@), gt) = Tp_1(t), h(t) = 1; pfitom bod (1,1) odpovida jen parametru
ty = 1, a matice (2) mé hodnost 2 pro £, = 1, nebot 7',(1) =n® (dokéZe se in-
dukei po derivovani vztahu T, ,,(%) = 2z T, (x) — T._,(x), ktery plyne z (6)).

BudiZ ted ke S,. DokaZeme, Ze bod P,(zi, ¥i), & = cos — f_ % Y =

k. , oy oy . wr s
= cos -, je uzlovy bod R,: bod P, totiz miZeme dostat jen v dasti M,

nebot |z;| < 1, |yi| £ 1. Z pomocnych tvrzeni 3 a 2 snadno plyne, Ze P;
dostaneme pravé pro dva rizné parametry &, = cos ;(Tkj—z——lj ,
k'n
n(n — 1)
splnéna nerovnost (3), vyplyva odtud, Ze prot = cos 7,0 + 7 % =, je T,/ (f) =
__mnsinnt

sin 7

ty, =

, kde %’ je ¢islo sdruzené s k v S,. Ze pro tyto hodnoty je

,a ze vztahu (7).

Lze tedy kazdé dvojici ¢isel sdruzenych v 8, pfifadit jeden uzlovy bod R,
(tyto body jsou navzéjem rizné), t. j. R, mé alespoii (a podle citované zndmé
véty pravé) 3(n — 1)(n — 2) uzlovych bodu.

Poznamenejme jesté, ze z identity 7 ,_y(cos &) = T,(cos(n —1) &) =
= T,_,(cos n&) plyne, ze R, mé rovnici T, _,(x) — T,(y) = 0. Vyjdeme-li od
této rovnice a pouzijeme-li zndmych vlastnosti CebySevovych polynomii, mi-
Zeme®) postupovat jednoduseji. DokdZeme totiZ (nezavisle na vété 2)tuto vétu:

Véta 3. Necht T(x) jsou Cebyevovy polynomy k-tého stupné, k>0, n > 1
pFirozené &islo. Pak

Ha, y) =Tp-1(x) — Tu(y) =0

je rovnice raciondlni kfivky n-tého stupné, kterd md 3(n — 1)(n — 2) uzlovgch

Dukaz. Ze f(z, y) je ireducibilni polynom (i nad t&lesem komplexnich &isel),
plyne odtud, Ze

f(@, y) = ay" + ba"-1 + g(z, ) ,
kde ab + 0 a g(z, ¥) je polynom stupné nejvyse » — 2. Vicendsobné body
f(z, y) = 0 jsou pravé ty body (z, y) pro néz je soudasnsé f(z, y) = T;—,(x) —
0

—T.(y) =0, a—i— =T, ,(x) =0 i 6_f = —Ti(y) = 0. Pro Cebysevovy
polynomy v8ak plati®)

5) Podle upozorn¥ni akademika E. Cecha.
. %) Na pt. H. II. Hamarncor: KOHCTPpYKTUBHAA Teopusa QyHKuuit, 1949, str. 69.
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w1 — Ti@) = (1 —2) TP(@), (10)
(1 — a2) Th(®) — 2T (x) + k2 Ty(x) = 0. (11)
Z (11) a (10) je T(1) = k2, takZe podle pfedchoziho vicendsobné body f(x y) =
= 0 jsou pravé ty body (, ¥)» Pro néz je pro &* = 1
T, (@) = Tal¥) =& (@ — 1) —1) 0.

3 n o
(resp. 5 )ruznych

s lichd 2) ie Ta—q(x) = 1 praveé ro ©
Je-li nliché (resp. sudé), je Tn—1\%) = 1P p B)

2k
hodnot # (totiZ pro ; = cos

1,0 <2k <mn—1,k=1,2...),T,_ ,(x)=
(2l — 1) =

n—1

= — 1 pravé pro n—1 (resp. ) raznych =z (o_c, = cos ,

—1
0<ol 1<n_11=12 ) Obdobné 7,(y) = 1 pro "~ (resp.

— n—1 LAY .
2) riznych hodnot y, 7a(y) = — 1 pro —— (resp. -2—) riiznych y. Dosta-

vame tim pro n liché (sudé) 3(n — 3)(n — 1) + H(n — 1)* (vesp. }(n — 2)* +
+ Hn —2)n), t.j. vidy ¥(n —1)(n —2), riznych vicendsobnych bodu
(2, y), pro néz je vidy |z| < 1, |y| < L.

Je-li (x,y) takovy vicendsobny bod, pro ktery je T',_,(x) = Th.(y) = ¢,
&2 = 1, pak pro tento bod je podle (11)

*f
oa®  ox oy oy | _ " " (n — 1)2 n2?
= =T ,(2) Th(y) = — <0,
*f  of 1(2) Taly) (I —a?)(1 —»?)
dx oy oy

t. j. kazdy takovy bod je uzlovy (dvojnasobny bod s redlnymi riznymi teéna-
mi). ProtoZe ka#dé ireducibilni k¥ivka n-tého stupné s }(n — 1)(n — 2) dvoj-
nasobnymi body je racionalni, je tim v&ta dokdzina.
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