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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 82 (1957), Praha 

POZNÁMKA 0 JORDAN-DEDEKINDOVEJ PODMIENKE 
V BOOLEOVÝCH ALGEBRÁCH 

JÁN JAKUBÍK, Košice. 

(Došlo dne 23. prosince 1955.) BT: 512.9 

V poznámko sa vyšetřuje platnost zovšeobecnenej Jordan-Dedekin-
dovej podmienky pře Booleove algebry. 

Znakom R(a, b) (připadne s indexami) označíme reíazec s najmenším (naj-
váěším) prvkom a(b) v čiastočne uspQriadanej množině 8. Ak kardinálně číslo 
retazca 2ž(a, b) je n9 nazýváme jeho dížkou číslo n —- 1 (ak n je konečné) resp. 
n (ak n je nekonečné kardinálně číslo). Retazec R(a, b) je maximálny, akzo 
vztahu R(a, b) C Ri(a> b) c S vyplývá R(ay b) = Rx(a, b). Hovoříme, že čias-
točne usporiadaná množina S splňuje Jordan-Dedekindovu podmienku 
(v ďalšom stručné: podmienku (JD)), keď platí: ak a, b e 8, a < b a ak Rx(a, b), 
iř2(a, b) sú maximálně retazee, potom oba tieto reíazee majú rovnakú dlžku. 

Je známe, že podmienka (JD) platí pre konečné modulárně svazy (vid [1]) 
a dokonca pre konečné semimodulárne svazy (viď [2]). Naproti tomu neko
nečné modulárně svazy nesplňujú podmienku (JD). Podrobnejsie povedané, 
platia vety: 

(S) Nekonečné distributivně svazy vo všeobecnosti nespMujú podmienku (JD). 
(Vid [3], veta 3.) 

(Si) Ku každému kardinálnemu číslu &, oc^>cl) existuje úplný a úplné distri-
butívny svaz $ a s najmenším prvkom f0 a nejvaMim ft> ktorý má tuto vlastnost: 
pre každé kardinálně cislo /3, vyhovujúce nerovnosti c<L fi <Loc, existuje vo svaze 
8a maximálny reůizec iř^/o, fx), ktorého dízka je jí. (Viď [4].) 

Dókaz vety (/Ŝ ), uvedený v [4], sa nedá použit pre zostřené tvrdenie, že 
8 je Booleova algebra. Pri hladaní „hranice", pokial až podmienka (JD) ne
platí v nekonečných Booleových algebrách, je prirodzené začat vyšetřovat 
najprv triedu takých nekonečných Booleových algebier, ktorých vlastnosti sa 
čo najviac zhodujú s vlastnostami konečných Booleových algebier. Je známe, 
že každá konečná Booleova algebra 8 je izomorfná s čiastoěne usporiadaným 

x) c značí mohutnost kontinua. 
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systémom všetkých podmnožin vhodné zvolenej množiny M. A. TARSKI o-
kázal tvrdenie (viď [5], resp. [1], str. 233): 

Nutná a postačujúca podmienka, aby úplná Booleova algebra S bola izo-
morfná s čiastocne usporiadaným systémom všetkých podmnožin vhodné zvolenej 
množiny M, je, aby Booleova algebra 8 bola úplné distributívna. To nás nabádá 
vyšetřovat platnost podmienky (JD) v úplných a úplné distributívnych 
Booleových algebrách. 

Jednoduchým postupom dokážeme vetu: 
(S') Nech 8 je nekonečná úplná a úplné distributívna Booleova algebra. Potom 

S nesplňuje podmienku (JD). 
Dókaz. Nech 8 je nekonečná úplná a úplné distributívna Booleova algebra. 

.Na základe spomenutej vety Tarského móžeme bez újmy všeobecnosti před
pokládat, že 8 je čiastocne usporiadaný systém všetkých podmnožin neko-
neěnej množiny M?) Vyjadrime množinu M vo tvare M = Mx u Mz> Mx n 
n M2 = 0, pričom Mx je spočitatelná množina. Nech Sx je čiastocne usporia
daný systém všetkých podmnožin množiny Jř x . Zrejme 8X je konvexný pod-
svaz svazu S. Z toho vyplývá, že k dókazu vety stačí preveriť neplatnost 
podmienky (JD) vo svaze 8X. 

Nech množina Mx je nějakým (lubovolným) spósobom usporiadaná; nech 
J je množina všetkých dolných skupin Dedekindových rezov usporiadanej 
množiny Mx. Pre každý prvok I e J platí zároveň / € Sx; zrejme je J reťazec 
v Sx (najváčší (najmenší) prvok v reťazci J je ifcřx(0)). Zo základných viet 
o usporiadaných množinách (vid [6]) vyplývá, že J je maximálny reťazec 
v Sx. 

Uvažujme dvoje usporiadanie množiny Jfx, a to 1. tak, aby množina Mx 

bola dobré usporiadaná, a 2. tak, aby usporiadaná množina Mx bola izomorfná 
s množinou všetkých racionálnych čísiel (pri obvyklom usporiadaní). Utvořme 
podlá predošlého příslušné maximálně reťazce J x a J 2 v čiastocne usporiada-
nom systéme $x. Kardinálně číslo množiny Jx resp. J2 je zrejme tf0 resp. c. Tým 
je tvrdenie vety dokázané.3) 

Naskytuje sa otázka, či aj veta (Sx) ostává v platnosti, ak v nej výraz 
„úplné distributívny svaz" nahradíme výrazom ,,úplné distributívna Booleova 
algebraCř. Na základe analogických úvah ako v dókaze predošlej vety sa takáto 
otázka dá redukovat na otázky, týkajúce sa len usporiadaných množin. Nech 
f(a) je supremum všetkých mohutností množin rezov v usporiadanej množině 

2) Čiastocne usporiadanie je dané množinovou inklúziou. Podobné v cTalsom. 
3) Lahko sa zostrojí spočitatelná Booleova algebra, ktorá splňuje podmienku (JD). (Je 

ňou napr. algebra všetkých konečných podmnožin a ich komplementov v danej spočita-
telnej množině.) L. R I E G B E maupozornil nato, že existujú nespočitatelné úplné Booleove 
algebry, ktoré splňujú podmienku (JD), a dokonca omnoho silnejšiu podmienku: že totiž 
každé dva maximálně reťazce sú (vo zmysle ich usporiadama) navzájorn izomormé. 
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M mohutnosti oc, a to pri všetkých možných usporiadaniach množiny M. 
Aké vlastnosti má takto definovaná „funkcia" /(#)? Ak f(oc) = y, musí ku 
každému yx, oc <̂  yt <̂  y existovat usporiadanie množiny M tak, aby systém 
všetkých dolných skupin Dedekindových rezov množiny M (pri tomto uspo-
riadaní) mal kardinálně číslo yx% 
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