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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematický ústav ČSAV, Praha 

S V A Z E K 82 * P R A H A , 3 1 . V I I . 1 9 S 7 * Č Í S L O 3 

DIRICHLETOVA ÚLOHA 

JAN MAÍIÍK> Praha . 

(Došlo dne 23. května 1956.) DT.517.5 

V práci je dokázána věta o existenci a unicitě řešení Dirichle-
tovy úlohy v jisté třídě funkcí a věta o spojité závislosti řešení 
na okrajových podmínkách. M c se přitom nepředpokládá o ome
zenosti základní množiny. 

1. V celé práci je m celé číslo > I, Symbolem A (resp. H(A)) rozumíme uzá
věr (resp. hranici) množiny A v určitém metrickém prostoru (zpravidla 
v m~rozměmém kartézském prostoru Em); základní vlastnosti metrických 
prostorů budeme pokládat za známé. (Viz na př. [1]* kap. VI.) 

Jestliže a,b eEm, a = [ax, ..., am], b = [bl9 .... bm], klademe a . b = ]>% • W> 
i - 1 

dále píšeme a2 = a . a, \a\ = ]/a2. — Slovem ,,funkcecc rozumíme vždy konec--
nou reálnou funkci. 

hekneme, že funkce / je harmonická na otevřené množině G c Em, je-li 
spojitá na G a platí-li pro každé x e G 

- w - l ^ - 0 - , . <°> 
(Kromě spojitosti funkce / požadujeme tedy jen, aby v každém bodě x € G 
napsané derivace existovaly a splňovaly vztah (0); nic nepředpokládáme 
o spojitosti derivací funkce /. Uvidíme však, že každá harmonická funkce má 
spojité derivace všech řádů.) 

Buď G otevřená množina v Em, H = H(G) + 0 (t. j . 0 + G 4= ÍJw)-/bud 
/ spojitá funkce na množině H. DirichUtovou Mohou (příslušnou k funkci / a 
množině G) rozumíme úlohu najít funkci, která je spojitá na G, harmonická 
na G a která se na množině H shoduje s funkcí /. Úkolem tohoto článku je 
zkoumat existenci a jednoznačnost řešení Dirichletovy úlohy. Snadno se 
zjistí (viz cvič. 2), že řešení existuje nejvýš jedno, když množina G je omezená; 
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není-li množina G omezená, existuje (podle cvič. 5) nejvýš jedno řešení, které 
má v nekonečnu limitu 0. Udáme podmínky, postačující k tomu, aby pro 
každou omezenou spojitou funkci na množině H existovalo řešení Dirichletovy 
úlohy; určíme pak jistou třídu funkcí, v níž existuje právě jedno řešení. 

Základní vlastnosti harmonických, funkcí probereme nyní v řadě cvičení 
s podrobným návodem. Ve cvičeních 14—19 budeme používat také některých 
vět z integrálního poctu; cvičení jsou tak sestavena, abychom vystačili s větami 
z prvních sedmi kapitol Jarníkovy učebnice [2]. (Nikde se tedy nemluví % 

o plošném integrálu.) Výsledků cvič. 14—22, z nichž některá jsou poněkud 
obtížná, se však používá jen ve cvič. 23—24 a později v odst. 16 v poznámce, 
která není příliš důležitá. Čtenář může proto postupovat také tak, že cvič. 
14—22 a poznámku v odst. 16 vynechá a výsledkům cvič. 23—24 prostě 
uvěří. Jinak se pojem integrálu vyskytuje jen v odst. 21; zde se však vystačí 
s nejjednoduššími vlastnostmi jednorozměrného integrálu. 

Cvičení 1. Buď G neprázdná omezená otevřená Část Em; buď / funkce spojitá 
na G a harmonická na G. Potom existují body b1? b2 e H(G) takové, že pra 
každé x e G platí f(bt) ^ f(x) <£ f(b2)~ (Návod. Bud Mf (resp. mf) maximum 
funkce / na množině G (resp. H(G)). Nechť Mf > mf. Zvolíme-li dosti malé 
e > 0, platí pro funkci g(x) = f(x) + ex% také Mg > mg. Buď Mg = g(y)~ 

Protože y e G, je *; f- šS 0 pro i = 1, ..., m, tedy Ag(y) <; 0. Je však 
oxi 

dg(y) = Af(y) + 2me > 0 — spor.) 
Cvičeni 2. Buď G neprázdná omezená otevřená Část Em; buďte funkce /, g spo

jité n a Č a harmonické na G. Buď e kladné číslo a nechť pro všechna x e H(G) 
platí \f(x) — g(x)\ < e. Potom je \f(x) — g(x)\ < e pro každé z-e G. Je-li ze
jména f(x) = g(x) pro každé x e H(G), je f(x) = g(x) pro každé xe G. (Návod* 
Použijte cvič. 1 na funkci / — g.) 

Cvičení Z. Buď P metrický prostor, A, B c P. Potom 

H(A nB)cH(A) u H(B). (1) 

Je-li množina B otevřená, platí 

A o BcA n B. (2) 
Cvičeni 4. Buď G neprázdná otevřená část Em; buď / funkce spojitá na G a 

harmonická na G. Nechť f(x) <£ 0 pro každé x e H(G); nechť f(x) —> 0 pro 
x e G, \x\ -> oo.1) Potom je f(x) fg 0 pro každé x e G. (Návod. Zvolme e > 0* 

*) Je-li M c Em> c € Elt pak symbolem 

j(x) -> c pro x e M , \x\ -> oo (3) 

nebo výrokem „funkce / má pro o? € M, \x\ -> oo limitu e" (a pod.) budeme rozumět t o t o t 
K e ha^éé^m e > 0 existuje A > 0 tak, že pro všechna x c M, pro něž je \x\ > A, p l a t í 
\f(x) — cj < s. Je-li tedy množina ikf omezená, budeme vztah (3) pokládat za s p r á v n ý 
při libovolné funkci / a libovolném c € E2. 
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y e G. Existuje A > \y\ tak, že pro všechna x e G, pro něž je \x\ ;> A, platí 
/(a?) < e. Buď K = E[x; \x\ < A]. Ze vztahu H (Z n (?) c 5( .ř) u H(Q) (viz 
(1), cvič. 3) a z cvič. 1 plyne f(y) < e.) 

Cvičení 5. Pomocí cvič. 4 dokažte, že k dané Dirichletově úloze existuje 
nejvýše jedno řešení, které má pro \x\ ~> oo limitu 0. 

Cvičení 6. Buď Q otevřená Část Em. Nechť funkce f,g mají na množině 
G spojité derivace prvního (resp. druhého) řádu. Potom platí na množině G 

grád (f.g) = f. grád g + g . grád / 2) 

(resp. A(f .g) = f.Ag + 2 grád / . grád g + g . Af). 

Cvičení 7. Buď G (resp. U) otevřená část Em (resp. En; n je libovolné přiro
zené číslo). Nechť funkce / má spojité derivace 2. řádu na množině U. Buď 
<p = [<pl9..., q>n] zobrazení množiny G do množiny U; nechť funkce <pl9 ...,<pn 

mají spojité derivace 2. řádu. Buď g(t) = f(<p(t)) (t e Q). Potom je Ag(ť) == 

= 2 S - • g r a d Pi(«) • gwd <pk(t) + f ^ A9j(t) (tc&, x = <p(t)). Pro 
Í,Jfc=-l C l ^ OU>fc 3 = 1 COTy 

n, = 1 je tedy Ag = f" . (grád <pf + / ' . zl^. i 
Cvicmí 8. Pro # 4= 0 (píšeme 0 = [0,..., 0]) platí grád \x\a = oc\x\a~2 ,x9 

A\x\* = oc(oc + m — 2) |x] a- 2 (ťx reálné). Pro m == 2, a; 4= 0 je A log |a?| = 0; 
pro každé m, x 4= 0 je zdl̂ l2-*" = 0. (Návod. Je-li <p(x) == o? (x € J?J , /(žl) = 
= y** (?/ > 0), g(x) = /(^(aO), je grád y(a?) = 2a;, ZÍ^(ÍC) = 2m a tedy podle 
cvič. 7 Zlgr = j a . (l<x — 1). ž/ia™2 . 4z2 + £* . y**~l. 2m.) 

Cvičeni 9. Buď í? otevřená část .E^, 0 non e 0. Nechť funkce / má spojité 

derivace 2. řádu na množině G. Buď J? > 0; pro t e JErm, í 4= 0 b^ď <p(t) = -p~ -

Je 9(99(0) = t. Pro í € 9?(C7) položme g(t) = f(<p(t)). Potom je Ag(ť) = -np * 

. -_-/(#) - 2ii? . m~~" 2 . * . grád /(*) (ř 6 ^(0), a: = ?(*)). (Návod. Bup! dih = 0 
n 

pro i 4= &, á« = 1; položme et = [dil9 ..., <5£m]. f Píšeme-li — = [<pt(t)> . . . 
Jž2 

*-',<Pm(t)l je (podle cvič. 6 a 8) grád <p4(t) = -j-rr (e^2 — 2^), /W*) =* 

= - 2(w - 2) -£pí ; dále je grád ^(f) . grád ^(ř) = ^ p dik. Nyní použi

jeme cvič. 7.) 
Cvičení 10. Předpoklady jako v cvič. 9. Položme h(ť) = |ť|2-m . f(<p(ť)) (te 

e <p(G)). Potom je Ah(t) = j ^ Af(x) (x = <p(t)). (Plyne z evi6. 6, 8, 9.) 

-) grád /<*) = [-§---.....-g-J. 
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Cvičení 11. Bud G otevřená množina v E2, H(G) 4= 0. Buď / funkce, která je 
spojitá a shora omezená na G a harmonická na G; nechť f(x) <^ 0 pro každé 
x € H(G). Potom je f(x) <; 0 pro každé x e G. ( N á v o d . Zvolme y e G, b e H(G), 
s > 0; dále zvolme ó > 0 (d < min (\y —• b\, 1)) tak; aby bylo f(x) < e pro 
každé x € G, pro něž \x —• b\ ^ <5. Nechť f(x) < C pro každé x e G, C > e* 
N y n í můžeme určit A > \y —- b\ tak, aby bylo (C ~? e) log\y — 6| — <7 log d < 

< s . log A; pro x 4= b položme g(x) = — — ^ L J , g — | g . 

F u n k c e g je harmonická. Bud K (resp. i ) otevřený kruh o středu b a poloměru 
d (resp. -4). Na jff(K) n <? je flr(ar) = £ > /(a?); na Fř(L) o L7 je g(x) = O > /(a?); 
na.H(ť?) - Jř jeflr(£) ^ e > 0 ^ /(a?). Podle.(1) (cvič. 3) je jr(a?) > /(a?) pro každé 
a? e H((G n i ) —- K) a podle cvič. 1 je f(y) < g(y) < 2s.) 

Cvičení 12. Z předešlého cvičení odvoďte větu, že pro m = 2 existuje k dané 
Dirichletově úloze nejvýš jedno řešení ve třídě omezených funkcí. Pomocí 
cvič. 5 dokažte, že pro libovolné m ( > 1) existuje nejvýš jedno řešení ve tř ídě 
funkcí F, pro něž je funkce \x\m~2. F(x) omezená. 

Cvičení 13. Bud G c Em poloprostor všech [x, y], kde x <• Ěm__1, y > 0; 
buď / shora omezená spojitá funkce na G, která je harmonická na G a nekladná 
n a H(G). Potom je funkce / nekladná na G. Je-li tedy fx(x) = f2(x) pro každé 
x € H(G), při čemž fx, f2 jsou omezené funkce spojité na Q a harmonické n a 
&> í e fi(x) = fÁx) P r o každé xeG. ( N á v o d . Podle cvič. 11 stačí vyšetřit 
m > 2. Buď y e G, s > 0; nechť f(x) < c pro všechna x c G. Zvolíme-li dosti 

velké číslo fi a položíme-li b = [0, ..., 0, — /?], je c i l — | , _ _ T | ) j < e. 

Buď dále R tak velké, aby platilo jednak B > \y — b\, jednak cy~{ < a; 

buď K otevřená koule o středu b a poloměru iř. Položíme~li g(x) = e •+ 

+ c j 1 — ji—-~-TT) J> je g(x) ^> e pro x e -&((?), ^(#) > c pro # e Fř(J5C), t e d y 

(viz (1), cvič. 3) g(x) > f(x) pro x e H(G o K). Podle cvič. 1 je f(y) < g(y) < 2s.) 

Cvičení 14. Bud / spojitá funkce v intervalu <0, A}. Buď K w-rozměrná 
koule o středu 0 a poloměru A. Potom platí 

A 

ff(\x\) dx = mxft™~lf(t) dt, 
K 0 

kde x je objem jednotkové koule v Em. ( N á v o d . Pro ye{0,A} po ložme 
-#%) = / f(\x\) dx. Nechť O^y <y + h^A; nechť pt-Š* f(t) ^ M p r o 

|aj| ^ $ r 

t*(y>y + h). Potom je F(y + h) - F(y) = f f(\x\) dx, tedy 

/*(*& + h)™ _ «ym) -g F { y + h ) __ J ^ ) ^ j f ( p ^ + A ) m _ xym). o d t u d p l y n e 

-F'(y) = »wiy*-i. % ) . ) 
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/

á.x 
— - ^ konverguje, je-li 6 > 0. (Plyne z cvič. 14.) 

Bm (# + ófí" 
Cvičení 16. Parciální derivace řádu n funkce \%\a mají tvar |#|a~2n m P(x), 

kde P je polynom stupně nejvýš n. (Dokáže se indukcí.) 
Cvičení 17. Buď / omezená měřitelná funkce v Em_x. Pro x e Em_li y > 0 

položme 

n**)-,.f ,m' ,- '. <«> 
»„-•«*-<»• + »•>• 

Potom je funkce F harmonická a má spojité derivace všech řádů. (Návod. 
Pišme z = [se, y], k(t) = [t, 0]. Parciální derivace funkce za integračním zna
mením v (4) mají (při pevném t) podle cvič. 16 tvar T = ^X——--- , ^~ , 

kde P je polynom stupně nejvýš n. Abychom mohli použít věty o derivování 
za integračním znamením (viz na př. [2], str. 281—2), je třeba nalézt „integro-
vatelnou majorantu". Zvolme A > 0, <5 > 0 a vyšetřujme množinu \x\ < A, 
y > d. Protože \z - X(t)\ > 6 > 0, je \P(z ~~ X(t))\ ž_ Cx\z - A(í))2n, tedy 

w-F^r *Pro!' lš2A je m á ž; pro w>2A íe \x-t\> 
C 

> \% (x — tf +y2^% | í 2 + <52, takže je \T\ <_. -—- . Integrál této 
(i*2 + d^ 

funkce (přes Em„x) konverguje podle cvič. 15. —- Funkce 
((x - tf + y*Ý 

je harmonická pro každé t (to se dá zjistit na př. pomocí cvič, 6 a 8); derivo
váním za integračním znamením zjistíme, že i funkce F je harmonická.) 

Cvičení 18. Buď / omezená spojitá funkce v Em„x. Definujme pro x e Em„x, 
y_^0 funkci F předpisem 

F(z,0) = f(z), F(z,y) = ±- f f ^ ' y ' á t ^ (y>0), 
7 aÍ i((*-*) , +'» i ) f 

kde y = i — — . Potom je funkce F spojitá. Je-li |/(ř)| StC (t e Em_x), je 
EL(V* + 1)2~ 

\F(x, y)\ ^ C (x € Em_u y ^ 0). Je-li A e Ex a je-li f(t) = 0 pro |í| > A, je 
funkce \z\m~x . F(z) omezená. Je-li funkce / nezáporná, ne však identicky 
rovná nule, je F(x, y) > 0 pro x e Em_x, y > 0. (Návod. Substitucí t = vy + x 

(y > 0) dostaneme F(x, y) = — f — + vy) J ^ p l a t í • p r o y __ Q^ j e s t ] i ^ 
7BLI (*+ l)Y 

že xn ->x, yn~> y, pak f(xň + vyn) -> f(x + vy), \f(xn + vyn)\ <í C, t^kže 
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podle věty 65 z [2] (str. 121) a podle cvič. 15 máme F(xn, yn) -> F(x, y). Je-li 

( \z\ \m 

, . ' ' • . konst. pro \z\ > A. \Z\—AI 
Cvičení 19. Buď čr poloprostor z evie. 13. Buď-Fl3 F2, ... omezená posloupnost 

funkcí, které jsou spojité na G a harmonické na G. Nechť pro každé Z€~G 
existuje lim Fn(z) = F(z). Potom je funkce F harmonická na G a má tam spo-

jité derivace všech řádů. (Návod. Položme fn(t) = Fn(t,0), f(t) = F(t,0) 
(t e Em_x). Zvolme z = [x, y] (x e Em_lt y > 0). Podle cvič. 13, 17, 18 je 

En(x, y)=— [ /"(*) " y ' d t
 m ; podle věty 65 z [2] a podle cvič. 15 máme 

En(x, j/) -*— . i — * V ' = F(x, y) . Nyní použijeme cvič. 17.) И 
st-г((x ~ *? + ЃГ Cvičení 20. Buď K otevřená koule o středu 0 a poloměru B; buď G polo

prostor z cvič. 13. Nechť 6 = [0,.... 0, — iž]. Pro z + 26 položme <p(z) = 
4ÍŽ2 

= 6 + (z — 26) . -- -j-rr-j- ; pro w 4= 6 položme y>(w) = 26 + (w — 6) . 
4ÍŽ2 

. 7—___ hx2 * P ° ^ o m J e 9(0) = K, <p(H(G)) = H(K) — {6}, zobrazení <p je 

prosté a ^ je příslušné inversní zobrazení. (Návod. Nechť z =j= 26, w = 9(2). 
Potom 

^ = 62 + 6 . ( ^ 2 6 ) . F - w + - - ^ (5) 

Pro z € (? (resp. z e ť?) je tedy |M>| < i? (resp. |wj <£ iž). Buď naopak w e K; 
položme z = ^(w). Zřejmě z 4= 26; protože <p(z) = w, |w| < B, je podle (5) 
6 .2 < 0, z e G. Je tedy $>(£) = # . Podobně se zjistí, že <p(H(G)) = £ř(-K.) — 
— {6}. Je-li 9(zx) = <p(z2), je 3-. = ip(<p(zx)) = 7(9(2,)) = z*) 

Cvičení 21. Ponechme označení předešlého cvičení. Bud F funkce na množině 
G, která je harmonická a má spojité derivace 2. řádu. Potom je funkce 
\w — b\2~~m . F(ip(w)) harmonická pro weK. (Návod. Utvoříme zobrazení 

l(t) = t. - £ - , funkce Fx(z) = F(2b + *), F2(t) = [*|*-m - J W ) ) , ř a M == 

= JF2(W — 6) = \w — 6]2~m . F(tp(w)) a použijeme cviě. 10.) 
Cvičení 22, Ponechme označení ze cvič. 20. Každé funkci /, spojité na mno

žině H(K), přiřaďme funkce Cf(z) (z € G), Df(w) (w c K) tímto předpisem: 
Of je omezené řešení Dirichletovy úlohy, přídušné k funkci (áJS2)^-*2 . \z — 26[2~m. 
*f(<p(z)) (zeH(G)) a množině G (podle cvič. 13, 17, 18 existuje takové řešení 
právě jedno a má na G spojité derivace všeeh řádů); Df(w) = \w — b\*~~m . 
• Cf(*p(w)) (weK — {6}), Df(b) = /(6). Potom je funkce Df spojitá na K a je 
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Df(w)==f(w) pro každé weH(K). (Návod. Je-li f(w) = 1 (w e H(K)), je 
— 4JŽ2 

Cf(z) = (4J22)W-2 . \z — 2b\2~m (z e G); protože \ip(w) — 261 = -——g-. (w 4= 
4= b), je D/(tv) = 1 (weK). Je-li f(w) = 0 pro všechna w e H(K), dostatečně 
blízká k 6, je podle cvič. 18 funkce {z^1 . Cf(z) a tedy i \z — 2b\m~'1 . Cf(z) 
omezená; potom je omezená také funkce \y>(w) — 2b\m~~1 . Cf(ip(w)) = (4iž2)w _ 1 . 
. \w __ 6|i-« . CV(y(t0)) = (4-B2)^1. |w — 6|- 1. 2>,(w?) (w e K — {b}), takže funk
ce D/ je spojitá v bodě 5. Funkce D^ je tedy spojitá v bodě b také tehdy, když 
existuje okolí U bodu b a číslo a tak, že f(w) = # pro každé w eU n H(K). 
Je-li nyní / libovolná spojitá funkce na H(K), zvolíme e > 0 a položíme <jr(w) = 
= mm(f(w), f(b) — e), h(w) = ma,x(f(w), f(b) + s); ze zřejmého vztahu Dg ^ 
^Df ^ Dh plyne snadno spojitost funkce Df v bodě b.) 

Cvičení 23. Buď L otevřená tn-rozměrná koule. Potom ké každé spojité 
funkci / na H(L) existuje (podle cvič. 2 právě jedno) řešení F příslušné Dirichle-
tovy úlohy. Je-li / nezáporná funkce, která není identicky rovna nule, je F(x) > 
> 0 pro každé xeL. (Návod. Buď L koule o středu s a poloměru B. Pro 
\x\ = B položme g(x) = f(x + s). Podle cvič. 21-—22 je funkce Dg(x — s) 
řešením naší úlohy. Je-li / ^ 0, ne však f(x) = 0 pro všechna xeH(L)Ť je 
podle cvič. 18 Cg(z) > 0 pro zeG, tedy F(x) = Dg(x — s) > 0 pro x e L.) 

Cvičení 24. Buď G libovolná otevřená množina v Em; buď Fl9 F2,... ome
zená posloupnost funkcí harmonických na C7. Nechí pro každé x e G existuje 
liin.Fn(a;) = F(x). Potom je funkce F harmonická na G a má tam spojité 
7J.—KXJ 

derivace všech řádů. (Návod. Buď L uzavřená koule o středu s a poloměru 
B,L cG. Položme fn(x) = Fn(x + s) (\x\ = B) a utvořme funkce Cfn, Dfn podle 
cvič. 22. Z cvič. 19 plyne, že funkee &(x) = lim Cfn(x) je harmonická (na 

otevřeném poloprostoru) a má tam spojité derivace všech řádů; funkce 
W(x) = \x — b|2~m . #(y(a?)) == lim Dfn(x) (\x\ < iř) je tedy podle cvič. 21 har-

ti—MO 

monická. Je však DfJx) = Fn(x + 6), tedy ^(a;) = ^(x + b) (\x\ < iž).) 

Cvičení 25. Harmonická funkce má spojité derivace všech řádů. (Plyne 
snadno z předešlého cvičení.) 

Cvičení 26. Buď G otevřená část Em; buď funkce / spojitá na G a harmonická 
na G. Buď cp isometrické zobrazení prostora Em na Em« Potom je funkce 
/fa""1 (a?)) spojitá na <p(G) a harmonická na y(G). (Návod. Tvar isometrickych 
zobrazení prostoru Em na Em je popsán v [1], kap. VI, § 3, příklad 3 (str. 
238—240). Nyní použijeme cvič. 7 (a cvič. 25).) 

Cvičení 27. Buď P metrický prostor. Nechť množiny A, B jsou buď obě 
otevřené nebo obě uzavřené v P a necht P = A u B. Buď / funkce na množině 
P; f buď spojitou funkcí na prostoru A i na prostora B. Potom je funkce / spo
jitá na P. 
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Cvičení 28. Nechť A c Em, b* Em, H(A) = {&}. Potom je buď A = {6} 
nebo A = Em —- {b}. Je-li tedy množina A uzavřená (resp. otevřená), je 
A = {&} (resp. A = Em — {b}). (Návod. Množina M = Em — {b} je souvislá 
a J í n íř(Al) = 0. Je tudíž buď McA nebo M c Em - ,á.) 

Cvičeni 29. Buď / spojitá funkce na otevřené množině G c Em; buď K" ote
vřená koule, K cG. Potom existuje právě jedna funkce g, která má tyto 
vlastnosti: Je spojitá na G, harmonická na K a shoduje se s / na G — K. 
(Návod. Podle cvič. 23 existuje (právě jedna) funkce gl9 která je spojitá na K> 

harmonická na K a shoduje se s / na H(K). Položíme-li g(x) = gt(x) pro xeK, 
g(x) = /(#) pro x € G — K, je funkce (7 spojitá na K i na G — K; podle cvič. 
27 je spojitá i na G.) 

Cvičení 30. Funkci g ze cvič. 29 označme symbolem fK. Jsou-li <p, tp spojité 
funkce na otevřené množině G a je-li ot € E±, pak pro každou kouli K (K c G) 
je (<p + ip)K =z <pK + tpK, (óc<p)K = a .<pK; je-li <p ^ y?, je též <pK S> v*-

2* Označení fK, zavedeného ve cvič. 30, budeme stále používat. Buď / spo
jitá funkce na otevřené množině G c Em. Řekneme, že funkce / je superharmo-
nická na množině G, jestliže ke každému bodu b e G existuje d > 0 tak, že pro 
každou kouli K o středu b a poloměru menším než 6 platí 

/,(&) -s m • 
(Tím je řečeno, že pro každou takovou kouli K je K c G.) •—- Každá harmonická-
funkce je zřejmě superharmonická. 

3. Lemma. Budte Gx, G2 otevřené množiny v Em. Na množině G = Gt u Gz 

mějme funkci f, která je superharmonická na G1 i na G2. Potom je funkce f super
harmonická i na množině G. , 

D ů k a z . Podle cvič. 27 je funkce / spojitá na G. Je-li b e G, pak zřejmě pro> 
každou dosti malou kouli K o středu b je fK(b) žs /(&)• 

4. Lemma. Budte <p, ip superharmonická funkce na otevřené množině G c EmT 

buď oc nezáporné cislo. Potom jsou téz funkce a<p, <p~\-ip, min (<p, ip) superharmo
nická na G. 

D ů k a z . Zvolme b c G. Je-li K dosti malá koule o středu b, je <pK(b) f£ <p(b)* 
ipK(b) <^ip(b). Potom vsak podle eviě. 30 platí (m<p)K(b) = oc <pK(b) <^oc<p(b)T 

(9 + V)x (6) = (PÁV) + fÁb) á (<P + f)(b), a je-li na př. <p(b) < xp(b), platí též 
(min (<p, y))jr (6) ^ <pÁb) Žs g>(6) = (min (9, f ))(&). 

5. Lemma. _Bwď Cr otevřená část Em. Bud funkce f spojitá naCr a superharmo-? 
nicka na G; necht existuje a eG tak, ze pro každé x eG je f(x) ^ f(a). Buš A = 
= E\x; xeG, f(x) = /(a)]. Potom H(A) c H(G). 

D ů k a z . Předpokládejme, že tvrzení věty neplatí. Potom existuje b e H(A) n 
n -'G a k bodu zmůžeme určit číslo S podle odst. 2. Existuje c tak, že \c— &j <C $ 
(tedy c e G) a zároveň c non € A neboli f(c) > f(a). Protože množina A je uza-

2#4 



vřená, je H(A) c A, tedy beA, f(b) = f(a), f(c) > f(b). Buď K koule o středu 
b a poloměru |c — 6|. Pro každé x e G a tedy i pro každé # e Fř(Z) je f(x) S> /(6); 
protože /(c) > /(&), je podle cvič. 23 také /*(&) > /(&). To však odporuje volbě 
čísla d; tento spor dokazuje naše tvrzení. 

6. Lemma. Bud! G neprázdná omezená otevřená část Em; buď f funkce spojitá 
na G a superharmonická na G. Potom existuje b e H(G) tak, ze pro každé x e G je 
/(*) ŽĚ /(&). 

Důkaz. Zřejmě jsou splněny předpoklady lemmatu 5. Zaehováme-li ozna
čení, vidíme, že 0 + A 4= Em, tedy H(A) 4= 0. Protože H(A) c JEř((r), můžeme 
za bod b vzíti libovolný prvek množiny H(A). 

7. Lemma. BuďG0 omezená otevřená množina, G bud otevřená množina (v Em); 
nechť G0 c G. Buď f funkce superharmonická na G. Buď g funkce, která má tyto 
vlastnosti: g(x) = f(x) pro x eG — G0, funkce g je spojitá na G a harmonická 
na G0. Potom je f(x) >̂ g(x) pro každé x eG a funkce g je superharmonická na G. 

Důkaz. Funkce / — g je na G0 spojitá a na G0 superharmonická. Protože 
f(x) = g(x) pro každé x e H(G0), je podle lemmatu 6 f(x) ;> g(x) pro každé 
x € G0 a tedy pro každé x eG. Zvolme nyní 6 c G. Je-li b e G —• G0, je pro každou 
kouli K o středu b, pro niž K c G, splněn vztah gK(b) <í fK(b) 5£ f(b) = g(b); 
je-li však b e G0, pak pro každou dosti malou kouli K o středu b platí gE(b) = 
= g(b). Funkce g je tudíž superharmonická. 

Poznámka. Je-li tedy funkce / superharmonická na G, pak pro každou 
kouli K (K cG) platí fK sg / a funkce /^ je opět superharmonická. 

8. Řekneme, že množina G c Em je regulární, jestliže má tuto vlastnost: 
Je otevřená, H(G) 4= 0 a ke každému bodu b e H(G) existuje okolí U bodu 
ba funkce cp, která je spojitá na U o G a superharmonická na U o G, při čemž 
(p(b) = 0 a cp(x) > 0 pro každé x e U o G, x =f= b. Funkci <p nazveme bariérou 
(příslušnou k bodu b a množině G). Systém všech regulárních množin označíme 
symbolem ®m nebo prostě @. 

Poznámka. Nechť existuje koule K o středu s tak, že K n G = 0, b e K5 
buď 8! = £(& + 8). Je-li m> 2 (resp. m = 2), položme q>(x) = |6 — 5 1 | - w + 2 — 
—- |# —- 5 x |-

m + 2 (resp. log|# — s±\ — logjft — %|). Potom je funkce cp bariérou. 
(Viz cvič. 8.) Odtud plyne na př., že každá otevřená konvexní množina s ne
prázdnou hranicí je regulární. K bodu b lze sestrojit bariéru také tehdy, když 
existuje kužel, který neprotne množinu G a má vrchol v bodě b. (Víz [3], 
str. 213.) Jiné účinné kriterium regularity je obsaženo ve větě 23. 

9. Lemma. Buď G otevřená část Em; nechť H = H(G) + 0 a nechť ke každému 
beH existuje U e® tak, ze G cU, b €H(U). Potom je G e®. 

Důkaz. Za bariéru k bodu b a množině G lze vzít bariéru, sestrojenou 
k bodu b a množině U. 

10. Věta. Nechť Gl9 G2e®, G = G1 n G2 * 0. Potom je G c ©. 
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D ů k a z . Zvolme b e H(0). Podle (1), cvič. 3 je H(G) c H(GX) u H(G2). Je-li 
na př. b c H(GX), použijeme předešlého lemmatu, kde volíme U = (?x. 

11. Věta. Bud G neprázdná otevřená část Em; nechť její komplement obsahuje 
aspoň dva body. Dále předpokládejme, ze ke každé nezáporné omezené spojité 
funkci na hranici H množiny G existuje nezáporné řešení příslušné Dirichletovy 
úlohy. Potom je G e @. 

D ů k a z . Zvolme b e H a definujme na množině # funkci / předpisem f(x) = 
= min(|# — b\, 1). Bud <p nezáporné řešení příslušné Dirichletovy úlohy; 
bud A = E[x; x e G, <p(x) =? 0]. Protože množina A je uzavřená, je podle 
lemmatu 5 H(A) c # n A = {&}; podle cvič. 28 je buď A = {6} nebo A = En. 
Kdyby však bylo -á = Em, bylo by # = # n -á = {6} a tedy (viz opět cvič. 
28) Em — G = {b} proti předpokladu. Je tedy A = {6} neboli <p(x) > 0 pro 
každé xe G, x + b. Funkce <p je tudíž bariérou. 

P o z n á m k a . Obsahuje-li komplement množiny G právě jeden bod b, pak 
ke každé nezáporné spojité funkci na množině H(G) = {b} zřejmě existuje 
nezáporné řešení příslušné Dirichletovy úlohy (totiž konstanta), ale podle 
věty 15 neiň G e ©. 

12. Buď G otevřená část Em; nechť # = H(G) =f= 0. Buď / nezáporná spojitá 
funkce na množině # . .Řekneme, že 0 je horní funkce vzhledem k funkci / a 
množině G, jestliže funkce 0 je nezáporná a spojitá na G, superharmonická na 
G a jestliže pro každé x € H platí &(x) ^ f(x). 

Poznámka . Je-li funkce / omezená, pak zřejmě každá funkce <P(x) = 
= c (x c G), kde c je dosti velká konstanta, je horní funkcí vzhledem k /. K neo
mezené funkci / nemusí horní funkce existovat (viz poznámku v odst. 16). 

13. Věta.. Bud G e @; bud f nezáporná spojitá funkce na hranici H množiny 
G. Nechť k funkci f existuje asptyň, jedna horní funkce. Definujme na množině 
G funkci F předpisem 

F(x)ř=mí0(x), 

kde 0 probíhá všechny horní funkce k funkci f. Potom je F řešením Dirichletovy 
úlohy, příslušné k funkci f a množině G; je to nejmenší nezáporné řešení. 

D ů k a z . Buď 0 horní funkce k funkci /. Zvolme &%# = # ( # ) , e > 0. 
K bodu b určeme okolí U a funkci <p podle odst. 8. Buď dále K taková otevřená 
koule o středu b, že Z c U a že pro každé x e H o K je \f(x) — f(b)\ < s; 
buď 8 = H(K). Existuje c = 0 tak, že pro každé xeS n G je c<p(x) 2> 0(x). 
(Je-li L = S n G = 0, stačí položit c = 0; jinak můžeme psát oc = max 0(x), 

/? = min <p(x), a protože oc = 0, /? > 0, lze volit c = oc . jí?""1.) Dále položme 

co(x) = /(b) + £ + C9?(#) (x 6 U n G) a definujme na množině # funkci W před
pisem 

!P(a?) = mm(a>(x), *(«)) pro xeG o K , 
W(x) = #(3) pro xeG-K. 
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Btiď B množina všech xeK n G, pro něž je <x>(x) <£ <P(x). Množina B je uza
vřená; pro x c 8 je co(x) > ap(x) ^ @(x), takže B n S = 0, B c K n G. Pro 
a; € (? —- £ je zřejmě í 7 ^ ) = <?>(#). Množiny G — B, G n K jsou obě otevřené 
v prostoru G, na obou z nich je funkce ÍF spojitá a jejich sjednocení je G; 
funkce W je tedy (podle cvič. 27) spojitá na G. Z lemmat 3, 4 plyne podobně, 
že je funkce W superharmonická na množině G. JTe-li xe H —- K, je W(x) = 
= ^ ) = / ( a 0 ; je-li xeHoK, je ft>(a;) ^ /(6) + a > /(^), tedy W(x) = 
= min(G>(#), $(#)) 2> /(#). Funkce S* je tudíž horní funkcí. Dále je W(b) í£ 
^ o)(b) = f(b) + £• Protože funkce W je spojitá a protože F <LW, platí pro 
všechna # e G, dosti blízká k b, vztah 

W < /(&) + 2a . (6) 
Pro x*U n G položme dále ,Q(x) = &(x) + (^(ss) — /(&) + e, kde číslo 

i !*> 0 je tak voleno, aby pro každé x e G n S bylo d<p(x) ^ f(b). Funkce Q je 
superharmonická na množině K n G a spojitá na K n G. Nechť bod x leží na 
hranici množiny K n G. Potom je podle (1), cvič. 3 bud x e S nebo x e H. 
Je-li xeS, je Q(x) ^ d<p(x) — f(b) "^ 0. Není-li xeS, jě xeH nK, tedy 
-£(#) ti? /(#) — /(b) + ^ > 0. Podle lemmatu 6 je pro každé x e K n G splněn 
vztah Q(x) = 0 neboli 

®(x)^f(b)-e~~d<p(x). (7) 

Protože množina K je otevřená, je podle (2), cvič. 3 K n G c K n G; protože 
0 je libovolná horní funkce, plyne z (7), že pro každé xe K nTx platí 

F(x) ^ f(b)-e- d<p(x) . 

Pro všechna x e G, dosti blízká bodu 6, je tedy 

F(x) > f(b) - 2e . 

Odtud a z (6) plyne, že F(b) = f(b) a že funkce F je spojitá v bodě b (vzhledem 
k množině G). 

Nyní dokážeme, že funkce F je harmonická na množině G. Zvolme tedy 
s eG; bud K otevřená koule o středu s, K c G. Existují horní funkce <Pl9 

02, ... tak, že Km®n(s) = F(s). Položme Wn = min(0x, ..., ®n), Tn = (Wn)K. 
n—>-too 

Podle lemmatu 4 a poznámky k lemmatu 7 jsou též Wn, Tn horní funkce. 
Protože F(s) ^ Fn(s) ^ #n(8), je též lim Fn(s) = .F(8). Funkce T l 5 T2, ... tvoří 

na množině K omezenou monotónní posloupnost; pro každé xe K můžeme tedy 
položit T(x) = lim Fn(x). Podle cvič. 24 je funkce F harmonická na množině 

W—xxi 

K. Protože Fn jsou horní funkce, je 

F(x) ^ F(x) (8) 
pro každé x e K. 
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Bud opět 0 libovolná horní funkce. Položme Wn = min($, Wn), Tn = (Wn)K, 
r(x) = lim rn(x) (x e K). Funkce F je opět harmonická; zřejmě F(x) <̂  r(x) 

n-»co 

(x € K), F(s) = F(s) (= F(s)). Kdyby v některém bodě b e K bylo F(b) < T(&), 
mohli bychom použít cvič. 23 na kouli o středu 8 a poloměru \s — b\ a na funkci 
F —- JT; zjistili bychom tak, že F(s) < F(s), což není pravda. Je proto F(x) = 
= JT(x) ^ 0(x), r(x) ^ inf 0(x) = F(x), tedy podle (8) r(x) = F(x) pro každé 
x e K. Vidíme, že funkce F je harmonická v okolí libovolného bodu s e G; 
je tedy harmonická na množině G, takže je řešením dané Dírichletovy úlohy. 
Protože každé nezáporné řešení Dirichletovy úlohy je horní funkcí, je F nej
menší nezáporné řešení. 

14. Lemma. Nechf b e Em; buč d > 0, G = E[x; 0 < \x — b\ < d]. Potom 
není G e @. 

Důkaz . Je-li m = 2, položme W(x) = log(<5 . \x —- bl"1); je-li m > 2, polož
me W(x) = [a; — bf~m. Bud a > 0. Funkce 0(x) = min (eS7^), 1) (#(&) = 1) 
je podle lemmatu 4 horní funkcí k funkci /, definované na hranici množiny 
G předpisem f(b) = 1, f(x) = 0 pro \x — b\ = d. Infimum F všech horních 
funkcí není tedy spojité (je F(b) = 1, ale F(x) = 0 pro x eG). 

15. Věta. Nechť'množina B c Em má isolovaný bod b. Potom není Em — B e @. 
D ů k a z . Buď i? otevřená koule o středu b taková, že K n B = {b}. Kdyby 

platilo G = Em — Be®, platilo by podle v§ty 10 K — {b} = K o G e ®; 
to však odporuje předešlému lemmatu. 

16. Bud Ge @; buď S = £>(G) množina všech spojitých funkcí / na H(G) 
takových, že k funkci |/| existuje aspoň jedna horní funkce. Systém 5D zřejmě 
obsahuje všechny omezené spojité funkce na H(G). Každé nezáporné funkci 
/ e 2) přiřadíme infimum všech horních funkcí; označíme je D(G, /). Je-li / ==" 0, 
je ovšem D(G, f) = 0; je-li / libovolná funkce z £), můžeme tedy položit 

* D(f) = D(G, f) = D(G, f+) - D(G, / _ ) , 

kde f+(x) = ma>x(f(x), 0), f_(x) = max(— f(x), 0). (Zřejmě /+, /_ e 2X) Funkce 
D(f) je podle věty 13 řešením Dirichletovy úlohy, příslušné k funkci / (a mno
žině G). Msto (D(f))(x) píšeme D(f, x) nebo D(G, f, x) (x e G). 

P o z n á m k a . Jestliže k nezáporné spojité funkci / na množině H(G) existuje 
řešeni Dirichletovy úlohy, nemusí ještě platit /e 2). P ř í k l a d (v E2): Funkce 
F(x1, xz) = x\ — xl je zřejmě řešením Dirichletovy úlohy, příslušné k funkci 
f(xx, 0) = a?i a polorovině x% > 0. Položme gn(t) = min(n, t2), fn(xt, 0) = gn(

xi)* 
Z cvič. 13, 17, 18 snadno plyne, že pro x = [x19 x2], x% > 0 je D(fn, x) == 

00 00 

= -— I - 2 * ,"^ —- dt, kde y = / iet t --• . Kdyby k funkci / existovala hor-
y J (xx — č) + xl f J t2 -f- 1 
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ní funkce 0, bylo by D(fn) <£ 0 pro každé n; volíme-li však na př. b = [0, 1], 
00 

dostaneme D(fn, b) = — I 1^777 dč oo. 

17. Věta. -B ď̂ Cr€@; wctó existuji funkce 0, W, které máji tyto vlastnosti: 
Jsou omezené a spojité na G a harmonické na G; shoduji se na H(G), nejsou si 
však identicky rovny na G. Potom platí 

inf D(G, l,x) = O (9) 
XeG 

(je ovšem D(G, 1) = D(G, f), kde f(x) = 1 pro každé x e H(G)). 

Důkaz. Položme Q0(x) = &(x) — W(x) (x e G). Potom je i20 omezená spojitá 
funkce, která není identicky rovna nule na množině G. Můžeme tudíž volit 
číslo c tak, že funkce Qx = cQ0 má supremum rovné 1; položme Q2 = 1 — Qv 

Protože Q2(x) = 1 pro každé x e H(G), je i22 horní funkce k funkci f(x) = 1 
a tedy D(G, 1) <1 i32. Odtud a ze vztahu inf Q%(x) = O pijme (9). 

18. Buď @f = @! systém těch regulárních množin GcEm, pro něž je 
D(G, 1) = 1 (t. j . D(G, 1, x) = 1 pro každé x e G); buď @™ = @0 = @ — ®v 

Poznámka. Je-li G e @l5 je řešení Dirichletovy úlohy pro každou omezenou 
spojitou funkci na H(6r) vždy jednoznačné ve třídě omezených funkcí (to plyne 
ihned z věty 17). Je-li však Ge @0, existují k funkci f(x) = 1 aspoň dvě ne
záporná omezená řešení (a platí tedy (9)). Potom ovšem není řešení Dirichle
tovy úlohy jednoznačné pro žádnou omezenou spojitou funkci na H(G) ani 
ve třídě omezených funkcí. — Je-li m = 2, je systém @0 prázdný, jak plyne 
z cvič. 12. Uvidíme (viz vetu 35), že pro m > 2 patří do @0 každá regulární 
množina s omezeným komplementem. Do @x patří ovšem všechny omezené 
regulární množiny. — Buď konečně G € @0 a buď / nezáporná funkce z S; 
položme d = inf D(f, x). Potom je D(f, xj -- <5(1 — D(l, x)) horní funkce k /, 

XeG 

takže <3 = 0 (zobecnění vztahu (9)). 
19. Věta. Bud Z isometrické zobrazeni prostoru Em na Em; buď G e @ (resp. 

G e @0). Potom Z(G) e @ (resp. Z(G) e @0). 
(Plyne snadno ze cvič. 26 a z vět 11, 13 a 15.) 

20. Lemma. Bud M neprázdná kompaktní konveomí část Em. Nechť existuje 
funkce 0, která je spojitá v Em, harmonická a kladná v Em — M a rovná nule na 
M. Potom Em — M e®. 

Důkaz. Je-li 5 e Em, a- e El9 buď Zh>a zobrazení, které bodu x e Em přiřazuje 
bod b + a(x — b). Je-li tedy b e M, oc e <0, 1>, platí Zha(M) c M. Zvolme 

nyní beH(M); buď Mn = Zb,*(M) pro a = i-, 0n(x) = 0(b + n(x - b)) 
n 

(n = 1, 2, . . .) . Buď K otevřená koule o středu b a poloměru 1. Existují kladná 
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čísla e19 £2, . . . taková, že pro x e K je \en0n(x)\ < TT"2. Řada 2 ^n^«(^)*e(iy . 

konverguje stejnoměrně na množině K; bud W její součet. Snadno se zjistí, že 
každá funkce 0n je harmonická a kladná na Em — Mn a tedy na JEm —- J/". 
Podle cvič. 24 je funkce W harmonická na K — M. Je W(b) = 0, funkce W je 
spojitá n a í a kladná na K — {b}; je to tedy bariéra. 

21. Lemma. Buď e > 0, 

M = E[x; x = [a-j ..., xm]eEm, xm = 0, \x\ ̂  c] . 

Potom existuje funkce 0, která je spojitá v Em, harmonická a kladná v Em — M 
a rovná nule na M. 

t 

Důkaz. Položme f(t) = f d r = (t ^ 0), p(x) = % (x* - e2 + 
J ]/r(r + e2)™'1 * 
o 

+ ]/(^ —e 2 ) 2 + 4 A 4 ) , (P(a?) = /(/j(a?» (xeEm). Dokážeme, že funkce 0 má 
uvedené vlastnosti. Funkce 0 je zřejmě spojitá a nezáporná. Položme ještě 

D = V (a;2 — č2)2 + 4 A 4 . 
Je-li xm 4= 0, je D > ]a;2 — e2|, tedy /J(a?) > 0. Je-li \x\ > e, xm = 0, je D = 
= x2 — s2, tedy opět /?(«) = ač — £2 > 0. Je-li však a; € _M, je #m = 0, D = 
= e2 — a:2, £(«) = 0. Vidíme, že Jf = J0[s; 0(x) = 0]. Máme ještě dokázat, že 
funkce 0 je harmonická na Em — Jř. Všimněme si, že na Em — M je D > 0 
a (píšeme-li /?(#) = /5) 

^ + ^ ( ^ — ^ ) — A i = 0 . (10) 
Odtud plyne (viz cvič. 6) 

2/3 grád p + (e
2 - sfi) grád 0 - 2fix — 2é*xmv = 0 , 

kde v = grad* m = [0,,.., 0, 1]. Protože /3 = | (z 2 - s2 + D)p je 

2i8 + e2-~a:2 = D , (11) 

takže D grád /3 = 2(0x + A.v*t>) a tedy 

-D.x.gradi3 = 2(/S^ + £2a;2n), (12) 

D2(grad £)2 = 403V + 20A& + A & ) . (13) 

Dále máme (viz (11)) D{fi& + ^ ) = (2/5 + £* - x2)(/3a* + A 4 ) = 2fiW + 
+ 2^e2xm + (62 _ X2) px2 + ^ _ ^ ^ = p^ + zp #£ + eh^ + ^ + 

+ W - rf) - A £ ] ; protoževšak[...]=0podle(10),je 

i > ( ^ + A i ) = i?%2 + 2/3AÍ + A& . 
Odtud a z (13), ( 1 2) plyne 

£(grad Pf = 4(/3a* + A£) , (14) 

(grád /9)2 = 2a;. grád /3 . (15) 

270 



Provedeme-li na rovnost (10) operátor A, dostaneme podle cvič. 6 

2(grad fif + 2/3/10 + Ap(e* - xz) - 2 . 2x . grád /9 — 2m/S - 2e2 = 0 , 

takže (viz (11), (15)) 
DJ/9 = 2(m/5 + e2) . (16) 

Z (10) a (14) plyne /&*- + s 2 ^ = /32 + /Se2, (grad/S)2 = 1 /?(£ + e2) a tedy 

(viz cvič. 7 a vztah (16)) A& = /" . (grád /S)2 + /' . J/9 = -^ [/' . (m/9 + g2) + 

+ 2/" . /?(0 + e2)]. Protože však /'(/9) = (/J(0 + e-)«-ir-, ťW) = - *(—Y*'• 
. (09 + .--)«--- + /?(« - l)(/9 + -•)»--) = - \(...)-i . (/9 + £2)--2 . (mfi + é)y 

2 , 
dostáváme ^ = -p[ ( . . . ) " 1 . (m/9 + e2) — (...)"* . (/9 + s2)™"2 . (m/S + e2) . 

• m + «2)] = 4 [(•••)4 • (™č + £2) - (...)"- . (...) . (m/9 + e2)] = 0. Tím je 

vše dokázáno. 
22. Věta. Bud B nadrovina9 K uzavřená koule o středu v B. Potom je 

Em-(K nB)€®. 

Důkaz. Buď e poloměr koule K; buď M = E[x; x = [xl9.... xm] e Em> 

xm = 0, \x\ <£ e]. Podle lemmat 20 a 21 je Em — M e ®; podle věty 19 je též 
Em-(K nB)e @. 

23. Věta. Buď G, otevřená část Em; nechť H(G) 4= 0 a nechtke každému b e 
€ H(G) existuje nadrovina B a uzavřená koule K o středu v B tak, ze K n B n 
n G== 0, beK n B. Potom Ge®. 

(Plyne z lemmatu 9 a věty 22.) 

24. Věta. Bud Gt e @0; bud G2 e ®, 01 c G2. Potom G2 € @0. 

Důkaz. Definujme na množině G2 funkci 0 předpisem &(x) = 1 pro x c 
e (?2 — Gl9 0(x) = D(Gl9 l9 x) pro x € Gx. Protože 0(x) = D(Gl9 1, x) dokonce 
pro každé x e Gl9 je podle cvič. 27 funkce 0 spojitá na G2. Zvolme b e 6ř2. 
Je-li b c G2 - Gl9 je 0(b) = l^přotože 0(x) ^ 1 na G29 je 0£(b) ^ I = 0(b) 
pro každou kouli K, pro niž K c G> Je-li však b e Gl9 pak pro každou dosti 
malou kouli K o středu b platí 0K(b) = 0(b). Funkce 0 je tedy horní funkcí 
k funkci identicky rovné jedné na H(G2); protože (podle věty 17) je inf D(Gl9 1, 

x*Gx 

x) = 0, je také w£$(x) = 0, takže inf D(G29 l9x) = 0, G2 e @0. 
xcGt xeG2 

25. Věta. Necht Qx, G2 e @, Gx n G2 = 0. Potom G = Q1u G2e @. Je^Zize 
<?!» #2 « ®i. je též Q e ®j. 

Důkaz. Protože oj. n o2 = 0, je .fftoj.) n o2 = 0 a tedy #(©,.) n G = 0; 
protože # ( # ! ) c 3 j . c S , je H(G{) c H(G). Podobně se zjistí, že H(Q2) c H(G). 
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Buď nyní / nezáporná omezená spojitá funkce na H(G). Definujme na množině 
G funkci F předpisem F(x) = D(GÓ, f, x), je-lix e Gd, F(x) = f(x), je-li x e H(G). 
3?unkce F je spojitá na G1 i na G2; podle cvič. 27 je funkce F spojitá i na 
G1 u G2 = Čr, takže je nezáporným řešením Dirichletovy úlohy, příslušné 
k funkci / a množině G. Protože podle věty 15 má každá z množin Em — G5 

více než jeden bod, má podle cvič. 28 také hranice každé z množin G3* a tedy 
i hranice množiny G více než jeden bod. Podle věty 11 je tudíž G e @. Jestliže 
nyní Gx, G2 e @l5 je funkce D(G, 1) rovna jedné na Gx i na G2 a tedy i na G; 
odtud pijme G e ®±. 
. 26. Věta. Nechť G X El€ ®m+1 (resp. @™ + 1). Potom £ e @™ (resp. G e @^). 

D ů k a z . Buď / nezáporná omezená spojitá funkce na H(G); položme 
í(xx, ..., xm, xm+1) = f(xl9 ..., xm). Potom je / nezáporná omezená spojitá 
funkce na hranici innožiny U = G X E±; buď F = D(U, /). Zvolme yl9 y% e Ex 

a, položme d = y2 — yx. Funkce F(x, y + d) (x e G, y e ̂ x ) je horní funkcí 
k funkci /; je tedy F(x, yx) ^ F(x, yx + d) = P(:r, 2/2). Podobně se zjistí, že 
~^(#Í 2/2) =5 -^(^J ž/i)> vidíme, že existuje funkce P na množině G tak, že P(Í£, y) = 

= P(a;). Protože -r-j = 0, je funkce P harmonická na čr; je to zřejmě řešení 

Dirichletovy úlohy, příslušné k funkci /. Má-li tedy komplement množiny Q 
•aspoň dva body, je podle věty II G e ®m. Je-li kromě toho G x E1€ @^+1 a 
volíme-li f(x) = 1, existuje b e G, c e Ex tak, že P(&, c) < 1 a tedy F(b) < 1; 
protože D(G, 1) = Z>(0, /) ^ P, je také D(#, 1, b) < 1. Odt#ud plyne G e @^. 
. Případ, že by komplement množiny G obsahoval jen jeden bod, nemůže 
však (za předpokladu G X Ex€ @m+1) nastat; to dokážeme sporem. Nechť 
tedy G = Em — {b}, G x EX€ ®m+1. Buď L = E[x; x e Em, \x — b\ < 1]. Pro
tože L x EX€ ®m+1, je též (podle věty 10) (L n G) X Et€ ®m+1. Protože 
komplement množiny L n G obsahuje více než jeden bod, platí (podle toho, 
<30 jsme dokázali) L n C7 e <Bm. To však odporuje lemmatu 14; tím je vše do
kázáno. 

P o z n á m k a . Je-li G X Ex e @?+\. je ovšem © e ©£. 
27. Věta. Ps^ř P poloprostor; buď G e @, L7 c P. Potom ř? e @x. 
(Plyne snadno z cvič. 13 a z vět 10 a 24.) 
28. Věta. NecM G e @0; 5wř Z{x1,..., a:ro) = IX,..., áv_l5 — xm]. Potom 

GnZ(G)€®,. 
D ů k a z . Buď A (reisp. B) poloprostor xm > 0 (resp. xm < 0); buď R nad«-

rovina :rm = 0. Položme U = čr —- R. Z věty 27 plyne, že není ffci; je t e d y 
G n B 4= 0, takže (viz věty 10 a 27) C? n -Be ©j. Podobně se zjistí, že G n 
n -á € ©i, a z věty 25 plyne U ^ (G n A) o (G n B) € ®x. 

Buď F = D(G, 1). Kdyby bylo P(x) ^ § pro každé x€R n G, bylo b y 
<viž (1), cvič. 3) F(x) ^ ^ pro každé x€H(G) o (R n G) D H(U); odtud b y 
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však plynulo, že je funkce F horní funkcí vzhledem k funkci f(x) = f(x e 
e H(U)) a množině U a že tedy platí F(x) *z D(U, \, x) = £ pro každé a; c Í7 u 
u (iž O 0) o 0, což není možné podle (9) (věta 17). Existuje tedy b e R n G 
tak, že F(b) < J; zřejmě b e 0, tedy b e G n Z(G) = V. Definujme na množině 
V funkci 0 předpisem &(x) = K(x) + F(jZ(#)). Punkce 0 je harmonická na 
I a spojitá na V; protože H(V) c H(G) u H(Z(G)), je <P(a) ^ 1 pro každé 
.a? € U(V) a tedy <P(a?) ^ D(V, 1, x) pro každé a: e V. Protože však <P(6) < 1, je 
V6@0. 

29. Věta. Nechť U e®?,U X El€ ®™+l, 0 e ®™+\ 0 o ((Em - U) X 
X <0, co)) = 0. Potom 0 e ®^+1. 

Důkaz. Buď Z(xx, ..., xm, xm+1) = [a?-., ..., a?w, — a:m+1]. Zřejmě Z (O) n 
n ((£?m - U) X (™ oo, 0» = 0, takže 0 n £(0) n ((.Bm - U) X E±) = 0 ne
boli 0 n £(0) c LT x J V Kdyby bylo 0 c ®%+1, měli bychom podle vět 28, 
24 a 26 postupně 0 o Z(G) e ®%+\ U X Exe ®T'X a konečně U e ®% proti 
předpokladu. 
* 30. Věta. jBwď 0 otevřená část Em, H = Jí(0) 4= 0. NecM ke každému beH 
existuje nadrovina R a uzavřená koule K se středem v R tak, ze b e K n R, 
K n R n 0 = 0. Potom 0 x Exe @™+1. 

Důkaz. Zvolme de H(G x Et), d = [6, c], kde bcií, ceEt. Sestrojme 
k bodu 6 podle předpokladů věty nadrovinu R a kouli K; položme S = R X Ex. 
Bud K" = E[x; x e Em, \x - s\ £ <5], t = [s, c], L = E[x; x e Bm+l, \x — *| <; d]. 
Potom je i koule se středem v nadrovině 8; snadno se zjistí, že de L n 8, 
L n 8 n (0 X E±) = 0. Podle věty 23 je G X Exe ®™+K 

31. Věta. Buď C úsečka v E%; nechť Ge®3, G n (C X <0, oo)) = 0. Potom 
Ge®l 

Důkaz. Úsečka v E2 je zřejmě průnikem nadroviny (=- přímky) s kouli 
( = kruhem) se středem v této nadrovině. Podle věty 30 je (E2 — C) X Ere @3. 
Protože ©5 = 0 (viz cvič. 12), je podle věty 26 (Ez - G) x Exe ®J. Podle 
věty 29, kde píšeme U = E2 — C, je tudíž 0 e ®J. 

P o z n á m k a . Ty regulární množiny s neomezeným komplementem, s nimiž 
se setkáváme při konkrétním řešení trojrozměrné Dmchletovy úlohy, patří 
podle vět 31 a 19 zpravidla do @J. To znamená zejména, jak víme, že ke každé 
funkci, spojité a omezené na hranici takové množiny, existuje právě jedno 
omezené řešení příslušné Dirichletovy úlohy. 

32. Věta. Pro každou množinu Ge® jsou správná tato tvrzení: 
a) Jestliže f,geX), je f -f g c S) a 

D(f+g) = D(f) + D(g). 

b) Jestliže f e X), c e Ev je cf e T> a * , 
D(cf)^cD(f). 
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c) Jestliže f,geT>,f ^g, je 
-»(/) Z* r>(g) • 

d) Jestliže f je spojitá funkce na H(G), g e 35, J/| __ g, je f e 35 a 

\D(f)\^D(g). 

D ů k a z . Buďte napřed f,g nezáporné funkce z 35. Potom je D(f) + D(g) 
horní funkce k / + g, takže D(f) + D(g) __ D(f + g). Protože D(f + g) je 
horní funkce k /, je D(f + g) __ D(f); vidíme, že D(f + g) — D(/) je horní 
funkcí k funkci g. Odtud plyne D(f + g) - D(f) __ D(g), D(f + g) __ D(f) + 
+ D(g). Tvrzení a) je tedy v našem případě správné. 

Buďte nyní /, g libovolné funkce z 35. Definujme funkce cp, tp předpisem 
(/ + g)+ + <p = /+ + g+> (f + £/)_ + y> = /_ + g_. Odečtením těchto rovnosti 
dostaneme vztah cp = tp. Zřejmě cp __ 0, <p e 35. Je D(f + g) = D((f + g)+) — 
- D((f + 9)~) = B((t + 9)+) + D(<p) - (D((f + g)J) + D(y>)); podle toho, co 
jsme již dokázali, je tedy D(f + g) = D((f + g)+ + cp) — D((f + g)_ + ip) = 
= D(/+) + D(g+) - (D(fJ) + D(g.)) = D(f) + D(g). Tím je úplně dokázáno-
tvrzení a). Důkaz tvrzení b) a c) lze přenechat čtenáři. Platí-li nyní předpokla
dy tvrzení d), je zřejmě / e 35,. - g __ f __ g, tedy D(f) __ D(g), D(~ g) __ D(f\ 
D(g) __ - D(f), takže opravdu |D(/)| <_ D(g). 

33. Věta. Buď G c ®m, f € 35, H = H(G). Potom platí 

supN™"2. \D(f, x)\ = sup|*|™-2 . \f(x)\ , (17> 
zeG xeH 

sup|i9(/,a!)| = 8up|/(.-)|. (18> 
XeG XeH 

D ů k a z . Buď napřed funkce / nezáporná. Kení-li funkce \x\m~~2. f(x) omezená^ 
je vztah (17) zřejmě správný; buď tedy sup|#|m"-2 . f(x) = s < oo. Potom 

XeH 

existuje číslo c tak, že f(x) < c pro všechna x e H. Snadno se zjistí (viz odst
av á), že funkce 0(x) = mm(c, s . \x\2~m) (0(0) = c) je horní funkcí k funkci /^ 
Pro každé x e G je tedy D(f, x) __ &(x), takže \x\m-~2. D(f, x) __ s. Odtud plyne* 
ihned, že (17) platí pro každou nezápornou funkci / e 35. 

Buď nyní /libovolná funkce z 35. Podle 32, d) je |D(/)| <_ D(\f\); podle toho,, 
co jsme dokázali, je tedy sup \x\m*~2 . \D(f, x)\ __ sup |a;|m-2 . D(|/|, x) <L 

xeG XeG 

__ sup^j™-2 . \f(x)\ . Odtud snadno plyne (17). Důkaz vztahu (18) lze pře-
XeH 

nechat čtenáři. 
34. Věta. JBuďm> 2, Ge®m, H = H(G), fe&; necht f(x) -» 0 pro xeH^ 

\x\ -> oo. Potom platí D(f, x) -> O pro x e G, \x\ -> oo. 
Důkaz. Můžeme předpokládat, že funkce / je nezáporná. Zvolme e > O 

a položme g(x) = max(/(#) — e, 0) (x e H). Existuje koule K tak, že g(x) = O 
pro každé xcH — K; funkce \x\m~2. g(x) (xeH) je tedy omezená. Podle (17)^ 
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je také funkce \x\m~~*. D(g, x) (x e G) omezená, takže D(g, x) -> 0 pro x e G, 
\x\ -> oo. Protože však f(x) <£ g(x) + s (x e H), je funkce D(g, x) + g («eff) 
horní funkcí k /; odtud pijme D(f, x) :g 1 % , a;) + £ (a; € (?) a tedy t aké D(/, o;) -> 
-> O pro # € čr5 |a?| -> oo. 

35. Věta. Buď G regulární množina s omezeným komplementem; bud f spojitá 
funkce na hranici H množiny G. Potom existují čísla c, d tah, ze pro každé x e G, 
x + Oje 

c -nu \ - d 
< 

\x\~ -
D ů k a z . Buď K otevřená koule o středu v počátku a poloměru iř; nechť 

K D Em — G. Definujme n a množině H(K) funkci g předpisem g(x) = D(G, f, x). 
Podle cvič. 10 je funkce 

J?m-2 / J?2\ 
F^ = ]^=i-D[K>9>x-^j (xeEm-K) 

řešením Dirichletovy úlohy pro funkci g a mnoŽMu Em — K; touž vlastnost 
má i funkce D(G, f, x) (x e Em — K). Funkce \x\m"2,. F(x) je zřejmě omezená; 
funkce \x\m~2 .D(G,f,x) je omezená podle (17) (věta 33). Podle cvič. 12 je 
tedy F(x) = D(G, f, x) pro každé xeEm — K. 

Buď nyní c0 = D(K, g, 0). N a množině K existuje omezená funkce <p t ak , 
že D(K, g, x) = c0 + \x\ . <p(x) pro každé x e K. P r o x non e K potom platí 

J£m~-2 i i ř 2 / iř2\\ 
Z>(<?, /, x) = i l » = - r ^ ^ c0 + - - j - . <pIx . — I; píšeme-li ještě c = i ř ^ 2 . c0 a 

je-li |<p(#)| < d0 pro x eK, platí pro OJ non € i í vz tah 

\\x\m^. D(G, f, x) - c\x\\ <Mm.dQ. 

Protože však levá strana této nerovnosti je omezená na množině G n K, 
existuje d tak, že je 

\\x\m-KD(G,f,x)-c\x\\<d 

pro všechna x e G; odtud plyne ihned tvrzení věty. 
P o z n á m k a . Zřejmě |#| w ~~ 2 D(f, x) -> c pro \x\ -> oo. 
36. Z vě ty 35 snadno plyne, že pro m > 2 pat ř í do ®Q každá množina G e ® 

s omezeným komplementem. Nyní ukážeme, že i množina s neomezeným 
00 

komplementem může patř i t do @0. P ř í k l a d (v Ez): Buď B = U Bn, k d e Bn je 

uzavřená koule o středu sn = [O, O, ns] a poloměru n; buď S = {81? s2,...}. P r o 
°° 

X€G0 = Em — S položme .F(;r) = ]? •- - . Je-li x e GQ, \sna\ > 2\x\, pak pro 
' n - i | # — 8n| 

každé ^ > nQ platí b — sn\ > — |*n|, t edy •- r < -5—r = — . Řada, 
~~ u ^ * ' 2 ' ' Ja? — sn\ \sn\ n2 

definující funkci F, konverguje t e d y n a množině GQ lokálně ste jnoměrně. 
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n 1 
Je-li x = [xx, x2, #3], kde xs <1 O, je -. r š. -^ ; v poloprostoru xz = O 
konverguje tedy řada dokonce stejnoměrně. Odtud snadno plyne, že funkce 
F je harmonická na množině G = Ez — J5, spojitá na ír a splňuje vztah F(x) ->• 
<-> 0 pro |#| -> 00, #3 ^ 0. Na hranici množiny Cr je však zřejmě F(x) > 1, 
takže F ^ D(<?, 1), inf D(Qf 1, cr) = 0, G € @0. 

37. Věta. Nechť G e @; bmfíe <?l5 (?2, ... takové otevřené množiny, ze Gx c 
00 

c ť-řg c ..., U Gn3 G aze G n Gn€® pro každé n. Bud f c 2)(t7); budte fl9 /a, .. . 

spojité funkce na množině H = H(G), které mají tyto vlastnosti: 

\fx(x)\ = \ft(x)\ ^ ..., /n(s) . f(x) = 0, /„(a) -> /(a?) ^ro tóíé a: € £T; (19)" 

/n(«) = 0 pro každé x eH — Gn (n= 1,2, ...) . (20) 

Každému přirozenému n přiřaďme funkci gn definovanou na množině An = 
.== H(G n Gn) předpisem m 

gn(x) = fn(x) (x€AnnH), (21) 

gn(x) = 0 (xeAn-H). (22) 

Potom je gn € £)(G n Gn) pro n = 1, 2, . . . a platí 

D(GnGn,gmx)->D(G,f,x) (23) 
pro každé x € G. 

D ů k a z . Předpokládejme napřed, že funkce / je nezáporná (atedy 0 fg fx(x) <I 
<S f2(x) f£ . . . ) . Zvolme index n a položme G = Ann H, D = An n H(Gn). 
Podle (21) je funkce gn spojitá na množině G. Buď nyní x € D. Je-li x € H, je 
podle (20), (21) gn(x) = 0; jestliže však x non € H, je podle (22) opět gn(x) = O. 
Protože množiny C, D jsou uzavřené a protože i n = O u D (jak plyne zře 
vztahu (1), cvič. 3), je podle cvič. 27 funkce gn spojitá také na množině An. 
Z (21), (22) plyne, že gn(x) < D(G, f, x) pro každé x € An; je tedy gn e X)(G n 
n Gn). Položme Fn = D(G n Qn, gn),F = D(QJ). 

Zvolme bod X€ An a index p>n. Jestliže xeG, je gn(x) = 0 fg Fm(x); 
není-li x € G, je ovšem x €G n Gn —• G c Q n Gv — G c AP a podle (19), (21) 
je opět gn(x) fg gjfc) = Fp(x). Odtud plyne, že na množině G n Gn platí 
Fn(x)^FP(x)<F(x). 

Buď x libovolný bod množiny G. Protože ffcU Gn, existuje index n tak, 

ž e x e ( ? n 6 n ; podle (2) (cvič. 3) je 
UnGnc Gn Gn (24) 

a tedy x e <? n 6rn. Na množině (? můžeme proto definovat funkci 0 předpisem 
0(x) = limiFn(x) 
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(při libovolném x € G je posloupnost {Fn(x)} definována pro všechna dosti 
velká n a je monotónní); zřejmě 

0 ^ F . (25) 
Protože je posloupnost funkcí Fn omezená v okolí každého bodu množiny 6ř, je 
podle cvič. 24 funkce 0 harmonická na G. 

Bud nyní b € H, s > 0; nechť b € ť?n. Je-li p > w, je podle (24) b € G n Gn -— 
— G cAP, tedy 2^(6) = /^(b). Protože /„(&) -> f(b), existuje p> n tak, že 
F9(b) > /(&) — e. Protože funkce Fp je spojitá na G n (?n, je podle (24) spojitá 
i na Gn n G; existuje tedy okolí U bodu b tak, že 

FP(x) > f(b) - 8 

pro všechna x € U n (Gn n G) -= V o £, kde V = řJ n Gn. Protože JP(6) = 
= /(č>), existuje takové okolí TV bodu 6, že pro každé x € TV o 6? je 

W < /(&) + * • 
Pro všechna # € (V n TV) n G je potom 

/(&) - s < F9(x) ^ *(«) ^ -F(x) < /(&) + 8 . 

Vidíme, že 0(b) = f(b) a že funkce 0 je spojitá v bodě b vzhledem k množině G. 
Tím jsme dokázali, že 0 je horní funkcí k funkci / a že tedy 0 > F. Odtud 

a z (25) plyne (23). Pro libovolnou funkci / e 5Ď(ír) dokážeme vetu rozkladem 
funkce / na rozdíl /+-—/_. 

Poznámka. V této větě můžeme množiny Gn a funkce fn volit na př. takto: 
Bud b e G; bud Gn koule o středu b a poloměru n. Dále bud \pn(t) = 1 pro 
0 ^ t ^ n — 1, tpn(t) = 0 pro t 2> ̂  a funkce ;̂w buď lineární v intervalu 
<n — 1, n}; položme fn(x) == f(x) . ipn(\x — b\). Věta potom říká, že řešení 
Dirichletovy úlohy, příslušné k funkci / a množině G} lze přibližně vyjádřit 
řešením Dirichletovy úlohy, příslušným k funkci gn a množině G n Gn. Dů
ležité je přitom, že množina G n Gn je (v tomto případě) omezená; pro omezené 
množiny platí totiž věta o unicitě řešení a jsou též známy různé přibližné 
metody k jeho nalezení. 

38. Lemma. Bud Ge®, /, fu / „ . . . € SĎ; necht fx(x) < f,(x) ^ ..., /n(a?) -> 
-> f(x) pro každé x e H(G). Potom platí D(fn> x) -> D(f> x) pro každé x e G. 

Důkaz. Předpokládejme napřed, že funkce /2 je nezáporná. Položíme-li 
v předešlé větě Gn = Em (n = 1, 2, . . .), bude gn = /n a podle (23) dostaneme 
D(fní x) -> D(/, #) (x € G). Vynechme nyní předpoklad, že funkce fx je nezá
porná, a pišme cpn == fn — /x (w = 1, 2, . , .), <p = / — /-̂  Podle toho, co jsme 
dokázali (a podle věty 32), je D(cpn) x) -> D(<p} x) a tedy D(/n, a;) = D ^ , a;) + 
-f- D(fl9 x) ~> D(<p3 x) + D(fl7 x) = D(/, x) pro každé xeG. 

39. Věta. .B^ď $ e ©; bmřče /, /1? /2, .... spojité funkce na hranici H množiny 
G. Necht fn(x) -> f(x) pro každé xeH a necht všechny funkce ]fx\, l/j],.... mají 
společnou horní funkci. Potom platí D(fn> x) ~> D(/, x) pro každé x € G. 
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D ů k a z . Buď 0 společná horní funkce k funkcím |/J. Položíme-li <p(x) = 
= 0(x) pro x e H, je zřejmě <p e £). Zvolme bod b e G a definujme na systému 
2) funkcíonál J* předpisem J(g) = D(gr, 6). Funkcionál / je podle předešlého 
lemmatu spojitý vzhledem k monotónní konvergenci v prostoru 3X Protože 
\fn(x)\ -S ^(a;), /n(#) -> f(x) pro každé ^ £ H, platí také (viz na př. [4], str. 183) 
J(fn) -> J(f) neboli D(/n, 6) ~> D(/, i). 

P o z n á m k a . Je-Ií konvergence fn(x) —>/(#) stejnoměrná na množině H, je 
konvergence D(fn, x) -.• D(/, #) stejnoměrná na množině G (to plyne ihned 
z (18), věta 33). 

40. Buď č?€ ©. Řekneme, že posloupnost funkcí Ft,F2, ... je přípustná 
(vzhledem k množině G), jestliže platí: 

1. Funkce Fn jsou spojité na G a harmonické na G; 
2. funkce \x\m-2 . JF̂ fa?) jsou omezené; 
3. existuje funkce 0, která je spojitá na G, superharmonická na G a která 

pro každé xeG a každé ?i splňuje vztah $(#) >̂ \Fn(x)\; 
4. pro každé # e tř existuje lim Fn(x). 

?*~->00 

Dále buď 9Jř systém všech funkcí F tvaru .F(#) = lim Fn(x) (x e G), kde Fn je 
n->oo 

přípustná posloupnost. 
41. Věta. Buď Ge®, H = H(G); bud / c S . Potom existuje právě jedna 

funkce F e SJř, &čerá $e m množině H shoduje s funkcí /; /e to funkce F = D(/). 
D ů k a z . Buďte ^ l y ipt, ... funkce z poznámky k větě 37; položme gn(x) = 

= tpn(\x\) . /(#) (x € H, n = 1, 2, . . .) . Podle (17) (věta 33) jsou funkce |a|™-2 . 
. D(gn, x) omezené. Protože / e 33, existuje k funkcí |/| horní funkce 0; je pak 
zřejmě \gn(x)\ <* 0(x) (xeH), tedy \D(gn, x)\ <* 0(x) pro každé #ečr (^ = 
=-" 1,2, . . . ) . Protože grw(a;) -> /(a?) (a; e H), Je podle věty 39 D(gn, x) -> £>(/, ÍT) 
(x e G). Funkce D(gn) tvoří tedy přípustnou posloupnost s limitou D(f). 

Necht naopak F eWl, F(x) = f(x) pro každé x e H; nechť #(#) = lim Fn(x) 
n--->co 

(a? e G), kde .Fn je přípustná posloupnost. Definujme na množině H funkce fn 

předpisem fn(x) = Fn(x). Protože funkce \x\m-2 . Fn(x) jsou omezené, jsou podle 
(17) (věta 33) také funkce \x\m~2 . D(fn, x) omezené; podle cvič. 12 je tedy 
Fn -= D(fn). Protože fn(x) ->/(#) (xeH) a protože funkce fn mají společnou 
horní funkci, je podle věty 39 Fn(x) = D(fn, x) -+ D(f, x) (x e G), tedy F = 
= i>(/). 
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Резюме 

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ 

ЯН МАРЖИК ^ап Майк), Прага. 

(Поступило в редакцию 23/V 1956 г.) 

Пусть О — открытая часть т-мерного евклидова пространства Ет, 
0 ф О Ф Ет; пусть / — (конечная вещественная) непрерывная функция 
на множестве Н(О). (Н(0) — граница, О — замыкание множества О.) Если 
•функция Е непрерывна в О, гармонична в О и равна / на Н(0), то ска
жем, что.? — решение задачи Дирихле, соответствующей функции / и мно
жеству О. Если множество О ограничено, существует не более чем одна 
такая функция.?. Пусть теперь д — система всех непустых открытых ограни
ченных множеств О с Ет таких, что для каждой непрерывной функции 
на Н(О) существует решение задачи Дирихле; пусть, далее, @т = @ — 
система всех О с Ет (О Ф Ет), обладающих тем свойством, что О п К е д 
для всякой достаточно большой открытой сферы К с центром в начале 
координат. Если О е @, пусть ЩО) — множество тех функций /, непрерыв
ных на Н(О), которые обладают следующим свойством: Существует не
отрицательная непрерывная в О функция Е, гармоническая в О и удовле
творяющая соотношению Е(х) ^ 1/(#)! для всякого х е Н(0). 

Нетрудным следствием теоремы 13 является следующее предложение: 
Для каждой неотрицательной функции / с ЩО} (О е @) существует 

наименьшее неотрицательное решение соответствующей задачи Дирихле. 
Это решение обозначим символом О(0, /) и для произвольной функции 

/ € ЩО) положим О(0, /) = !)(/) - О(0, /+) - О(0, /_), где / » = 
= тах(/(#), 0), 1-.(х) = тах(— }(х), 0). Функция !)(/) является, оче
видно, решением соответствующей задачи Дирихле. Вместо (1)(/))(#) пишем 
^(^, х) (х е О). ~~ Теорема 23 утверждает: 

Пусть ОсЕт открыто, 0 Ф О Ф Ет. Предположим, что для всякого 
Ь е Н(0) существует гиперплоскость В и замкнутая сфера К с центром 
е В так, что Ь € В п К и что В п К п О = 0. Тогда О е @. 

Пусть теперь @™ = @х — система тех О е @, для которых ^(0, 1, х) = 
= 1 (хс О); далее положим @™ = ©0 = @ — ®г. Из упражнения 12 сле
дует, что @1 = @2; всякое ограниченное множество О с © т является, 
очевидно, элементом @Г (т произвольно). Если т > 2, тогда каждое 
множество О € @ с ограниченным дополнением принадлежит @™ (см. тео
рему 35). — Из отделов 17—19, 24—31 следует: 

Если О е @0, то нгГ 1)(/, х) = 0 для всякой неотрицательной функции 

/ « о д . 
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Если О е @1? то для каждой ограниченной непрерывной на Н(0) 
функции / существует точно одно ограниченное решение Е задачи Дирихле; 
имеем Е = !)(/). 

Пусть <р — изометрическое отображение пространства Ет в Ет. Если 
О е @ (соотв. О е @0), то и <р(0) е @ (соотв. <р(в) е ©0). 

Если Ох е @0, <?2 с @, Ох с 02, то 02 е @0. 

Предположим, что V е ®т и что для всякого Ъе Н(17) существует гипер
плоскость В и замкнутая сфера К с центром в В так, что Ъ е В п К и что 
В п К"п О = 0. Тогда V х Ег е ®т+\ Если, далее, V е @™, А =. Ем — 
— 47,*) О € @™+\ О п (А х <0, оо)) = 0, то О е @Г+1. 

Теорема 37 имеет следующий наглядный смысл: 

Предположим, что & е @ и что / е Ъ(0). Пусть К — большая открытая 
сфера; пусть д — непрерывная функция на Н(К п в), которая равна нулю 
на Н(К) и приблизительно равна I на Н(О). Тогда функция П(К п О, д) 
приблизительно равна О(0, /) на множестве К о О. 

Теорема 39 утверждает, что зависимость !)(/) от / непрерывна: 

Если Ое®, /, /0, / ! , . . . € Ъ(в) и если Цх) -> /в(а?), ]/я(я)| ^ /(ж) 
(п- == I, 2, . . .) <9ля всякого х е Н(0), то -0(/п, я) -> 4)(/0, х) для всякого 
ХеО. 

Отдел 40 содержит определение системы Щ, элементы которой — функции 
на множестве О (О е @), обладающей следующим свойством: Для каждого 
/ е 2>(6г) существует точно одно решение задачи Дирихле Е такое, что 
Е € 5Ш; имеемЕ = ВЦ). 

S u m m a r y 

THE DIRICHLET PROBLEM 

JAN MAftfK, Praha. 

(Received May 23, 1956.) 

Let G be an open subset of the m-dimensional Euclidean space Em, 0 =J= G =f= 
=f= Em; let/be a (finite real) continuous function on H(G). (H(G) is the bound
ary, G is the closure of G.) If a function F is continuous on G, harmonic on 
G and equal to / cmH(G), we say that F is a solution of the Dirichlet problem 
corresponding to the function / and the set G. If G is bounded, then there 

*) Если, напр., т = 2 и если А — сегмент, то множество V — Ег —А удовлетворяет 
всем предположениям. 



exists at most one such function F. Let g be the system of all non-empty bound
ed open sets G c Em such that for each continuous function on H(G) there 
exists a solution of the Dirichlet problem; further, let ®m = @ be the system 
of all G c Em (G 4= Em) such that G n K e g for each sufficiently large open 
sphere K with center 0. If G e @, let T>(G) be the family of all functions / which 
are continuous on H(G) and which have the following property: There exists 
a non-negative function,.?, which is continuous on G, harmonic on G and which 
fulfils the relation F(x) ^ |/(#)| for each x e H(G). The following assertion is 
an easy consequence of Theorem 13: 

For each non-negative function f e 2)(C7) (G e @) there exists a smallest non-
negative solution of the Dirichlet problem. 

We denote this solution by D(G, f) and for an arbitrary / e £)(G) put D(G, / )= 
= D(f) = D(f+) - D(fJ), where f+(x) = max (f(x), 0), f_(x) = max ( - f(x), 0). 
The function D(f) is evidently a solution of the corresponding Dirichlet 
problem; the values of D(f) will be denoted by D(f, x). — Theorem 23 asserts: 

Let G be open in Em, 0 + 6 + Em. Suppose that there exists, for each b e H(G), 
a hyperplane R and a closed sphere K with center in R such that b e B n K, B n 
n K n G = 0. Then Ge®. 

Now let ®f = @! be the system of all Ge® such that D(G, 1, x) = 1 
(x € G); further put @™ = @0 = @ —- ©1. In accordance with Exercise 12 we 
have @i = @2; each bounded set G e @m (m arbitrary) evidently belongs to 
®\n. If m > 2, then, according to Theorem 35, each set G e @m with bounded 
complement belongs to @™. — According to Sections 17—19 and 24—31, 
the following theorems hold: 

If G € @0, then inf D(f, x) = 0 for each non-negative function f e T)(G). 
XeG 

If G e @l5 then there exists, for each bounded continuous function f on H(G), 
a unique bounded solution F of the corresponding Dirichlet problem, namely 
F = D{f). . 

Let <p be an isometrical mapping of Em into Em. If G e @ (resp. G e @0), then 
<p(Q) c ® (resp. <p(G) e ©0). 

If Gx e @0, G2 e ®, Gx c G2, then G2 e @0. 
Suppose that U e ®m and that there exists, for each b e H(U), a hyperplane 

B and a closed sphere K with center in B such that b€BnK,BnKn C7 = 0. 
Then U X Ext @w+1. If, moreover, U e @f, A = Em - U,*) G e @w+1, G n 
n (Ax <0, oo)) = 0, then G e ®?+\ 

Theorem 37 has the following intuitive sense: 
Suppose that G e @ and that / e £)(6r). Let K be a large open sphere; let g be a 

continuous function on H(K n G), which vanishes on H(K) and approximately 

*) If, for example, m = 2 and if A. is a segment, then the set U = JS2 — A fulfils 
all the conditions. 
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equals f on H(G). Then the function D(K n G, g) is approximately equal to 
D(G, f) on the set K n G. 

Theorem 39 asserts that D(f) depends continuously on /: 
IfGe®, f,f0>f1,...€X}(G) and if fn(x) ~> f0(x\ \fn(x)\ ^ f(x) (n = 1,2,...) 

for each x e H(G), then D(fn, x) ~> D(/0? x) for each x e G. 
Section 40 contains the definition of a system 50?, the elements of which are 

functions on G (G € @) and which has the following property: For each f e X>(G) 
there exists a unique solution F of the corresponding Dirichlet problem such that 
F €$Jl, namely F = D(f). 
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