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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 82 (1957), Praha 

AKADEMIK VOJTĚCH J A R N Í K ŠEDESÁTNÍKEM 

VLADIMÍR KNICHAL, Praha a STEFAN SCHWARZ, Bratislava. 

(Došlo dne 1. července 1957.) 

Dne 22. prosince t. r. se dožívá šedesáti let vynikající československý mate
matik, badatel světového jména, akademik VOJTĚCH JARNÍK, profesor mate-
maticko-fysikální fakulty Karlovy university. 

Tato příležitost nám dává podnět k tomu, abychom se zamyslili podrob
něji nad vědeckou, učitelskou a vědecko-organisační činností našeho vzácného 
učitele a staršího přítele, jehož dílo vtisklo trvalé stopy vývoji československé 
matematiky v posledních 30 letech a přispělo podstatně k dobré známosti 
československé matematiky v matematickém světě. 

Šedesátka u člověka tak výkonného a všestranně činného není příležitostí 
k bilanci životního díla. Jestliže se však chceme podrobněji zabývat jeho 
dosavadní činností, činíme tak především také proto, abychom přiblížili jeho 
osobnost i jeho dílo naší mladší matematické generaci jako živý vzor ušlech
tilého úsilí a cílevědomé práce. 

Prof. Jarník se narodil dne 22. prosince 1897 v Praze jako syn univ. profesora 
J A N A URBANA JARNÍKA, známého českého romanisty. V roce 1915 vstoupil jako 
posluchač matematiky a fysiky na tehdejší filosofickou fakultu Karlovy univer
sity. Zde vyrůstal Jarník především pod vlivem zesnulého profesora KARLA 
P E T R A . Trvalý hluboký Jarníkův zájem o theorii čísel je do značné míry ovliv
něn i tím, že prof. Petr pracoval rovněž velmi úspěšně v tomto oboru. Po vzdě
lání, kterého se mu dostalo na Karlově universitě, prošel Jarník ,,nejvyšší 
školou matematických vědCÍ dvojím pobytem v Gottingen (od podzimu 
r. 1923 do února 1925 a ve školním roce 1927-28), kde bylo tehdy jedno 
z nejvýznačnějších matematických vědeckých středisek světa. Jarník zde byl 
v prvé řadě žákem EDMUNDA LAKDAUA (zesnulého roku 1938), jedné z nej
větších postav moderní matematiky, spoluzakladatele moderní analytické 
theorie čísel. Landau sám pak považoval Jarníka za jednoho z nejlepších 
svých žáků a spolupracovníků. Jarník přes velké úspěchy v analytické theorii 
čísel nikdy nebyl pěstovatelem výhradně této nauky. Poznal záhy nebezpečí 
upřílišněné specialisace a po celou dobu své vědecké kariéry (podobně jako jeho 
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učitelé Petr a také Landau) velmi intensivně se věnoval — jak ještě uvidíme — 
i jiným oborům vlastní matematické analysy. 

Svá universitní studia ukončil Jarník jednak státními zkouškami z mate
matiky a fysiky, jednak doktorátem, při němž vykonal hlavní rigorosum 
z matematiky a vedlejší z theoretické fysiky a filosofie. Jako disertační práci 
předložil pojednání ,,O kořenech funkcí Besselových" (v seznamu1) práce 1). 
Od roku 1919 do 1921 působil jako asistent matematiky na Vysoké škole tech
nické v Brně u prof. J . VOJTĚCHA, kde měl ještě možnost seznámit se s tehdej
ším vynikajícím odborníkem v matematické analyse, s prof. M. LERCHEM. 
V roce 1921 přešel jako asistent matematického semináře na Karlovu uni
versitu do Prahy. Tuto funkci zastával až do 14. března 1929, kdy byl jme
nován mimořádným profesorem matematiky této university. Během této doby 
se habilitoval (19. prosince 1925) na základě habilitační práce ,,O mřížových 
bodech v rovině" (práce 7). Od 1. července 1935 byl jmenován řádným profe
sorem matematiky na téže fakultě. 

Od počátku své učitelské činnosti měl Jarník značný vliv na své posluchače. 
Byli to především studenti s hlubokým zájmem o matematiku, které dovedl 
soustředit kolem sebe. Velkou část našich dnešních vysokoškolských uči
telů (čtyřicátníků a padesátníků) lze nazvat Jarníkovými žáky, i když mnozí 
z nich ve svém pozdějším vývoji přesunuli těžiště své vlastní vědecké činnosti 
do různých vzdálenějších oblastí matematiky. Učitelské činnosti se Jarník 
věnoval a věnuje s velkou láskou. Jeho vliv na posluchače se projevuje přede
vším tím, že dovede své opravdové nadšení pro vědu přenést i na ně. Ti, kteří 
jej slyšeli přednášet před pětadvaceti lety a slyší jej dnes, mohou dosvědčit, 
že se svého nadšení ani trochu nepolevil. Naopak, získané učitelské a meto
dické zkušenosti dělají z něho dnes učitele, který ještě pronikavějším způsobem 
ovlivňuje své žáky. I když, jak již řečeno, část jeho žáků, našich aktivních 
vědeckých pracovníků, pracuje v jiných oborech, než jsou vlastní obory Jar-
níkovy vědecké činnosti, odnesli si všichni něco společného z jeho pečlivě při
pravených přednášek. Toto společné se nazývá v zasvěcených kruzích „Jarní
ků v stylÍC. 

Již v předválečných letech, kdy výkon učitelského povolání na vysokých 
školách se neprováděl vždy příliš důsledně, byl Jarník učitelem neobyčejně 
disciplinovaným, který nevynechal jediné přednášky. Tento zdánlivě podružný 
moment — u vědeckého pracovníka jeho formátu —- nelze podceňovat. Vzpo
mínáme si velmi dobře na to, jak s taktem staršího přítele vyhledával všeli
jaké náhradní termíny a jak nás — posluchače — nenásilnou formou vedl 
k důkladnosti a poctivosti v práci a v povinnostech. Krátce: Jarník dělal již 
tenkráte to, čemu dnes říkáváme „nejen učiti, ale také vychovávati". 

l) Práce uvedené v seznamu v odstavci A budou v textu pro stručnost označeny' 
pouze číslem, bez značky A. 
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Jarník je mimořádně dobrým znalcem různých moderních matematických 
disciplin. Svých pronikavých úspěchů ve vědecké tvorbě dosáhl právě spo
jením metod moderní matematiky s hlubokou znalostí klasické analysy, 
V tomto směru se snaží stále vést i své posluchače a žáky, kterým je vždy obě
tavým rádcem. Již tři desítiletí koná na fakultě řadu speciálních přednášek 
a seminářů, v nichž seznamuje své posluchače s nejnovějšími směry současné 
matematiky. Tyto přednášky a semináře jsou pečlivě voleny tak, aby v nich 
byly zladěny jeho osobní záliby s potřebami posluchačů. Tak na př. byl prvým, 
kdo v třicátých letech začal systematicky na universitě v Praze šířit mezi 
posluchači znalost theorie množin. Kniha akademika E. ČECHA ,,Bodové 
množiny", která měla později tak ohromný vliv na celou naši matematiku, 
byla ještě v rukopise, když Jarník seznamoval své posluchače ve speciálních 
seminářích s obsahem této knihy. 

Jarníkův výklad a postup je vždy důkladně promyšlen. Dovede přístupně 
vyložit i ty nejobtížnější partie. Vede přednášky tak, aby posluchač viděl, 
k čemu směřuje. Vychovává ke kritickému a přesnému myšlení. 

V těžkých letech okupace vedl Jarník s několika mladšími spolupracov
níky více méně pravidelné semináře, psal informativní články, aby ani za nej
horších dob zcela nepřestal vědecký růst mladší matematické generace. 

Po osvobození stoupl ještě více Jarníkův vliv na naši nejmladší vědeckou 
generaci, především také zásluhou jeho skvělých učebnic. J d e vlastně o vě
decky zaměřené monografie, jichž lze použít jako učebnic. J e až s podivem, 
jak si Jarník, který je v posledních letech značně zaměstnán vědecko-organi-
sačními povinnostmi, dovedl nalézti tolik času k napsání č t y | obšírných knih, 
které považujeme za chloubu naší matematické knižní produkce. 

Jarník vydal také řadu interních skript a poznámek pro své posluchače 
a návštěvníky seminářů. 

Jako všeobecně uznávaný pedagog byl od roku 1948 předsedou reformní 
komise přírodovědecké fakulty Karlovy university. V roce 1947—48 byl děka
nem a v roce 1948—49 proděkanem přírodovědecké fakulty Karlovy univer
sity, v letech 1950—53 pak prorektorem Karlovy university. Všechny tyto 
funkce vykonával s nevšední a přímo vědeckou poctivostí a důkladností. 

Jako vynikající vědecký pracovník stal se velmi brzo členem někdejší 
České akademie věd a umění (od roku 1934), členem Královské české společ
nosti nauk (od r. 1926) a členem předsednictva Národní rady badatelské. 
Dále je členem Polskiego Towarzystwa Matematycznego, čímž přispívá k pro
hloubení vědeckých styků československo-polských. 

V roce 1950 byl Jarník jmenován členem přípravného výboru pro zřízení 
Československo-sovětského institutu a po jeho založení byl předsedou jeho 
přírodovědecké sekce. 
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Koncem roku 1951 se začalo připravovat ustavení Československé akademie 
věd a Jarník byl jmenován členem vládní komise pro její vybudování. Po jejím 
ustavení dne 17. listopadu 1952 byl jmenován mezi prvními řádnými členy — 
akademiky této akademie a stal še předsedou její matematicko-fysikální sekce. 
Tuto těžkou a zodpovědnou funkci vykonával v letech 1952 — 55. Jarník 
nedbal osobního pohodlí a často na úkor času potřebného k vlastní vědecké 
činnosti staral se nezištně o organisační zajištění a vybudování pracovišť., 
z nichž některá byla dosti vzdálena jeho vlastním vědeckým zájmům. I nyní 
zastává některé funkce v rámci Akademie. Je na př. předsedou komise pro ma
tematiku, vytvořené presidiem ČSAV, která má za úkol koordinovat práci 
v matematice v celém státě. 

Již od roku 1916 je Jarník jedním z vysoce aktivních členů Jednoty česko
slovenských matematiků a fysiků a od roku 1928 až do nedávné doby členem 
jejího výboru. V této souvislosti je třeba zdůraznit především, že v letech 
1935—50 byl vedoucím redaktorem matematické části Časopisu pro pěsto
vání matematiky a fysiky. Náš Časopis, i když měl dlouholetou tradici, byl 
až do roku 1934 přece jenom časopisem spíše národním než mezinárodním. 
Jarník se stal vedoucím redaktorem v čase, kdy bylo rozhodnuto, že Časopis 
se má přetvořit na mezinárodní časopis. Ani tady nedostal Jarník zrovna nej
lehčí úkol. Ve funkci hlavního redaktora matematické části četl a „spravoval" 
s opravdovým pochopením pro začínající autory desítky příspěvků a pomáhal 
tak zvedati nejenom úroveň Časopisu, ale i celé naší matematické vědy. Jarník 
má nesporně nemalý podíl na tom, že se Časopis a později (od r. 1950) Wexo-
cjioea^uů MameMamunecKuit Mcypnaji stal ve světovém měřítku uznávaným 
matematickým forem. 

V letech 1937—39 byl členem redakční rady mezinárodního časopisu Acta 
Arithmetica, vycházejícího v Polsku, který se měl státi tribunou pro theorii 
čísel. Po obsazení Polska nacistickými okupanty však časopis zanikl. 

Jarník se zúčastnil aktivně celé řady zahraničních a mezinárodních sjezdů 
a konferencí. Přednášel mnohokráte v cizině na různých universitách jako host. 
Napsal na 100 recensí do časopisů: Zentralblatt fur Mathematik, Mathematical 
Reviews a Pecpepamuemiů Mcypnaji-MameMamum. Kromě toho napsal řadu. 
referátů (často velmi obsáhlých) o nových knihách do Časopisu pro pěsto
vání matematiky a fysiky a jinde. 

Za svoje vynikající vědecké zásluhy a tvůrčí vědeckou činnost byl v roce 
1952 poctěn státní cenou. 

Přejdeme nyní k podrobnějšímu hodnocení Jarníkovy vědecké činnost i . 
Přesto, že vědecká činnost Jarníkova je — jak uvidíme — všestranná, lze 

přece vyznačit dosti přesně ty směry matematického bádání, které v Jarní-
kových vědeckých pracích zřetelně převládají. 

Pobyt na universitě v Góttingen a vliv tamního výborného učitele a vědce 
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světového jména Edmunda Landaua způsobil, že Jarník podstatnou část své 
vědecké produkce věnuje těm otázkám t h e o r i e čísel , které souvisí velmi 
úzce s jinými obory matematiky, jako na př. s matematickou analysou a s geo
metrií, tomu okruhu otázek a problémů, které se často shrnují pod názvem 
theorie mřížových bodů a geometrie čísel. Zde je třeba trochu bližšího vysvětlení, 
neboť každý z těchto dvou názvů vyvolává někdy tutéž představu. Kdežto 
Landau v druhém dílu své základní monografie „Vorlesungen uber Zahlen-
theorie" (Leipzig, 1927) na str. 183 jasně (a myslíme, že právem) řadí theorii 
mřížových bodů do geometrické theorie čísel, řadí mnozí matematici tu to 
theorii spíše do analytické theorie čísel. Od této partie theorie čísel je nutno 
odlišiti geometrii čísel, za jejíhož zakladatele se považuje MINKOV/SKI, který ve 
svém fundamentálním díle „Geometrie der ZahlenC£ (Leipzig und Berlin, 1910) 
zabývá se jinou problematikou, než je uvedena v kapitole o mřížových bodech 
v monografii Landauově (Landau také v této kapitole nikde Minkowského 
necituje). 

Pod pojmem mřížového bodu (v užším smyslu) představujeme si v n-di-
mensionálním kartézském prostoru bod x = (xl9 x29 ..., xn)9 jehož všechny sou
řadnice jsou čísla celá. Zatím co do theorie mřížových bodů řadíme dnes spíše 
práce týkající se asymptotických odhadů počtu mřížových bodů, které padnou 
do jistého geometrického tělesa, zvětšujícího se v daném prostoru s rostoucím 
parametrem í™> oo, řadíme do geometrie čísel spíše problémy existenčního 
rázu, kde jde o to, zda do daného geometrického tělesa padnou mřížové body, 
které j sou eventuálně v j istých vzájemných vztazích. V tomto druhém případě lze 
pak provést eventuálně i další dělení podle toho, zda při vytčení daného pro
blému spíše vyzdvihujeme geometrický tvar vyšetřovaného tělesa (pak jde 
o vlastní geometrii čísel) nebo spíše aritmetické nerovnosti, kterými je daný 
útvar charakterisován, a kdy pak vlastně jde o existenci řešení nebo o existenci 
jistého (třeba nekonečného) počtu řešení daných nerovností systémem celých 
čísel. Tuto problematiku pak často shrnujeme do theorie diofantických ne
rovností, jejíž částí je theorie diofantických aproximací, zabývající se apro-
ximativním řešením ,,rovnicí£ celými čísly. Zde pak vystupují do popředí 
otázky týkající se ?,míry přesnosti", s kterou lze danému systému rovnic 
vyhovět. Můžeme hned prozradit, že Jarníkovy práce zapadají do všech těchto 
oborů a že si jimi právem dobyl velmi čestného místa na světovém foru. 

Do theorie mřížových bodů, která podstatnou měrou používá jemných 
pomůcek matematické analysy, a proto se řadí do analytické theorie čísel, 
lze zařadit těchto 28 Jarníkových prací (číslováno podle připojeného seznamu): 
7, 8, 9, 12, 16 až 22, 24, 27, 31 až 34, 38, 40, 45, 67 až 71, B 1, B 2, B 4. 
Poněvadž pak práce, spadající do vlastní geometrie čísel a do theorie dio
fantických aproximací, nelze již tak dobře od sebe rozlišit, shrnujeme je zde 
do jedné kategorie. J e to 28 prací: 26, 30, 35, 36, 37, 53, 54, 56, 58, 59, 60, 
62 až 66, 72 až 78, 81, 83, 84, B 3, B 5. 
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Dalším velmi důležitým polem Jarníkovy vědecké činnosti je t h e o r i e 
r e á l n ý c h f u n k c í , zvláště ta část, která se zabývá studiem derivovaných 
čísel. Sem lze snad zařadit těchto 20 Jarníkových prací: 2, 4, 5, 6, 10, 39, 41, 42, 
44, 46, 47, 48, 52, 55, 57, 80, 82, C 2, D 8, D 33. 

Ostatní Jarníkovy práce nelze již dělit na kompaktnější celky, neboť zapadají 
porůznu do nejrozmanitějších oborů matematiky. 

Jedním z oborů, k jehož rozvoji Jarník přispěl svými pracemi nejvíce, je 
beze sporu t h e o r i e m ř í ž o v ý c h b o d ů . Vysvětlíme nejprve stručně, o jakou 
problematiku jde v tomto úseku analytické theorie čísel. Budiž Bn n-dimensio-
nální reálný kartézský prostor, t. j . prostor, jehož body x jsou uspořádané 
n-tice reálných čísel (xl9 x2> ..., xn) s obvyklou metrikou. Pro jednoduché ope
race (sčítání bodů a násobení bodů číslem) budeme používat obvyklého označení, 
známého z vektorového počtu. Představme si „geometrické těleso í£ K(t) v*2řn, 
závislé na reálném kladném parametru t, jehož rozměry s rostoucím parametrem 
t -» co rostou do nekonečna. Jedním z úkolů theorie mřížových bodů je určit, 
aspoň asymptoticky, odhad pro počet G(t) mřížových bodů ležících v tělese 
K(t) pro velká t. J e jasné, že řešení tohoto úkolu a použité metody budou pod
statně závislé na konkrétním tvaru tělesa K(t). Nemělo by proto smysl zabývat 
se t ímto problémem v uvedené obecnosti. Uvedeme tudíž nejprve jistou spe
ciální třídu těles, která v theorii mřížových bodů se vyskytuje velmi často. 

Budiž K konvexní a omezené geometrické těleso v ižn, v němž počátek je 
bodem vnitřním. Definujme bodovou funkci F(x) takto: .F(O) = 0; je-li x =# 0, 
určeme nejprve kladné číslo X(x) tak, aby pro 0 íg JU < X(x) bylo /JLX e K a pro 
JJ, > X(x) bylo pxiione K(K je konvexní!). Klaďme pak F(x) = ljX(x). Názorně, 
avšak trochu nepřesně řečeno, je F(x) homogenní bodová funkce (F(X . x) = 
= XF(x) pro X 2^ 0) taková, že F(x) = 1 představuje ,,rovnici" plochy omezu
jící dané těleso K. Přitom vnitřní body x tělesa K jsou charakterisovány pod
mínkou F(x) < 1 a vnější body podmínkou F(x) > 1. Je-li K těleso uzavřené, 
jak budeme dáíe předpokládat, lze charakterisovat jeho body x právě nerov
ností F(x) ^ 1. Je-li K(t) těleso vzniklé z K homothetickou transformací 
o středu v počátku a o poloměru homothetie t (t > Q)s jsou jeho body x zřejmě 
charakterisovány nerovností F(x) ^ t. 

Z geometrického názoru je celkem jasné, že v prvém přiblížení je počet 
G(t) mřížových bodů (tedy počet celočíselných systémů (x19 x%, . . ., xn) vyho
vujících nerovnosti F(x) ^ t) roven objemu V(t) tělesa K(t). Tato věc je ryze 
geometrická a má s vlastní theorii čísel velmi málo společného, i když uvedená 
formulace (jde o řešení nerovnosti F(x) á * celými čísly) je číselně theoretická. 
Naproti tomu úvahy vedoucí k vyšetření odchylky P(t) = G(t) — V(t) jsou 
již někdy velmi' subtilní a těžké, závisí velmi podstatně na „aritmetických" 
vlastnostech funkce F(x), definující základní těleso K, a budily proto 
zájem mnoha nejpřednějších číselných theoretiků. Ke studiu těchto 
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otázek pro různé speciální funkce F(x) je třeba bohatých znalostí jednak 
vlastní klasické theqrie čísel, jednak rozmanitých metod matematické analysy, 
které v tomto úseku matematiky najdou široké uplatnění. Byla to právě tato 
synthesa úvah aritmetických (kde — jak známo — vlastnosti vyšetřovaných 
objektů, na př. čísel celých, se mění skokem) s úvahami analytickými (kde 
vlastnosti vyšetřovaných objektů spojitě závisí na parametrech je určujících), 
která lákala Jarníka a přivedla ho též vlivem jeho učitele E. Landaua k tomuto 
velmi těžkému oboru. Jarník zde navázal na práce vynikajících světových 
matematiků, jako jsou van der CORPUT, HARDY, LANDATJ, LITTLEWOOD, Vusro-
G-RADOV, WALEISZ a j . ; a dospěl k výsledkům, které ho řadí jasně mezi ně. 
Možno dokonce říci, že se Jarník pouštěl s úspěchem do řešení mnoha těch 
nejsubtilnějších otázek tohoto oboru, k jejichž rozboru se ostatní vůbec ne
odhodlali, a dospěl zde k četným výsledkům, které do dnešního dne nebyly 
překonány . J e proto právem pokládán za jednoho z nejvýznačnějších světo
vých representantů tohoto oboru. 

Rozebrat důkladně Jarníkovu činnost na tomto poli, upozornit n a všechny 
potíže, které musel odstranit, chtěl-li dospět ke kýženým výsledkům, nelze 
provést v rámci jednoho článku. Musíme se proto omezit na jistý výběr, který 
aspoň trochu dovolí nahlédnout do složité kuchyně, ve které tyto práce vzni
kaly. Co se týče podrobnějších rozborů, nutno odkázat na referáty obsažené 
v recensních časopisech, hlavně v časopise ZentTalblatt filr Mathematik, kde 
skoro v každém ročníku nalezneme referáty o pracích Jarníkových z tohoto 
oboru, vyšlé z pera odpovědnějších znalců. 

Pokud pak se týče zevrubnějšího rozboru problematiky, o kterou zde běží, 
a potíží, které zde vznikají, odkazujeme čtenáře na článek Arnolda Walfisze, 
n a d jiné povolaného autora a úzkého spolupracovníka našeho jubilanta, 
článek, který vyšel v našem Časopisu pro pěstování matematiky a fysiky, roč. 
L I X , v r. 1929, kde v rozšířeném znění je podán referát, který autor přednesl 
ve Varšavě na 1. sjezdu slovanských matematiků dne 26. září 1929. 

Jedním z nejstarších případů vyšetřovaných v theorii mřížových bodů 
j e případ, kdy základním tělesem K je koule o středu v počátku. V tomto 
případě jde tedy v podstatě o asymptotické vyjádření počtu A(y) mřížových 
bodů čili celočíselných řešení vyhovujících nerovnosti x\ + x\ + ..". + x* ^ y 
p r o velká y. Přirozeným zobecněním dospíváme k nerovnosti Q(x) ig y, kde 

n 

Q(x) = Q(x19 x2> ..., xn) = 2 ®ikxixk je kvadratická forma positivně definitní. 

Objem elipsoidu Q(x) ^ y při daném y je dán vzorcem 

m - F,<y) = — ^ r , 
'. VSr^ + i) 

k d e D je diskriminant dané kvadratické formy. Jak jsme již dříve řekli, je 
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velmi názorné a bylo dokázáno po prvé EISEHSTEINEM, že lim A(y)/V(y) = V 

Kdežto funkce V(ž/) se mění spojitě, je A(y) aritmetická funkce po částech 
konstantní, která má na př. v případě celočíselných aik diskontinuity nejvýše 
v bodech celočíselných. Je však také celkem patrno, že vyšetřování odhadu 
rozdílu ?(y) = ?q(y) = A(y) — V(y) bude již úkol značně delikátnější. To se 
také skutečně ukazuje při podrobnějším studiu, a proto mnoho vynikajících 
číselných theoretiků zaměřilo svá bádání právě k této otázce. Je pochopitelné, 
že mnoho matematiků zkoumalo nejprve některé speciální případy, kdy koe
ficienty aik dané kvadratické formy měly speciální hodnoty (na př. již zmíněný 
problém koule). Bylo to způsobeno jednak tím, že problém ve své obecnosti 
je značně těžký a že se zdálo účelnějším získat nejprve výsledky orientační, 
jednak tím, že odhad zbytku — jak ještě uvidíme — značně závisí právě na 
aritmetických vlastnostech vzájemných poměrů koeficientů aik. Že i v pozdější 
fázi vývoje této otázky bylo mnoho prací zaměřeno ke studiu speciálních pří
padů, zejména malých dimensí (na př. kruhu), bylo způsobeno zajímavým 
faktem, že právě tyto případy, které se nejvíce vnucují, jsou značně těžší. 
Dále se ukázalo účelné zabývat se otázkou „řádu6* rozdílu ?(y) pro velká y 
nejen v tom smyslu, že se hledaly asymptotické vzorce platné pro všechna y, 

y 

nýbrž též ve smyslu zkoumání průměrných odchylek — l \?(u)\ň.u nebo 
/ v o 

\ L I ?2(u) áu3 kdy odstraňujeme vliv „ojedinělých" hodnot y, pro které 

aritmetická funkce A(y) se značně odchyluje od středního průběhu platného 
pro „většinu'c hodnot y. 

Jak jsme se již před chvílí zmínili, jedním z prvních případů, pro které byl 
vyšetřován počet mřížových bodů, byl případ koule nebo pro n = 2 případ 
kruhu. Abychom mohli snadno formulovat výsledky v tomto oboru matema
tiky, je výhodné používat tohoto běžného označení (funkce f(x) a g(x) jsou 
definované pro všechna dosti velká x, tedy pro x ~> oo, při čemž g(x) je funkce 
kladná): f(x) = 0(g(x)) značí \f(x)\ < Kg(x) pro jistou kladnou konstantu 

f(x) 
K; f(x) = o(g(x)) značí lim --y-y = 0 a f(x) = Í2(g(x)) je logický zápor ke vztahu 

ÍC->OO 9(X) 

f(x) = o(g(x)). První hlubší výsledek pro kruh odvodil r. 1906 polský matema
tik SIEBPIŘSKI, který dokázal, že ?(x) = 0(xi). Trvalo celých 16 let, než se 
holandskému matematikovi van der Corputovi podařilo snížit (celkem však 
nepatrně, přes použití velmi komplikovaného matematického aparátu) expo
nent -J v odhadu zbytkového členu -?(x). Další snižování exponentu čili zlepšo
váni odhadu pro ?(x) naráželo čím dále tím na větší potíže a není uspokojivě 
rozřešeno dodnes. Aby bylo vidět, kam až snad lze se zlepšováním ,,řáduCÍ 

zbytku ?(x) dospět, bylo účelné pokusit se též o odhady zdola pro ?(x). Tak 
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H a r d y a Landau 1915 dokázali, že P(x) = Q(xí). Z tohoto výsledku je vidět2), 
. že exponent | v horním odhadu pro P(x) nelze snížit pod \. Vysvítá z toho 
důležitost dolních odhadů v té to problematice. Jarník v práci 7 ukázal, že dolní 
odhad uvedený Landauem platí pro daleko širší kategorii oborů, než je velmi 
speciální kruh. Pro průběh funkce P(x) dokázal mimo jiné, že diference 
P(x) = A(x) — V(x) mění při x rostoucím do nekonečna neustále svoje zname

ní, při čemž na ,,oběří strany dosahuje výše řádu alespoň xi. Vzniká proto prá
vem otázka, zda tato diference nejeví snad známky jisté periodicity. Touto 
otázkou aspoň pro kruh se zabývá Jarník v práci 8. Používá přitom bohatě 
a velmi účinně asymptotických vlastností Besselových funkcí. Velmi pozoru
hodná je práce 9. Van der Corput všiml si totiž a dokázal, že odhad P(x) = 
=- 0(xi), který pro kruh dokázal Sierpinski, platí pro daleko obecnější kate
gorii konvexních oborů v rovině, omezených uzavřenými křivkami, jejichž 
poloměr křivosti se zvětšujícím se oborem roste nejvýše tak rychle jako v pří
padě kruhu. Zdálo by se proto na prvý pohled, že okolnost, že v případě kruhu 
lze exponent -J v horním odhadu snížit (van der Corput), dá se přenést i na 
případ právě zmíněných obecnějších oborů. Zde však Jarník v práci 9 jasně 
ukázal, že tomu tak není, že totiž existují konvexní obory uvedených typů, 
pro které P(x) = Q(x%). Tato skutečnost vyvolala tak značnou pozornost mezi 
číselnými theoretiky, že slavný Landau se na ni soustřeďuje v úvodním pře
hledu k rozsáhlé kapitole pojednávající o mřížových bodech ve svém dnes již kla
sickém trojsvazkovém díle ,,Vorlesungen uber Zahlentheorie" a charakterisuje 
t u t o okolnost jako okolnost, která vnesla úplný chaos do bádání v tomto oboru, 
chaos v tom smyslu, že domněnky, které se zdály být na základě podrobných 
rozborů příslušných důkazů velmi plausibilní, ukázaly se nakonec falešnými. 
N a tuto okolnost upozorňuje i sovětský matematik J . V. L I N N I K V komentáři 
k práci G.F. VORONÉHO: 0 6 OÍLHOH 3a,a;aHHH3 TeopHH acHMnTOTHHecKHx $VHK-
rjpaií v I I . díle sebraných spisů Voroného. 

Všimněme si nyní blíže případu, že dané základní těleso je elipsoid o osách 
rovnoběžných s osami souřadnicovými, že tedy běží o vyšetření počtu A(y) 
celočíselných řešení nerovnosti Q(x) gj y, kde Q(x) = octx\ + a2x\ + ... + anx^ 

-ì 
2~ pro OÍÍ > 0. Roku 1905 dokázal Minkowski, že P(x) = 0(x a ), r. 1915 

Landau pak n n 

P(x) = 0(xT~^r~), (1) 

což odpovídá zmíněnému již odhadu Sierpiňského z r. 1906, Pokud se týče 
odhadu zdola, dokázal Landau v r. 1924, že 

n - l 

?(z) = Q(x~r) ; . (2) 
2) Prosíme čtenáře za prominutí, že nebudeme citované výsledky formulovat úplně 

exaktně. Nedá se to provést, neměl-li by se tento článek rozrůst do přílišných rozměrů. 
Výsledky jsou uváděny jen v hrubých obrysech pro prvou orientaci. 
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v roce 1926 SZEGO zlepšil tento dolní odhad o logaritmický faktor. Pro speciální 
případ n = 4-dimensionální koule (ott = 1) obdržel r. 1924 Landau výsledek 

P(x) = 0(x log x) (3) 

a r. 1927 Walfisz dokonce 

P(,) = OLr^j. (4) 
\ log log x) 

Dostal se tak „řád", který je „prakticky' ' o \ nižší než obecný odhad (1). Při
t o m bylo použito daleko účinnější metody hodící se však v podstatě jen na 
tento speciální případ. Prosíme čtenáře, aby si laskavě všiml, jaký boj zde byl 
sváděn o každý nepatrný zlomek v exponentu nebo dokonce jen o logaritmický 
faktor v příslušném odhadu. Tento problém byl dále sledován pro celočíselné 
koeficienty a ť velmi účinnou metodou — opírající se o t . z v. singulární řa
du — kterou vypracovali známí matematici H A R B Y a LITTLBWOOD. Tak 
se podařilo Landauovi pro n = 4 dostat odhad 

P(x) = 0(x log2 x) , (5) 

který byl „po velkém boji" KLOOSTEBMANEM zostřen na (3) a WALEISZEM 
n a (4). 

Pro celočíselné formy vyšší dimense dávala tato metoda horní odhad 

P(x) = 0(x1'1), (6) 

který je asymptoticky (pro n -> oo) stejný jako odhad (1), platný pro všechny 
uvažované formy Q. Vznikala proto právem otázka, zdali lze vůbec ještě 
v případě celočíselných Q snížit řád zbytku P(x). Víme totiž, že jediný známý 
dolní odhad pro P(x) platný pro všechna Q, který právem — vzhledem k jedno
duchosti a průhlednosti metody důkazu —- vyvolával domněnku, že je defi
nitivní, byl odhad (2), který stále sváděl — jak dnes víme — k beznadějným 
pokusům snížit aspoň o něco exponent n/2 — 1 v horních odhadech v případě 
celočíselných forem. Tuto nejistotu rázem odstranil Jarník, když v diskusi 
s Landauem v r. 1925 upozornil na okolnost, která — přesto, že se dala celkem 
elementárně ukázat — unikla pozornosti předních matematiků zabývajících 
se touto problematikou, že totiž tento horní odhad je definitivní, neboť platí 

n 

P(x) = D(x""1) (1) 

pro celočíselné formy Q. 

Když byl takto problém racionálních elipsoidů aspoň pro vyšší dimense 
(přesněji pro n ^ 5 úplně a pro n = 4 až na logaritmický faktor) rozřešen, 
t ím více vstoupil do popředí zájem o „iracionální" elipsoidy, t. j , o případ, 
kdy poměry koeficientů txř- nejsou racionální. V těchto případech vypověděla 
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velmi účinná Hardyho metoda takřka úplně službu, neboť jejím základem je 
vyšetřování potenční řady 

•f 00 

konvergentní v jednotkovém kruhu. Některé speciální případy iracionální 
(označme je (9)) daly se sice po velkých útrapách zvládnout i touto metodou 
(tak Walfisz v r. 1927 obdržel pro jeden takový speciální případ a pro n ^ 10 
odhad 

n 

P(X) = ótf'1) 9 (10) 

který jasně ukázal naprosto rozdílné chovám elipsoidů racionálních a iracio
nálních), avšak podstatného kroku kupředu se tím nedocílilo. Walfisz — 
vědec nad jiné v tomto oboru povolaný — sám v nahoře citovaném článku 
k tomu podotýká toto (citováno doslovně): „Ačkoliv tedy odhady (33) a (34) 
(rozuměj odhady pro případy (9)) přinesly jistý průhled do theorie mřížových 
bodů v iracionálních elipsoidech, bylo přece jen hned od začátku zřejmo, že 
myšlenkový jDochod k nim vedoucí tvořil jen jakýsi orientační prostředek 
z nedostatku lepšího. Bylo tedy nutno hodit singulární řadu přes palubu 
a nalézti něco docela jiného. Myslil jsem, že to ještě nějakou dobu potrvá. 
Tím více mě překvapily — a jistě ne mě samotného — objevy Jarníkovy. 
V řadě pojednání, jejichž publikace se datuje od středu minulého roku (rozu
měj rok 1928) a které originalitou, hloubkou myšlenek a technickým prove
dením se čítají k nejpozoruhodnějším pracím moderního bádání, ujal se Jarník 
s^velmi vydatnými pomocnými prostředky problému a obdržel t a k celou řadu 
výsledků překvapující přesnosti". Potud citace. 

Naznačíme aspoň několika slovy základní myšlenku prací Jarníkových 
z této doby. Místo potenční řady (8) (kde nutně musí být Q číslo celé) 
vyšetřuje Jarník řadu 

©(s) = 0Q(s) = 2 e-'Q<**>">**) (II) 

komplexní proměnné s, konvergující, a to absolutně, když reálná Část 3í(8) > 0. 
00 

Tato řada má tvar 0(s) = ]> <x>&~Xi* > kde A-, < Xx < . . . < Ák < . . . -> oo 
» = i 

je posloupnost všech hodnot, kterých Q(x) může nabýt pro celočíselné systémy 
xs a a£ značí, kolikrát Q(x) hodnoty Ať nabývá. Je známo a snadno se zjistí 
(a reálné, u > 0, integrační dráha je přímka rovnoběžná s imaginární osou), 
že 

t*-fťce 

JL f 
2лi J 

e*s /l , pro OІ > 0 

5 ^O j pro % < 0 
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Je tedy pro dané reálné y různé od všech Xi 
u + ioo 

±, f 0{s) fl ds = ^ a( , 
u-ica 

což představuje počet celočíselných řešení nerovností Q(x) fg y, tedy vyšetřo
vanou funkci A(y). K vyšetření uvedeného integrálu (který nezávisí na u > 0) 
je účelné —• jak ukazuje Jarník -— volit integrační dráhu v blízkosti imaginární 

osy, přesněji řečeno, volit u = — . Aby určil hodnotu tohoto integrálu, dělí 

Jarník vhodně integrační dráhu na tři intervaly, z nichž prostřední (konečný) 
je rozložen symetricky vzhledem k reálné ose. Při odhadu těchto tří částí 
dostaneme (zhruba řečeno) pro střední část objem V(y) elipsoidu Q, tedy hlavní 
člen v odhadu funkce A(y), zbývající dvě části dávají pak v podstatě zbytkový 
člen P(y). Tyto zbývající integrační dráhy dělí pak Jarník dále t. zv. Fareyo-
vými] zlomky (pro dané číslo t > 0 je soustava Fareyových zlomků tvořena 
všemi zlomky s čitateli a jmenovateli celočíselnými (ve tvaru zkráceném), 
pro které jmenovatel je kladný a nejvýše roven číslu i) na intervaly částečné, 
v nichž provádí odhad integrálu. Přitom užívá transformačních vlastností 
thetafunkcí. 

Není možno zde podrobně rozebrat tuto metodu ani její pozdější velmi 
účinné modifikace, není ani možno uvést zde v plném znění hlavní výsledky, 
ke kterým Jarník dospěl v theorii mřížových bodů. Vybereme jen některé 
výsledky spíše pro ilustraci, při čemž kriteriem výběru bude spíše snadná 
formulace než hloubka uvedených výsledků v rámci celé theorie. 

V práci 18 vyšetřuje Jarník kvadratické formy tvaru 

Q(x) = focixl, (12) 
i = l 

kde koeficienty a£ mohou býti libovolná kladná čísla. Dokazuje pro ně tyto 
výsledky: 

n 
PQ(V) = 0(y2 log y) pro % > 4 , 

n 

P$(y)= O í / ^ l o g í y ) pro n = 4 . 

Naproti tomu ukázal, že pro skoro všechna ocť ('<%*} pokládáme za body n-di-
mensionálního kartézského prostoru s obvyklou definicí Lebesgueovy míry) 

n 

platí ?(y) = 0(yk ) pro každé e > 0. Zajímavé je sledovat případy přechodné, 
t. j . formy tvaru 

Q(x) = px(xt + ... + x\) + /? 2(<+ 1 + ... + < ) + .,. 

... + W s L , . i + ..- + * ! , ) , . (13) 

474. 



kde j8ť jsou libovolná kladná čísla. Těmito případy se Jarník v této práci rovněž 
zabývá a dospívá ,,řádověcc k definitivním Q-výsledkům, pokud se týěe všech 
forem, a k definitivním O-výsledkům, pokud se týče skoro všech forem. 

V práci 19 zobecňuje Jarník výsledek Walfiszův a dokazuje, že pro formy 
oc • (12), kde aspoň jeden z poměrů — je iracionální a kde n jg; 6, platí ?q(y) = 

n 

= % í _ 1 ) -
V práci 22 a zejména pak v pracích 68 a 69 zabývá se Jarník opět případem 

(13), a to nikoliv v celé jeho obecnosti, nýbrž pouze případem r = 2, zato však 
jde do velké hloubky a studuje otázku zbytku ?Q(y) v závislosti na aritmetic-

o 

kém charakteru podílu ~ , který zachycuje pomocí rozvoje tohoto podílu v řetě-
Pi 

zový zlomek. Tyto práce patří mezi nejvýznačnější Jarníkovy práce vůbec 
Aby aspoň jakési světlo bylo vrženo do mezery, která ční mezi O a _Q-od-

hadem zbytku ?(y) zvláště pro malá n, studuje Jarník v pracích 33 a 34 opět 
formy tvaru (12) a vyšetřuje střední hodnotu zbytkového členu, tedy T(x) = 

-— l / _ I p2(̂ ) &y, Dostává tyto výsledky, které byly v pracích 70, 71 ještě 

» o 
dále zostřeny. 

T(x) = 0(xl log2 x) , T(x) = Q(ač) pro n = 2 , 

T(x) = 0(a?4 log x) , T(x) = Q(x*) pro n = 3 a 
n w - 1 

2 » = 0(x*~l) , T(a;) = Q(xT~) pro w ^ 4 . 

Pro racionální formy a pro n Sg 4 dostává .T(ÍE) = i3(tr
w/2"1). Pro skoro všechny 

formy (12) dostává pak tento výsledek 
n - i 3 + 3n 

T(x) = O^"1™ l o g " a;) . 

Až na logaritmický faktor a pokud se střední hodnoty zbytku ?(y) týěe, do
stává se tak Jarník k odhadům definitivním, které ku podivu právě pro malá n 
nezávisí na aritmetickém charakteru koeficientů. 

Ze všech těchto úvah vyplývá, že aspoň v jistých speciálních třídách kva
dratických forem (daných na př. tvarem (13)) nejvyšší ,,pravýcc řád zbytku 
?(y) dávají formy racionální, naproti tomu, že skoro všechny formy dávají 
„pravýcc řád zbytku nejnižší. Vzniká proto otázka, zda existují vhodné ,,mezi-
formyÍC, které by odpovídaly předepsanému „pravémuCÍ řádu zbytku P(y). 
Touto otázkou se zabývá Jarník v práci 45, kde k důkazu existence takových 
forem používá s velkým úspěchem jemnější Hausdorffovy míry, o jejímž 
použití v theorii diofantických aproximací promluvíme později. 
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Přistupme nyní k rozboru Jarníkových prací z theor ie diofant ických 
aproximací . Naznačíme nejprve několika slovy, o jakou problematiku zde 
jde, a vysvětlíme některé pojmy, které se vyskytují v těchto pracích. 

První otázka, která se v této theorii vnucuje, je otázka po aproximaci čísel 
p iracionálních 0 čísly racionálními, tedy zlomky tvaru ™, kde p, q jsou čísla 

celá, q > 0. Je jasné, že snahou zde bude docílit co možmá nejlepší aproximace, 

tedy co možná nejmenšího rozdílu -t 
ч 

. Takto formulovaná otázka nemá 

ovšem velký smysl, když víme, že každé číslo reálné lze s libovolnou přesností 

aproximovat číslem racionálním. Je proto nutné si všimnout rozdílu - p_ 

íг 
ve vztahu k velikosti čitatele a jmenovatele (zde stačí se omezit na velikost 
jmenovatele, neboť jen při trochu lepších aproximacích je velikost čitatele 
p == q@, tedy při daném O přibližně úměrná velikosti jmenovatele) v použitém 

p zlomku — . Zkrátka žádat, aby diference 
í 

vatel použitého zlomku nebyl velký. Vzniká tím přirozená otázka, zda lze při 
dané aproximační funkci ip(q) (která konverguje k nule pro q ~> co) celými čísly 

0 - 2 byla malá a přitom jmeno-

p,q (q> 0) vyhovět nerovnosti -* < ip(q) pro libovolně vysoká q, přes

něji, zda ke každému A existuje q ^ A tak, že daná nerovnost je splněna, 
nebo — což je totéž pro iracionální 0 — zda tato nerovnost má nekonečně 
mnoho celočíselných řešení. Přirozeným zobecněním vzniká problém současné 

aproximace několika iracionálních čísel 0X, <92, ..., 0n racionálními čísly — 

(i = 1, 2, ..., n) o společném jmenovateli q > 0. Příslušné nerovnosti lze psát 
též ve tvaru 

\q0i- Pi\ <qipi(q) = <pt(q) , 

kde <pi můžeme nazvat aproximační funkcí. Jde zde tedy o aproximativní 
řešení systému lineárních rovnic q0{ — p{ = 0 celými čísly p19 p%, ... ? pn> q 
při daných 0{. Odtud pak je jen krůček k obecné formulaci základního pro
blému theorie lineárních diofantických aproximací. 

Budiž dána soustava n lineárních výrazů (<xik a pt jsou daná reálná čísla) 
m 

Li s - 2 oci1cxk — pt — yt (i = 1, ..., n) (14) 
&=i 

v proměnných sclf x2í ..^xm,yl3 y_, ..., yn a skladných funkcí <Pi(t) definovaných 
a konvergujících monotónně k nule pro t -> oo. Pro jednoduchost předpoklá
dejme, že systém rovnic L{ = 0 má jen konečný počet celočíselných řešení 
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v x, y. V theorii lineárních diofantických aproximací jde o to, zda existují 
celočíselná řešení v x, y systému nerovností 

\L{\<Vi(t) (i= 1,2;...,%), (15) 

při čemž samozřejmě musíme klást ještě vedlejší podmínku ve tvaru závislosti 
velikosti \xJc\ na t, na příklad tak, že žádáme, aby t. zv. výška tohoto řešení 

X = Max \xk\ (16) 

nepřekročila parametr t> tedy aby bylo 

X ^ t . (17) 

Z toho vznikají dvě základní úlohy. 

Ú k o l (A): Nalézti kriteria pro existenci nebo neexistenci řešení nerovností 
(15) a (17) celočíselnými systémy x, y pro všechna t ~> oo. 

Ú k o l (B): Nalézti kriteria pro existenci nebo neexistenci celočíselných ře
šení vztahů (15) a (17) pro posloupnost hodnot td -> oo. Jinými slovy zde žá
dáme, aby pro libovolně velká A existovaly celočíselné systémy x, y tak, že 
t = X = Max \xk\ ^ A a přitom bylo \Lt\ < q>i(X). V tomto případě říkáme, 
že systém (14) připouští aproximaci {q>i(t)}. 

J e samozřejmé, že lze sestavit mnoho rozmanitých variant těchto úkolů 
a formulovat úkoly další. Mezi úkoly (A) a (B) je ovšem velmi úzký impli-
kační vztah, který nebudeme však zde rozebírat. Podotýkáme pouze, že zá
kladní aproximační úloha pro jedno nebo více reálných čísel 0f tak, jak byla 
před chvílí formulována, odpovídá xikolu (B). 

Uveďme ještě tuto terminologii. Jestliže čísla /}* vyskytující se ve výrazech 
(14) jsou vesměs rovna nule nebo — což je pro řešení uvedených úkolů stejné — 
jsou rovna vesměs číslům celým, nazýváme příslušné problémy homogenními, 
jinak problémy nehomogenními. Uveďme ještě jednu okolnost. V literatuře 
pojednávající o diofantických aproximacích byly dříve vyšetřovány hlavně 
tyto dva případy: Matice koeficientů {ocik} 

a) má jen jeden sloupec (m = 1); t u jde zřejmě -— v případě problému 
homogenního —- o případ v úvodě naznačený, tedy o případ simultánní apro
ximace několika čísel reálných; 

b) m á jen jeden řádek {n = 1). 
Dále pak velmi často se volívají všechny aproximační funkce q>i(t) stejné 
a klademe pak q>i(ť) = q>(ť) pro i = 1, 2, ..., n. . 

Uveďme nejprve pro orientaci základní výsledek této theorie vyjádřený 
větou Dirichlet-Kroneckerovou. Je-li systém (14) homogenní, připouští vždy 
aproximaci 

?>(<) = - « ' ( 1 8 ) 

ť' 
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Nemělo by tedy celkem smysl studovat zde aproximační funkce <p(t), které 
konvergují „pomaleji'c k nule než (18). 

V případě n = m = 1 plyne z Dirichlet-Kroneckerovy věty, že všechna 
iracionální čísla 0 připouštějí aproximaci 1/ř (dokonce — HURWITZ —- l/čj/5). 
Tuto aproximační funkci nelze obecně „zlepšiťc. Pomocí theorie řetězových 
zlomků lze však snadno sestrojit iracionální číslo 0, které připouští libovolně 
předepsanou aproximaci <p(t), avšak nepřipouští aproximaci v jistém smyslu 
„lepší", t, j . připouští „právěcc aproximaci <p(t). V případě nm > 1 nemáme 
pro vyšetřování podobných otázek prostředek analogický a tak mocný, jakým 
je theorie řetězových zlomků. Zde lze však při vyšetřování existenčních otázek 
vyjít ze skutečnosti, že množina čísel 0 (nebo množina bodů (0X, ... , 0n) 
v eukleidovském ^-dimensionálním prostoru) připouštějících aproximační 
funkci <p(ť) se zvětšující se rychlostí konvergence funkce <p(ť) (k nule) se zmenšu
je, zachytit dále vhodným způsobem „velikost" této množiny a použít pak 
těchto výsledků k řešení různých existenčních otázek. Ostatně studium 
otázek závislosti „velikosti" uvedených množin na funkci <p(t) je samo o sobě 
zajímavé i v případě n = m = 1. Jarník proto věnuje tomuto studiu velkou 
pozornost a dociluje zde pozoruhodných výsledků. Jistý pohled na tento 
problém vrhá již Chinčinova věta, která říká, že skoro všechna 0 ve smyslu 
Lebesgueovy theorie míry připouštějí, resp. nepřipouštějí danou (dosti obec-

00 

nou3) aproximaci <p(t), jestliže f<p(t)dt je divergentní, resp. konvergentní. 
00 

V případě simultánních aproximací platí obdobná věta, pouze integrál / <p(t) dt 
00 

nahradí se integrálem J<pn(t) dt. Tak v případě aproximačních funkcí typu moc
niny l/ts je toto rozhraní (pro n = 1) dáno exponentem s = l, tedy skoro 
všechna 0 připouštějí aproximaci „právě" Ift. 

Jak je z toho vidět, je prostředek charakterisovat „velikosťc množiny po
mocí Lebesgueovy míry pro tyto účely dosti hrubý, když nedocilujeme zde 
odstupňování velikosti těchto množin ani pro různé aproximační exponenty s. 
Je proto třeba nahradit jej prostředkem jemnějším. To se Jamíkovi skutečně 
podařilo. Pro jemnější klasifikaci množin Lebesgueovy míry nulové použil 
Jarník míry Hausdorffovy, se kterou jsme se jíž setkali v jedné jeho práci 
z theorie mřížových bodů. 

Budiž dána pro x > O rostoucí a spojitá t. zv. měřicí funkce X(x), pro kterou 
X(x) ~> O, když x -»• O, a nějaká množina^ A bodů v kartézském (pro jednodu
chost jednodimensionálním) prostoru. V případě Hausdorffovy míry L(A; X(x)) 
dané množiny A vzhledem k měřicí funkci X(x) jde v podstatě o to, že 
neměříme „délku" množiny A celkovou délkou intervalů „těsně" pokrýva-

3) T. j . libovolnou funkci až na jisté podmínky monotonie, které pro celkový pohled 
do této theorie nejsou podstatné, a proto je neuvádíme. Rovněž v dalším přejdeme takové 
podmínky mlčky. 
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jících množinu A tak, jak je tomu u míry Lebesgueovy, nýbrž že místo délky 
d každého intervalu vezmeme délku transformovanou měřicí funkcí X, tedy X(d). 
Přesněji: Pro dané e > 0 definujeme Le(A; X(x)) jako infimum všech součtů 
2*M<#«) vztahujících se na všechna možná pokrytí nejvýše spočetným množ-
i 

stvím otevřených intervalů o délkách dx> d2, Hausdorffovu míru L(A; X(x)) 
definujeme pak jako limitu lim Le(A; X(x)). Čtenář si snadno modifikuje tuto 

definici pro prostor vícedimensionální. Jsou-li hodnoty měřicí funkce X(x) 
pro malá x podstatně větší než x> můžeme tušit, že příslušná Hausdorffova 
míra bude podstatně větší než míra Lebesgueova a že můžeme tedy event. 
dostat nenulovou Hausdorffovu míru pro množiny o Lebesgueově míře nulové. 
V práci 28 ukazuje Jarník, že v podstatě lze pro dané množství A pomocí 
vhodných měřicích funkcí X(x) docílit rozmanité velikosti Hausdorffovy míry 
množiny A. Tohoto mocného prostředku —- theorie míry vůbec a zvláště 
Hausdorffovy — používá Jarník k vedení existenčních důkazů ve svých 
pracích o diofantických aproximacích velmi často a dociluje hlubokých vý
sledků. Podrobněji najde čtenář tyto myšlenky rozvedeny v knize J . F. KOKS-
MA, Diophantische Approximationen (Berlin, 1936), vyšlé ve známé sbírce 
Ergebnisse der mathematischen Wissenschaft. Zde na str. 27, 48, 49, 73, 
74, 75 jsou uvedeny odbornější a přehlednější referáty o tomto úseku 
Jarníkovy činnosti začleněné do širšího rámce, takže lépe vynikne její souvis
lost s problematikou řešenou jinými odborníky. 

Uvedeme nyní hlavní Jarníkovy výsledky sem spadající. 
Tak v práci 30 vyšetřuje Jarník Hausdorffovu míru množiny čísel 0, 

která připouštějí (při daném s > 1) aproximaci l/ís, ale nepřipouštějí apro
ximaci 1/f+e, kde e > 0, Podobně v práci 26 klasifikuje množiny reálných 
čísel 0 s omezenými posloupnostmi částečných jmenovatelů a aplikuje tyto 
výsledky na množiny čísel 0 patřících k aproximačním funkcím I f(t log st) 
(0 < s ^ 1). V práci 35 je určena Hausdorffova míra množiny bodů (019 (92,... 
..., 0n) v ^-dimensionálním kartézském prostoru, připouštějících simultánní 
aproximační funkci <p(x), je-li měřicí Hausdorffova funkce f(x) (cp a / patří 
do dosti širokých tříd funkcí), a to ve formě kriteria obdobného Chinčinově 
větě nahoře citované. Výsledná věta má pak zhruba tento tvar: Uvedená 
Hausdorfova míra je 0 nebo oo podle toho, zda 

/,(,rä>). dí 

je konvergentní nebo divergentní. V téže práci Jarník dále ukazuje existenci 
systému čísel {OJ, který připouští danou simultánní aproximaci <p(t)f nepři
pouští však aproximaci trochu silnější, totiž <p(X(t))3 kde X(t) je předem daná 
(dosti obecná) funkce, pro kterou X(ť)jt -> oo pro t -> oo. Tato — jedna z nej-
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hlubších Jamíkových prací — umožňuje zodpovědět celou řadu těch nejsub
tilnějších existenčních otázek nahoře uvedeného typu. K některým speciál
ním z těchto otázek vrací se Jarník v práci 36, kde podává pro jejich řešení 
důkaz jednodušší. V práci 37 zavádí Jarník pro systém ^reálných čísel (0lt 62,... 
..., 0n) jakýsi „aproximační stupeňce S(0V 02, ..., 0n) tohoto systému jako 
horní mez exponentů s, pro které daný systém připouští simultánní aproximaci 
lfts. V práci pak vyšetřuje vztah (v podobě nerovnosti) mezi aproximačním 
stupněm dvou čísel S(0t) a S(02) a aproximačním stupněm simultánním 
$(<9l5 02) a ukazuje — a v tom spočívá hlavní cena práce •— jeho ostrost. 

Tyto všechny práce se vztahovaly k homogennímu úkolu (B), a to k pří
padu a). V některých pracích vyšetřuje Jarník souvislost mezi případem a) a b) 
u úkolu (B). Podle Dirichlet-Kroneckerovy věty víme, že každá %-řádková a m-

m 

sloupcová matice A = {0ik} připouští aproximační funkci <p(ť) = l/ť\ Některé 
matice připouštějí aproximaci daleko lepší. Označme stupněm aproximace 

m-fct 

fi(A) horní mez exponentů a, pro které A připouští aproximaci 1/í n . Je 
zajímavé studovat na příklad souvislost mezi stupněm aproximace /3(A) dané 
matice A a stupněm aproximace fí(A') matice transponované A'. V případě 
jednořádkové matice A (n == 1) [pozor! označení je trochu odchylné od ozna
čení v Jarníkových pracích] dokázal Chinčin vztah 

V pracích 53, 54, 56 zabývá se Jarník velmi subtilní otázkou ostrosti těchto 
vztahů a řeší ji. 

V práci 59 podal Jarník společně s ERDOSEM na základě Šnirelmanovy ideje 
„hustoty součtu posloupností" nový, velmi pěkný důkaz jedné zajímavé 
Chinčinovy věty, která v podstatě zní takto: Budiž m ^ 1 pevné, celé číslo 
a n = 1. Ke každému y > 0 existuje F > 0 tak, že z neřešitelnosti homogenní
ho úkolu (B) při aproximační funkci yjtm plyne řešitelnost nehomogenního 
úkolu (A) při aproximační funkci F/ím při téže matici {0k} a libovolném 
reálném fa. Použitím právě uvedené metody podává Jarník v práci 60 dů
kaz obdobné Chinčinovy věty, jenže pro případ n I> 1, m = 1. 

Velmi pozoruhodná je práce 62, která řeší podobný problém jako Chinčin 
(„Úbertragungssatz"; viz vzorec (19)), jenže pro úkol (A), kdežto v Chinči-
nově vzorci (19) vyskytují se stupně aproximace /3 definované pomocí apro
ximačních funkcí typu l/£s, ale vzhledem k úkolu (B). Kromě toho jde zde 
Jarník i po jiných stránkách daleko více do hloubky, zejména neomezuje 
se na aproximační funkce tvaru mocniny. Pozoruhodná je také okolnost, že 
výsledky v tomto případě (totiž (A)) se podstatně liší od výsledků v případě (B). 
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V práci 83 nalezl pak Jarník zajímavé vztahy mezi stupněm aproximace 
příslušným k homogennímu úkolu (A) a stupněm aproximace příslušným 
k odpovídajícímu homogennímu úkolu (B) (při téže základní matici), a to 
v případě obecném (t. j., kdy vyšetřovaná matice nemusí být jednořádková 
nebo jednosloupcová). 

Nežli přejdeme k hodnocení Jarníkových prací, které přímo spadají nebo 
velmi úzce souvisí s vlastní g e o m e t r i í čísel, musíme zavést opět několik 
pojmů, které ostatně se vyskytují již v základní Mirikowského větě z geometrie 
čísel. J e to pojem postupných minim. 

Budiž K geometrické, uzavřené, omezené, konvexní, podle počátku symetrické 
těleso v kartézském n-dimensionálním prostoru Bn, pro které počátek je bodem 
vnitřním. 

Představme si, že se reálný parametr cr zvětšuje od nuly do nekonečna, 
a budiž as (1 í£ s =• n) první jeho hodnota, pro kterou existuje s lineárně ne

ví?-
závislých mřížových bodů xv x9, ..., xs tak, že —- e K čili xt e asK pro i = 1, 2,,.. 

. . . , s . Body xv x2i •..., xs nemusí být (a také nejsou) tímto požadavkem určeny 
jednoznačně. Z konvexity tělesa a z okolnosti, že 0 e K, plyne, že pro větší 
hodnoty dilatačního parametru a (tedy pro a > as) t ím spíše xt e aK pro 
i = 1,2,..., s. Čísla av a2, ..., an nazýváme (Miňkowského) postupnými 
minimy tělesa K. Pro větší zřetelnost ča,sto tato minima značíme obšírněji 
as(K). Zřejmě je a1 <£ a2 ^ . . . ^ an. 

Základní Miňkowského věta z geometrie čísel pak praví, že 

^^o1o.2...onv(K)^2», (20) 

kde /LC značí Lebesgueovu míru, tedy JLI(K) V tomto případě objem tělesa K. 
2n • 

Konstanty 2n a ™ na obou stranách nerovnosti (20) jsou ostré. V práci 78 za

bývá se Jarník charakterisací případů, kdy v (20) platí znamení rovnosti, a to 

metodou ESTERMANNOVOTT. 

Budiž K geometrické těleso mající vlastnosti nahoře vytčené. Definujme 
k němu těleso polární Kr jako maximální těleso mající tu to vlastnost: Je-li 
x e K, x =|= 0, pak K' se celé nachází v jednom z uzavřených poloprostorů, ve 
které polární rovina Q(X) bodu x vzhledem k jednotkové ploše kulové (t. j . k plo
še kulové o středu v počátku a o jednotkovém poloměru) dělí prostor Bn (totiž 
v tom poloprostoru, ve kterém leží počátek). Těleso Kf uvedené vlastnosti vždy 
existuje a je určeno jednoznačně. Má rovněž vlastnosti vytčené v předpokladech 
o K. Budtež Ti (i = 1, 2, ..., n) postupná minima tělesa K\ tedy TŽ- = a£(K') 
a klaďme at = at(K). MAHLER dokázal, že pro i = í, 2, ..., n je. 
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1 ^ oitn+t-t ž (n\f (21) 
a 

/-^^^(K)^')^^. (22) 

Dále ukázal, že v některých případech (a těch Jarník právě dále používá) 
lze omezující konstanty zlepšit. Této práce použil Jarník k vyšetření souvislosti 
aproximačních vlastností příslušných k matici A = {ocik} a k matici transpo
nované A' = {<xki}. V pracích 64 a 73 zabývá se tímto problémem a ukazuje, 
jak lze z neřešitelnosti homogenního úkolu (A), resp. (B) pro matici A a danou 
aproximační funkci cp soudit na řešitelnost nehomogenního úkolu (B), resp. 
(A) pro transponovanou matici A', libovolné koeficienty /?ť a jistou aproximační 
funkci, která jednoduše souvisí s danou funkcí cp. Kromě toho práce 73 obsahuje 
některé metodicky zcela původní Jarníkovy metrické výsledky. 

V práci 76 zabývá se Jarník dvoudimensionálním případem středově sy
metrického, konvexního oboru, omezeného křivkou, jejíž poloměr křivosti je 
všude nejméně roven o > 0, Vyšetřuje pak postupná minima ax, a2 tohoto 
oboru a udává horní odhad pro součin axa2, který závisí na o a na poměru 

Práce 72, 74, 77 zabývají se zobecněním Minkowského postupných minim 
a úvah na tělesa nikoliv nutně konvexní. V definici čísel as vystupuje pak 
ovšem místo s lineárně nezávislých mřížových bodů x1,x2,...,xs s lineárně 
nezávislých rozdílů mřížových bodů y1 — xlt y2 — x2, ..., ys — xs, kde xt e K, 
y{ € K. Poněvadž těleso sestávající z bodů y — x (kde x a y probíhají body 
z tělesa K) nemusí být konvexní, je zde situace trochu komplikovanější, neboť 
lze zavésti několik navzájem neekvivalentních definic postupných minim. 
Jarník odvodil v tomto obecném případě nerovnost analogickou k druhé 
z Minkowského nerovností (20), i když s větší hodnotou konstanty vpravo. 
Přesnou hodnotu této konstanty určil později a větu ještě zobecnil vynikající 
anglický matematik ROGERS. 

Práce 65, 66, 75 přenášejí některé základní věty z theorie diofantických 
aproximací do oboru p-adických čísel. 

Doposud jsme se zabývali Jarníkovými pracemi z joho nejvlastnějšího 
oboru, totiž z theorie čísel. Přejdeme nyní k hodnocení jeho o s t a t n í c h vě
d e c k ý c h p u b l i k a c í . 

V práci 1 zabývá se Jarník vzájemnou polohou a rozložením nulových 
v' I bodů reálných integrálů Besselových diferenciálních rovnic y" + ——f- 11 — 

v*\ - x \ 
~J y = 0 pro různé řády v. Označíme-li Bv(x), resp. B^x) dva libovolné in

tegrály uvedené diferenciální rovnice řádu r-tého, resp. ju-tého, potom pro 
| < (JL < v a pro <xr < & jakož i pro 0 <£ // < v < J a f}s < ocr je /3S+1 — ps<ocr+1 — ar. 
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Přitom <xr9 resp. fis je r-tý, resp. B-tý kladný nulový bod funkce Bv(x), resp. 
Bfl(x). Kromě toho jsou zde dokázány věty, které podstatně zobecňují vý
sledky, ke kterým dospěl SCHAEHEITLIN. 

Práce 2 zabývá se podrobnějším studiem, zejména derivovanými čísly, 
známé spojité funkce Bolzanovy, která v žádném bodě nemá derivaci. Jarník 
zde zvláště ukazuje, že tato funkce v žádném vnitřním bodě nemá derivaci, 
ani nekonečnou, dále že derivace zleva i zprava mohou být pouze nekonečné 
a existují současně jen v bodech jisté spočetné množiny. 

V práci 3 užívá Jarník metody postupných aproximací na dosti obecnou 
X 

nelineární integrální rovnici @[u, (p(u)\ = jW[u9 s9 <p(s)] ds, což zahrnuje pří-
o 

pad i nelineární integrální rovnice 1. druhu (LALESCO řešil podobnou metodou 
pouze rovnici 2. druhu). 

Je téměř bezprostředně patrno, že má-li funkce f(x) spojitá a konečná 
v intervalu (a, b) derivaci v každém jeho bodě, pak tato derivace je funkce 
1. třídy (t. j . limita posloupnosti funkcí spojitých), a tedy dle Bairovy věty mno
žina bodů, v nichž f'(x) je spojitá, je hustá v daném intervalu. Jarník v práci 5 
ukazuje, že předpoklad této věty o spojitosti funkce f(x) lze potlačit. Zde je 
nutno všude připustit i limity nekonečně velké, zejména tedy připustit za bod 
spojitosti i bod, v němž hodnota funkce je nekonečná, jen když je splněna 
příslušná limitní podmínka. Do jisté míry zobecněním metody užité v této 
práci vznikla práce 10, ve které Jarník charakterisuje funkce f(x) = f(xv x2y ... 
. . . ,#„) 1. třídy Bairovy (v n nezávisle proměnných a definovaných na jisté 
omezené dokonalé množině P) jako jisté limity (nikoliv nutně spojitých) 
funkcí 2n proměnných F(y9 z), y = (yv y29 ..., yn)9z = (zv z2, . . ., zn) pro pří
pad, že y —,> x, z —> x, y 4= z. 

V práci 6 se v podstatě rozšiřuje definiční obor dané funkce f(x)9 definované 
v dokonalé části A jistého intervalu I , na celý tento interval tak, apby v bodech 
množiny I — A funkce f(x) měla konečnou derivaci, a dále, aby v těch bodech 
množiny A, ve kterých původní funkce vzhledem k množině A má derivaci, 
měla derivaci, a to stejnou, i funkce rozšířená. Obecněji zabývá'se dále tato 
práce úlohou, jak lze volit derivovaná čísla hledané rozšířené funkce f(x)9 aby 
její existence byla zaručena. 

Práce 11, 1 3 a l 4 s e zabývají přerovnáváním nekonečných řad. Prvá z těchto 
prací vznikla do jisté míry zobecněním úvah vedoucích k známé Riemannově 
větě o přerovnávání relativně konvergentních řad. Jarník zde z dané posloup
nosti cv c 2 , . . . vedoucí k relativně konvergentní řadě cx + c2 + . . . vybírá 
pevnou částečnou posloupnost av a2, . . . (složenou nikoliv nutně z nezápor
ných elementů posloupnosti dané) a zkoumá součty řad vzniklých rozmanitým 
zasunutím řady ax + a2 -f . . . a řady 6X -f 62 + • • • do sebe. Přitom {bi} je 
posloupnost komplementární k posloupnosti {a{} vzhleden k dané posloup-
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nosti {CÍ}. Druhá z těchto prací zabývá se přerovnáváním nekonečných řad 
s komplexními členy. Na rozdíl od základní práce STEINITZOVY týkající se té
t o problematiky, vyšetřuje zde Jarník netoliko případy konvergentního pře
rovnání, nýbrž všechny případy, a místo součtů příslušných řad vyšetřuje 
množiny M(ax + a2 -f- ,..). hromadných bodů částečných součtů těchto řad. 
Označme M(al9 a2) ...) sjednocení všech množin M(bx -f- b2 + ...) pro všech
n a přerovnání bt + b2 + .. . řady ax + a2 + Třetí z těchto prácí určuje 
všechny možné typy množin M(a1, a2) . . . ) . Ukazuje se, že tyto množiny mají 
velmi jednoduchou strukturu. 

V práci 15 uvádí Jarník elementární důkaz známé ARZELOVY věty o záměně 
operace integrování a limitování v případě Riemannovy definice integrálu, 
který sestavil pro druhé vydání Petrova Integrálního počtu. Tento důkaz má 
t u přednost, že se v něm nepoužívá ani theorie míry, ani definice Lebesgueova 
integrálu. Všechny pojmy a věty z theorie množin (a jde o pojmy a věty nejjed
noduššího charakteru), kterých je v důkazu použito, jsou zde zavedeny, resp. 
odvozeny. 

V práci 23 vyšetřuje Jarník spolu s K. GRANDJOTEM, E. LANDAUEM a J . F. 
LITTLEWOODEM podmínky, které musí splňovat koeficienty an trigonometrické 

00 ' 

ř a d y f(x) = 2 an °o s ^#> a ^ y f(x) -> oo pro x -*> 0. 
n = l 

Pro určení dolního Riemannova integrálu dané funkce není třeba znát 
její průběh. Stačí znát „toliko t . ,zv. dolní součty. V práci 25 klade si autor 
otázku, do jaké míry určují tyto dolní součty funkci samu. Ukazuje se, 
že v případě funkcí zpolaspojitých zdola s jedné strany je v podstatě funkce 
svými dolními součty určena jednoznačně. 

V práci 29 podává Jarník jiné řešení problému řešeného O. BORŮVKOU, 
který uvádíme v trochu populárním a méně přesném znění. J e dáno n obcí, 
které se mají spojit elektrickou sítí o nejmenší spotřebě materiálu tak, a t y 
nzly sítě se nacházely pouze v daných obcích. 

Článek 43 zabývá se podobnou problematikou jako článek 29, metoda 
důkazu je ovšem úplně jiná. .Nepožaduje se zde však, aby vrcholy minimální 
sítě byly v daných bodech. 

V pracích 4, 39, 42, 44, 46, 48, 52, 55 navazuje Jarník na práce AUERBA-
OHOVY, BANACHOVY, BESICOVITCHOVY, MAZURKIEWICZOVY, SAKSOVY a 

STEINHAUSOVY a studuje vlastnosti derivovaných čísel reálných funkcí, které 
platí pro skoro všechny funkce spojité nebo omezené. Přitom se díváme na 
funkce jako na elementy ve funkcionálním prostoru s obvyklou definicí vzdá
lenosti funkcí a název ,,skoro všechny'' znamená všechny elementy tohoto 
prostoru až na množinu 1. kategorie (t. j . množinu, kterou lze vyjádřit jako 
spočetný součet množin řídkých). V článku 42 je obšírněji rozvedena metoda 
užívaná v .těchto pracích, kde kromě toho je ukázáno, že ,,skoro všechny*' 
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funkce spojité v intervalu <0, 1> nabývají maxima a minima jén jednou, 
každé jiné své hodnoty pak nekonečněkrát. V práci 55 zobecňuje se pojem 

f(x 4- h) f(x) 
derivace v tom smyslu, že místo podílu — — se vyšetřuje podíl 

(I__ JL.—!JL2_ kde qp -je daná funkce definovaná v okolí bodu h = 0, 
cp(h) Y J 

pro kterou hcp (h) > 0, lim cp(h) = 0 . Práce 46 navazuje na výsledky BANACHOVY, 
pro h*o 7i=0 

DENJOYOVY, CHINČTOOVY, SAKSOVY a ZYGMTJNDOVY. Vyšetřují se zde vlast

nosti aproximativních derivací reálných měřitelných funkcí x(t). Přitom 
aproximativní derivací funkce x(t) nazýváme limitu 

ťř—•* * t 

jestliže ť probíhá jistou měřitelnou množinu Ě mající bod t za bod metrické 
hustoty, t. zn. za bod, pro který platí (h 2g 0, k ̂  0, h + k > 0 ) 

lim (h + k)-1 ti[E.(t-h9t + k)] = l , 
h,h->0 

kde (i značí Lebesgueovu míru. Tento obor Jarníkovy tvůrci vědecké činnosti 
by potřeboval zvláštního rozvedení a zhodnocení jak pro svoji rozsáhlost, 
tak pro vynikající výsledky, ke kterým zde Jarník dospěl. Touto problematikou 
se zabývá i známý Jarníkův dodatek k Čechovým „Bodovým množinám". 

(Článek 41 navazuje na práce BANACHOVY a YOUNGOVY, ve kterých jsou stu
dovány vlastnosti množin bodů, ve kterých derivace spojité funkce f'(x) je oo. 
Jarník zde v jistém smyslu obrací jejich výsledky, neboť (zhruba řečeno) uka
zuje, že k množině mající vlastnosti uvedené v oněch pracích existují naopak 
rostoucí funkce spojité, pro které f'(x) = co právě v bodech této množiny. 
Na tuto práci navázal ZAHORSKI, který tyto výsledky dovršil. 

V práci 49 vyšetřuje Jarník spolu s Landauem souvislost mezi součtem 

2 e27lif{n) a příslušným integrálem Je
2nif(^ dx v případě, že jde o funkci, jejíž 

a g n ^ Ď . a 
derivace f'(x) je v intervalu <a,6> neklesající a pro niž platí 0 ^ f'(x) S \. 
Van der Corput dokázal, že existuje absolutní konstanta G tak, že uvedený 
součet a integrál se vždy liší nejvýše o O. V práci je ukázáno, že za konstantu 

lze volit hodnotu - + :—V- l/— A , a že tuto konstantu nelze již obecně 
2 :T |/ 4 Ti* J 

snížit. Pro některé speciální případy je udána i nižší hodnota této konstanty. 

Práce 50, 51 navazují na práce S I E R P I ^ S K É H O , SCHREIEBA a ULAMA. 
Týkají se vytvořování funkcí jistého t y | m (na př. spojitých, definovaných 
v intervalu <0, 1> a nabývajících hodnot rovněž z'intervalu <0, 1)) superposicí 
z jistého počtu (pokud možno minimálního) funkcí toliotó typu. 
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Práce 57 zpřesňuje výsledek docílený M. SCHMEISEROVOU (Fund. Math. 22) 
a zkoumá vzájemnou souvislost množin limitních čísel dané funkce f(P) = 
—- f(x, y) při přibližování se k jistému bodu P dané eukleidovské roviny ve dvou 
různých směrech. Jarník ukazuje, že až na výjimky v jistém smyslu nepatrné 
každé dvě takové množiny mají alespoň jedno limitní číslo společné. Nazvěme 
derivovaným číslem zprava (pozor! toto názvosloví nesouhlasí s obvyklým) 
dané reálné funkce F(x) definované pro všechna reálná x v bodě x číslo d, 

které lze napsat ve tvaru d = lim — — •-••- pro vhodnou posloup-
' M—věc • "*n 

nost {hn}, kde hn > 0, hn -*> 0. Obdobný název zavádíme pro derivovaná čísla 
zleva. Pak z Jarníkovy věty na příklad plyne, že v každém bodě x (až na 
nejvýše spočetnou množinu) existuje derivované číslo zprava, které je sou
časně derivovaným číslem zleva. 

Akademik E . Čech v článku „Topologické prostory u Časopis 66 (1937) za
vádí obecné topologické prostory P tím, že každé množině M je přiřazen uzá
věr uM splňující docela elementární předpoklady: 

u0 = 0 ; M C P => M C uM , M c N C P => uM C uN . 

Neustálým tvořením uzávěrů z uzávěrů předcházejících množin dospíváme 
obecně k množinám širším. Existuje však pro dané M C P nejmenší ordinální 
číslo f, pro které u£+1M = v£Mt Jarník v práci 61 studuje vlastnosti množiny 
čísel £, probíhá-li M všechny části prostoru P. 

V článku 79 uvádí Jarník osm různých, názoru odpovídajících definic 
kružnice křivosti dané křivky, zkoumá jednak podmínky existence kružnice 
křivosti v jednotlivých případech, jednak vzájemné implikace těchto definic. 
Jejich diskuse má v elementární diferenciální geometrii velký význam, neboť 
v literatuře najdeme u různých autorů nejrozmanitější definice kružnice 
křivosti a čtenář nedovede někdy ihned odhadnout ekvivalenci nebo ne-
ekvivalenci těchto definic. 

V článku 82 řeší Jarník problém položený J . MIKXJSIŇSKIM, zdali totiž lze 
nalézti dvě spojité funkce x(r), y(r) v intervalu <0, ť) tak, aby jejich konvo-

a 

luce, t. j . funkce z(a) = fx(a — r) y(r) dr v intervalu 0 < a < t neměla nikde 
o 

derivaci. Jarník skutečně takovou dvojici funkcí konstruuje a dokonce uka
zuje, že skoro všechny (ve smyslu kategorií) dvojice spojitých funkcí x(r), 
y(r) mají tuto vlastnost. 

Všeobecně známá je věta: Jestliže Wronského determinant W(f19 /2, ..., fn) 
(element v fc-tém řádku a ^-tém sloupci je (k — l)-ní derivace /*~1, 1 ^ h ^ n, 
1 ^ ť á n), který přísluší k funkcím fx(x), f2(x), ..., fn(x) definovaným v jistém 
intervalu (a, b) má v intervalu (a, b) hodnost l íg n tak, že jistý pevný deter
minant 1-téh.o řádu utvořený z prvých l řádků je různý od nuly v (a, b), pak 
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funkce fx(x), f2(x), ..., fn(x) mají "v iht0rvalu (a, b) stupeň závislosti n — l, 
t. j . existuje n — l lineárních kombinací (s konstantními koeficienty) těchto 
funkcí identicky rovných nule tak. že koeficienty těchto kombinací tvoří 
matici hodnosti n — L Jarník v práci 85 podstatně zobecňuje tento výsledek, 
neboť ukazuje, že k platnosti uvedeného tvrzení stačí předpokládat, že deter
minant W(flif2,...,fn) m% ve všech bodech intervalu (a, b) touž hodnost, 
totiž l. 

Pokusili jsme se aspoň zhruba na těchto stránkách nastínit hlavní směry 
vědecké produkce našeho jubilanta a prosíme čtenáře za prominutí, že při 
obsáhlosti jeho literární činnosti nemůže být tento referát ani zdaleka úplný 
a dokonalý. Pokud se týče rozboru a hodnocení ostatní publicistické, pedago
gické a organisační činnosti Jarníkovy. zejména pokud se týče jeho obsáhlých 
monografií z diferenciálního a integrálního počtu a některých jeho velmi do
konalých a úplných kritických studii (B. Bolzano, D 6, D 34), odkazujeme 
čtenáře na článek, který k šedesátinám jubiíantovým vyjde v Pokrocích mate
matiky, fysiky a astronomie, roč. 3 (1958). 

Závěrem bychom chtěli vyzvednout ještě několik povahových rysů Jarní
kovy osobnosti. 

Akademik Jarník je člověkem skromným, někdy až příliš skromným, který 
vždy a za všech okolností jedná s nevšedním taktem. Nikdy a nikomu nedá 
najevo svou vědeckou převahu. Je trpělivý, někdy až příliš trpělivý v jednání. 
V situacích, kdy daleko mladší a daleko méně odborně fundovaní pracovníci 
ztrácejí rozvahu, Jarník zachovává klid. Je v tom kromě vysoké duševní inteli
gence a schopnosti posuzovati všechny věci se širokého hlediska také kus vy
pěstované osobní discipliny a síly vůle, která není každému dána. Pro tyto 
vzácné vlastnosti je Jarník nejen všemi svými přáteli ctěn a uznáván, ale také 
skutečně velmi oblíben. Má značný rozhled po kultuře, vřelý vztah k hudbě 
a je po několik desítiletí pravidelným návštěvníkem pražských koncertních 
síní. Hraje dobře tennis, je zdatným lyžařem, miluje přírodu a turistiku. 

Mluvíme jistě jménem celé československé matematické obce a mnoha jeho 
zahraničních vědeckých ctitelů a přátel, jestliže přejeme akademikovi Jarní -
kovi pevné zdraví a mnoho úspěchů v další práci k prospěchu naší matematické 
vědy. 

SEZNAM VĚDECKÝCH PRACÍ AKADEMIKA VOJTĚCHA JARNÍKA 

Zkratky: 

Časopis Časopis pro pěstování matematiky a fysiky do roč. 75, 1950 — 51 
Časopis pró pěstování matematiky od roč. 76, 1951 — 

Mex. MaT. JK Mexocjioj3au;KHH MaTeMaTHHecKHĚ jKypuaíi — 
Czechoslovak Mathematical Journal 
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Rozpravy . . . . . . . . Rozpravy I I . tř. České akademie věd a umění 
Bulletin i Bulletin international de T Academie des sciences de Bohéme 
Věstník Věstník Král. čes. spol. nauk 
C6opHHK MaTeMaTHnecKHií C6opHHK (MocKBa) 
TpyflBI T6HJIHCH. . . Tpy^H TOHJIHCCKOrO MaTeMaT. HHCTHTVTa (T6HJIHCH) 
Acta Ar. Acta Arithmetica (Warsžawa) 
F u n d a m Fundamenta mathematicae (Warsžawa) 
Prače Prače matematyczno-fizyczne (Warsžawa) 
M. Z Mathematische Zeitschrift (Berlin) 
M. A Mathematische Annalen (Berlin) 
Monatsh Monatshefte fůr Mathem. und Physik (Leipzig und Wien) 
Tohoku The Tóhoku Mathematical Journal (Sendai) 
Studia Studia mathematica (Warszawa-Wroclaw) 

A. P ů v o d n í v ě d e c k é p r á c e 

Práce vyšlé dvojmo (na př. originál v Rozpravách a výtah v jiném jazyku v Bulletinu) 
jsou uvedeny pod týmž číslem jako aj, b) a pod. 

1. O kořenech funkcí Besselových, Rozpravy 29 (1920), c. 28, 6 stran. 
2. O funkci Bolzanově, Časopis 51 (1922), 248-264. 
3. Poznámka k methodě postupných approximací, Časopis 52 (1922), 51 — 55. 
4. O číslech derivovaných funkcí jedné reálné proměnné, Časopis 53 (1923), 98—101. 
5. a) O derivaci funkcí jedné proměnné, Rozpravy 32 (1923), č. 5, 8 stran, 

b) Sur la dérivée des fonctions ďune variable, Bulletin 1923, 4 strany. 
6. a) O rozšíření definičního oboru funkcí jedné proměnné, při němž zůstává zachována 

derivabilita funkce, Rozpravy 32 (L923), č. 15, 15 stran, 
b) Sur Textension du domaine de définition des fonctions ďune variable qui laisse 

intacte la dérivabilité de lafonction, Bulletin 1923, 5 stran. 
7. a) O mřížových bodech v rovině, Rozpravy 33 (1924), č. 36, 23 strany. 

b) Sur les points á coordonnées, entiěres dans le pian, Bulletin 1924, 12 stran. 
8. a) Několik poznámek o rnřížových bodech v kruhu, Rozpravv 34 (1925), č. 27, 13 stran, 

b) Quelques remarques sur les points a coordonnées entiěres á Pintérieur ďun cercle, 
Bulletin 1925, 3 strany. 

9. Ueber die Gitterpunkte auf konvexen Kurven, M. Z. 24 (1925), 500-518. 
10. a) O funkcích první třídy Baireovy, Rozpravy 35 (1926), č. 2, 13 stran. 

b) Sur les fonctions de la premiére classe de Baire, Bulletin 1926, 11 stran. 
11. Ueber bedingt konvergente Reihen, M. Z. 24 (1926), 715-732. 
12. Ueber die Gitterpunkte áúf homothetischen Kurven, M. Z. 26 (1927), 445 — 459. 
13. Umordnungen von bedingt konvergenten Reihen, M. Z. 28 (1928), 360 — 371. 
14. Ueber die Umordnung unendlicher Reihen, Věstník 1927, č. 8, 45 stran. 
15. O integrování nekonečných řad, Časopis 57 (1928), 103—113. 
16. O mřížových bodech ve vícerozměrných koulích, Časopis 57 (1928), 123—128. 
17. a) O mřížových bodech ve vícerozměrných elipsoidech, Rozpravy 37 (1928), č. 27, 

19 stran, 
b) Sur les points a coordonnées entiěres dans les ellipsoides a plusieurs dimensions, 

Bulletin 1928, 10 stran. 
18. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen ^Ellipsoiden, M. A. 100 (1928), 699 — 721. 
19. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 2. Abhandlung, M. A. I0I 

(1929), 136-146. 
20. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, M. Z. 27 (1927), 154—160. 
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21. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 2. Mitteilung, M. Z. 28 
(1928), 311-316. 
P o z n á m k a . Práce 18, 19 jsou zeela odlišné od prací 20, 21 pres stejný název. Totéž 
platí o jiných pracích stejného názvu, pokud jsou uvedeny pod různými pořadovými 
čísly. 

22. Ueber Gitterpunkte. in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Tohoku 30 (1929), 354—371. 
23. Bestimnrung einer absoluten Konstahten aus der Theorie der trigonometrischen 

Reihen, Annali di matematiea puxa ed applicata, ser. 4, sv. 6 (1928—29), 7 stran. 
Spolehne s K. Grandjošem, E. Landauem a J. E. LiUlewoodem. 

24. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln, M. Z. 30 (1929), 768-786. 
25. Ueber das Riemannsehe Integrál, Věstník 1929, č. 1, 14 stran. 
26. Zur metrischen Theorie der diophantischen Approximationen, Prače 36 (1928 — 29), 

16 stran. 
27. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, M. Z. 32 (1930), 152—160. 

Společně s A. Walfiszem. 
28. a) Několik poznámek o Hausdorffově míře, Rozpravy 40 (1930), Č. 9, 8 stran, 

b) Quelques remarques sur la mesure de M. Hausdorff, Bulletin 1930, 6 stran. 
29. O jistém problému minimálním, Práce moravské přírodovědecké společnosti, sv. 6, 

spis 4, 1930, 57-63. 
30. Diophantische Approximationen und Hausdorffsches Mass, C6opHHK 36 (1929), 

371-382. 
31. Sur les points á coordorrnées entiěres dans les ellipsoídes á plusieurs dimensions, 

Věstník 1930, č. 6, 11 stran. 
32. Sur une fonction arithmétique, Věstník 1930, č. 7, 13 stran. 
33. Ueber die Mittelwertsátze der Gitterpunktlehre, M. Z. 33 (1931), 62 — 84. 
34. Ueber die Mittelwertsátze der Gitterpunktlehre. 2. Abhandlung, M. Z. 33 (1931), 

85-97. 
35. Ueber die simultanen diophantischen Approximationen, M. Z. 33 (1931), 505—543. 
36. Ein Existenzsatz aus der Theorie der diophantischen Approximationen, Prače 39 

(1932), 135-144. 
37. Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Monatsh. 39 (1932). 403 — 438. 
38. Ueber die Mittelwertsátze der Gitterpunktlehre, Věstník 1931, č. 20, 17 stran. 
39. Ueber die Differenzierbarkeit stetiger Funktionen, Fundam. 21 (1933), 48—58. 
40. Ueber die Mittelwertsátze der Gitterpunktlehre. 3. Abhandlung, M. Z. 36 (1933), 

5 8 1 - 617. 
41. Ueber die Menge der Punkte, in welchen die Ableitung unendlich ist, Tohoku 37 

(1933), 248-253. 
42. O jedné třídě funkcí spojitých, Časopis 63 (1934), 135— 146. 
43. O minimálních grafech, obsahujících n daných bodů, Časopis 63 (1934), 223 — 235. 

Spolu s M. Kosslerem. 
44. Sur la dérivabilité des fonctions continues, Spisy přírodov. fakulty univ. Karlovy, 

č. 129 (1934), 7 stran. 
45. Ueber Gitterpirnkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden: eine Anwendimg des Haus-

dorffschenMassbegriffes, M. Z. 38 (1934), 217-256. 
46. Sur les nombres dérivés approximatifs, Fundam. 22 (1934), 4— 16. 
47. Ueber die stetigen Abbildungen der Strecke, Monatsh. 41 (1934), 408 — 423. 
48. Sur la dérivée approximative unilatérale, Věstník 1934, 6. 9, 10 stran. 
49. Untersuchimgen liber einen ván der Corputschen Satz, M. Z. 39 (1935), 745—767. 

Společně s E. Landauem. 
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50. Sur Fapproximation des fonctions continues par les superpositions de deux fonctions, 
Fimdam. 24 (1935), 206-208. Společně s V. Knichalem. 

51. Sur les superpositions des fonctions continues non décroissantes, Fundam. 25 (1935), 
190—197. Společně s V. Knichalem. 

52. Remarque sur les nombres dérivés, Fundam . 23 (1934), 1 — 8. 
53. a) O simultánních diofantických aproximacích, Rozpravy 45 (1935), č. 19, 16 stran. 

b) Sur les approximations diophantiques simultannées, Bulletin 1935, 8 stran. 
54. Ueber einen Satz von A. Khiritchine, Prače 43 (1935), 1—16. 
55. Sur une propriété des fonctions continues, Časopis 65 (1936), 53 — 63. 
56. Ueber einen Satz von A. Khintchine. 2. Mitteilung, Acta Ar. 2 (1936), 1 — 22. 
57. Sur les fonctions de deux variables réelles, Fundam. 27 (1936), 147— 150. 
58. Ueber die angenáhrte Lósung der Gleichung xfé^ + ... + xn@n + x0 = 0 in ganzen 

Zahlen, Časopis 66 (1937), 192-205. 
59. Eine Bemerkung uber lineare Kongruenzen, Acta Ar. 2 (1937), 214—220. 

Společně s P. ErclÓsem. 
60. Neuer Beweis eines Khintchinesehen Satzes, Časopis 67 (1938), 109— 113. 
61. Sur un probléme de M. Čech, Věstník 1938, c. 6, 7 stran. 
62. Zum Khintchinesehen ,.Uebertragungssatz'£, TpyflH T6HJIHCH, 3 (1938), 193 — 216. 
63. Sur les solutions approchées de 1'équation xYQx + x2<92 + x0• = 0 en nombres entiers 

xí9 x& x0, Věstník 1938, c. 7, 26 stran. , 
64. Sur un théorěme de M. Mahler, Časopis 68 (1939), 59-60 . 
65. Remarques á Tarticle precedent de M. Mahler, Časopis 68 (1939), 103—111. 
66. Ueber einen p-adíschen Uebertragungssatz, Monatsh. 48 (1939), 277 — 287. 
67. Eine Bemerkung zuř Gitterpunktlehre, Časopis 69 (1940), 57 — 60. 
68. Zur Gitterpunktlehre der Ellipsoide ^(uf + . . . + u\) + ÍX2(WJ + 1 + .. . + u\) á %, 

Věstník 1940, č. 3, 63 stran. 
69. Ueber die Mittelwertsátze der Gitterpunktlehre. 5. Abhandlung, Časopis 69 (1940), 

148-174. 
70. Zur Gitterpunktlehre der Ellipsoide *i(u\ + ... + uf ) + ot^u* + 1 + .. . +.u r ) ^ x. 

Zweite Abhandlung, Časopis 70 (1940), 1-33. 
71. Věty o střední hodnotě z teorie mřížových bodů. 6. pojednání, Časopis 70 (1941), 

8 9 - 1 0 3 . 
72. Dvě poznámky ke geometrii čísel. Věstník 1941, č. 24, 12 stran. 
73. a) O lineárních nehomogenních diofantickych aproximacích. Rozpravy 51 (1941), 

e. 29, 21 stran. 
b) Sur les approximations diophantiques linéaires non homogěnes. Bulletin 1946, 
16 stran. 

74. a) K hlavní větě geometrie čísel. Rozpravy 53 (1943), ě. 43, 15 stran. Společně s V. 
Knichalem. 
b) Sur le théorěme de Minkowski dans la geometrie des nombres. Bulletin 1946, 
15 stran. Společně s V. Knichalem. 

75. Sur les approximations diophantiques des nombres p-adiques, Revista de Ciencias, 
Lima, 47 (1945), 489-505. 

76. On the main theorem of the Minkowski geometry of numbers, Časopis 73 (1948), 
1-8 . 

77. On the successive minima of arbitrary sets, Časopis 73 (1948), 9— 15. 
78. On Estermamťs proof of a theorem of Minkowski, Časopis 73 (1949), 131— 140. 
79. O kružnici křivosti, Časopis 73 (1949), D 3 7 - D 51. 
80. Sur la symetrie des nombres dérivés approximatifs, Annales de la societě polonaise 

de mathématique, Kraków, 21 (1948), 214—218. 
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81. Une remarque sur les approximations diophantiennes linéaíres, Acta scíentiarum 
mathematicarum, Szeged, 12 (1950), 82 — 86. 

82. Sur le produit de composition de deux fonctions continues, Studia 12 (1951), 58 — 64. 
83. K TeopHH o#Hopo,inrHx JiHHeííHHX .iiHO âHTOBMx npH6jin?KeHHjit, Hex. IviaT, >K. 79 

(1954), 330-353. 
84. K MeTpirqecKOjtí TeopHH nierpifcjx jrpouet, Hex. MaT. m. 79 (1954), 318—329. 
85. Lineární závislost funkcí jedné proměnné, Časopis 80 (1955), 32 — 43. 

B. K o n g r e s o v é r e f e r á t y 

1. Uber Gitterpunkte in mehrdimensionafen Kugeln, Sprawozdanie z I. kongresu mate-
matyków krajów slowiaňskích, Warszawa 1929, 244—245-

2. Ueber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Verhandlungen des Internát. 
Mathematikerkongresses, Ziirich 1932, sv. I I , 24—25. 

3. Znr Theorie der diophantischen Approximationen, Comptes rendus du Congrěs in-
ternational des mathématiciens, Oslo 1936, sv. I I , 11. 

4. Sur quelques points de la theorie géornétrique des nombres. Zprávy o 2. sjezdu mate
matiků zemí slovanských, Praha 1934 (též Časopis 64 (1934—35)), 26 — 48. 

5. Ueber linoare diophantische Approximationen", Bericht liber die Mathematikertagung 
in Berlin 14.-18. I. 1953, 189-192. 

C. K n i ž n í p u b l i k a c e 

1. Úvod do theorie množství, Dodatek do K. Petra Integrálního počtu, 2. vyd., JČMF, 
Praha 1931, 655-725 . 

2. O derivovaných číslech funkcí jedné proměnné, Dodatek do knihy E.Oecha, Bodové 
množiny, JČMF, Praha 1936, 245-265. 

3. Úvod do integrálního počtu vydala JČMF ve sbírce Kruh, sv. 12, 1938, stran 168. 
4. Úvod do počtu diferenciálního, 1. vyd., JČMF, Knihovna spisů matematických a fysí-

kálních, sv. 22, 1946, stran 448. 
5. Úvod do počtu integrálního, 1. vyd., JČMF, Knihovna spisu matematických a fysi-

kálních, sv. 22, 1948, stran 324. 
6. Úvod do počtu diferenciálního, 2. vyd., Přírodovědecké vydavatelství, 1951. 
7. Úvod do počtu diferenciálního, 3. vyd., NČSAV, 1953, stran 449. 
8. Diferenciální počet, Pokračování Úvodu do počtu diferenciálního, 1. vyd., NČSA.Vy 

1953, stran 595. 
9. Úvod do počtu integrálního, 2. vyd., NČSAV, 1954, stran 295. 

10. Integrální počet I I , 1. vyd., NČSAV, 1955, stran 760. 
11. Diferenciální počet I, 4. vyd., NČSAV, 1955, stran 451. 
12. Integrální počet I, 3. vyd., NČSAV, 1956, stran 299. 
13. Diferenciální počet I I , 2. vyd., NČSAV, 1956, stran 609. 

D. S t u d i e r e f e r a t i v n í a k r i t i c k é 

1. Recense: G. H. Hardy and M. Riesz, The General Theory of Dirichleťs Series, Časo
pis 51 (1922), 339-340. 

2. Felix Klein t , Časopis 55 (1925), 105-108 . 
3. Recense: 67. Valiron, Fonctions entiěres et fonctions móromorphes ďune variable-

P. Lévy, Analyse fonctionnelle, Časopis 55 (1926), 191. 
4. Recense: E. Landau, Vorlesungen uber Zahlentheorie I — I I I , Časopis 57 (1927), 

6 2 - 6 3 . 
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5. Mengerova teorie dimensí, Časopis 58 (1929), 367—374. 
6. Bolzanova „Functionenlehre", Časopis 60 (1931), 240-262. 
7. Recense: Poznámky k článku prof. Fr. Rádla: Odpověď k recensi prof. Petra, Časo

pis 61 (1932), 211-223. 
8. Recense: Ještě k „Učebnici" prof. Fr. Rádla, Časopis 62 (1932), 68—74. 
9. Recense: W. Sierpiňski, Wste.p do teorji funkcji zmiennej rzeczywistej, Časopis 

63 (1933), 53. 
10. Novy matematicky časopis (Compositio mathematica), Časopis 63 (1934), 312 — 313. 
11. Recense: Tři knihy o funkcích skoroperiodických.A. S. Besicovitch, Almost periodic 

functions - H. Bohr, Fastperiodisehe Funktionen - J. Favard, Lecons sur les fonctions 
presquepériodiques, Časopis 64 (1935), D 89—91. 

12. Recense: E. Landau, Grundlagen der Analysis — E. I/andau, Einfúhrung in die 
Differentialrechnung und Integralrechmrng, Časopis 64 (1935), D 91 — 92. 

13. Novy matematický časopis (Acta arithmetica), Časopis 64 (1935), D 122—123. 
14. Recense: A. Zygmund, Trigonometrical series — S. Kaczmarz a H. Steinhaus, Theorie 

der Orthogonalreihen, Časopis 65 (1936), D 117— 122. 
15. Recense: JEJ. G. Titchmarsch, The Zeta-Funktion of Riemann — A. E. Ingham, The 

Distribution of Prime Numbers, Časopis 67 (1937), D 54—56. 
16. Edmund Landauf, Časopis 67 (1938), D 215-216. 
17. Recense: E. Landau, Uber einige neuere Fortschritte der additiven Zahlentheorie — 

J. M. Vinogradov, Novyj metod v analitiěeskoj teorii Čišel, Časopis 67 (1938), 
D 303-306. 

18. Recense: S. Saks, Theory of the Integrál, Časopis 68 (1939), D 111 — 113. 
19. Návod ke studiu analysy pro začátečníky, Časopis 70 (1941), D 109 — 116. 
20. Recense: O. Haupt, G. Aumann, Differential- und Integralreehnung, Časopis 70 

(1941), D 224-227. 
21. Recense: A. J. Ghincin, Tři perly theorie čísel, Časopis 74 (1949), D 87—88. 
22. Recense: I. M. Vinogradov, Úvod do theorie čísel, Časopis 74 (1949), D 88 — 89. 
23. Novy důkaz věty o rozdělení prvočísel, Časopis 74 (1949), D 51 — 54. 
24. Recense: G. L. Siegel, Transcendental Numbers, Časopis 75 (1950), D 436 — 440. 
25. Recense: Tři sovětské knihy o analytické theorii čísel. Časopis 76 (1951), 35—65. 
26. Před ustavením Československé akademie věd, Časopis 77 (1952), 205 — 207. 
27. Před ustavením Československé akademie věd, Časopis Ústředního ústavu astrono

mického 2 (1952), 1. 
28. Recense: A. Apfelbeck, Příspěvek k Chinčinovu principu přenosu, Časopis 77 (1952), 93. 
29. Recense: J. Kurzweil, Příspěvek k metrické theorii diofantickych aproximací, 

Časopis 77 (1952), 94. 
30. Recense: Z. Zahorski, O křivkách, jejichž tečna nabývá na každém oblouku všech 

směrů, Časopis 77 (1952), 9 4 - 9 5 . 
31. Recense: A. J. Ghincin, Řetězové zlomky, Časopis 78 (1953), 113—116. 
32. Vědecké práce M. Kósslera, Časopis 80 (1955), 106—115. 
33. a) Deset let matematiky v osvobozeném Československu, Časopis 80 (1955), 261 — 273. 

b) .IlecHTB jieT MaTeMaTHKH B ocBorjojKřieHHOĚ HexocjiOBaKHH, Hex. MaT. m. 80 (1955), 
2 9 1 - 3 0 7 . 

34. Bernard Bolzano a základy matematické analysy, Sborník „Zdeňku Nejedlému 
Československá akademie věd", 450—458. 

35. Něco o problémech a methodách moderní matematiky, vyslov publikaci „XX. století 
a co dalo lidstvu", I I I . svazek, 12 — 46. 

V tomto seznamu nejsou uvedeny recense pro různé referátivní časopisy a hesla, kte
rá Jarník zpracoval pro naučné slovníky a pod. 
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