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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 84 (1959), Praha 

0 JISTÝCH ROZKLADOVÝCH MNOŽINÁCH ROVINY 

MILAN SEKANINA, Brno 

(Došlo dne 10. února 1958) DT: 519.52 

Věnováno prof. Otakaru Borůvkoví, členu kores
pondentu ČSAV, k jeho šedesátým narozeninám. 

Článek se zabývá rozkladovými množinami roviny, které jsou částí 
přímky s komplementem (vzhledem k přímce) o mohutnosti menší než 
mohutnost kontinua. 

Podmnožina M roviny Ez se nazývá rozkladová množina roviny E2, existuje-H 
na Mt rozklad takový, že jeho prvky jsou množiny shodné s M (viz [1]). Přímky 
chápeme jako množiny bodů a značíme je malými latinskými písmeny p,l,.... 
Body značíme malými řeckými písmeny oc, /}, Průsečík přímek px a p2 zapi
sujeme též jako p1 n p2. Je-li M c E2, cařd M ^ 2, potom p(M) značí přímku 
(exístuje-H), obsahující M. 

Nechť nyní je l libovolně, ale pevně zvolená přímka v E2, J í její podmnožina, 
m = card M < 2*.1) Předpokládejme, že N = l —- M je rozkladová množina 
roviny, Jř nechť značí rozklad roviny E2 v množiny shodné s N. Prvky tohoto 
rozkladu budeme značit Nu nL-= p(NL). Protože card (nLi — Nti) < 2̂ ° a že 
pro % + ix je Nljb o N£. = 0, je nti 4= ntJe pro ix 4= ik. Množinu všech nL označme 
s3l. T. nechť značí pro dané i Hbovolně, ale pevně zvolenou shodnost roviny 
takovou, že rL(N) = NL. V dalším budeme studovat strukturu rozkladu R. 
Ukážeme, že přímky nt tvoří dvě osnovy rovnoběžných přímek, z nichž jedna 
obsahuje všechny možné rovnoběžky s daným směrem, druhá právě m rovno
běžek. 

Lemma 1. Bodem x e E2 prochází nejvýše max (m, H0) přímek nL. 

Důkaz. Bud U množina všech přímek nL, které procházejí bodem oc. Při
pusťme, že card it > max (m, X0). Existuje právě jedna přímka nh v U tak, že 
a € Nv Označme % = U — {nL}. Pro nL e Ux platí ocent — N*.. Tedy M není 
prázdná množina. Existuje tedy <je?itfl- Nt(}. Nechť fí e Nti. Přímka nti pro-

l) Případem, že card (l — M) < 2*, jsem se zabýval v článku [1], 



tíná všechny přímky z U s eventuální výjimkou jedné z nich (totiž té, která je 
s ní rovnoběžná). Tedy n protíná opět card U přímek z Ux. Poněvadž card (nl% —-
— NLi) = m, existuje mezi těmito přímkami card U přímek takových, že mají 
neprázdný průnik s NLi. Množinu těchto přímek označme U2. Pro nL e U2 platí 
tedy Nlx n nL 4= 0. Poněvadž též oc non e NL, musí být vzdálenost boduN^ n nL 

a bodu oc rovna vzdálenosti jisté dvojice bodů z M. Je-li m konečné, je j 1 

dvojic různých bodů z M, je-li m nekonečné, je jich právě m, tedy je v obou 
případech tato mohutnost nanejvýš max (m, H0). Poněvadž body NL n nL leží 
na přímce nH a je jich více než max (m, K0) = 2 max (m, 80), došli jsme ke 
sporu. Tím je lemma dokázáno. 

Nyní uvedeme t v r z e n í o b e c n ě j š í : 

Budiž dáno pět různých přímek l19 ...,l5s těmito vlastnostmi: 

ll912 se protínají v bodě oc a lz, lá, ls neprocházejí bodem oc. Nechť dále platí 
(Q metrika v E2) Q(IX n lu l2 n lt) = r pro i = 3, 4, 5. Potom platí 

Lemma 2. Nechť v{ je bod přímky li} i = 3,4, 5, pro nějž platí ^(řx n li9 v€) = 
= d± =t= 0, Q(12 n lit v^ = d2 4= 0, kde dx a d2 jsou kladná čísla nezávislá na i. 
Potom body v i neleží v přímce. 

D ů k a z plyne ihned ze známé věty (viz např. [2], odst. 72), že body vť leží 
na elipse. 

Přejdeme opět k vyšetřování rozkladu R. 

Lemma 3. Nechť U c 91 taková, ze pro nLie U, nu e U, nLi 4= nu je nLí + nu. 
Potom card U < 2*0. 

D ů k a z . Připusťme, že existuje U tak, že card U = 2*o. Zvolme libovolně, ale 
pevně tři různé přímky nL, nL ,, nL n eU. Nechť Ux je množina těch přímek nL 

z U, pro něž platí NL n nLo = 0. Je zřejmě v důsledku lemmatu 1 card Ux = 2*°. 
Nechť U2 je množina těch přímek nL z U1? pro něž NL n nl0, = 0. Je opět card U 2 = 
= 2*o. Je tedy pro nL e U2 

nL n nLo = rL(ocL) , nL n nL, = rL(fiL) 

pro jisté ocL, $L e M. Protože card M < 2*0, existuje podmnožina U3 c U2 o mo
hutnosti n větší než max (m, tf0) takových přímek nL, že pro nL, nL, e U3 je 
otl = ocL,, fiL = f}L>. Označíme~li totiž pro oc, /3 e M symbolem I (a, /3) množinu 
těch indexů 1, pro něž ocL = oc, f3L = /J, dostáváme systém množin o mohutnosti 
nanejvýš rovné max (m, N0). Každý index 1 patří právě do jedné z množin 
I(x, j8), totiž do /(#,, /?ť). Sjednocení všech množin I(oc, /?) má tedy mohutnost 
2*« a musí tedy existovat dvojice oc±, & tak, že 

card I ( ^ 1 ? /SJ > max (m, » 0 ) . 
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Us je potom na příklad množina všech přímek nL e U2, pro něž i e I(,QC1} /3-J. Mezi 
přímkami nL z U3 je opět n takových, že Nc n nL<» = 0. J e tedy Nt. n nL,, = xt(yt) 
pro vhodné yt € M. Existuje dále množina 

U4 c U3, card U4 = tť > max (m, 80) 

taková, že pro nL, nL>,e U4 je y, = yt,, což nahlédneme bezprostředně úpravou 
důkazu existence U3. Pro nL, n'L, e U4 je tedy 

Q(nL n nía, nL n nL<) = g ( n t , n nLo, nL, n w,ío,) = Q(OCL, /3J , 

t?(n< n nL„, nt n nto0 = Q(nL, n ?v> TI,, n nL,) = D(y„ /?,), 

t?(»ř n v , 7i, n w j = !oK' n T ^ , ^ n rat.) = o(y i ? a t ) . 

Ale card U4 = tť > max (m, K0). Bodem wto n TI^, může procházet podle lem
matu 1 maximálně max (m, »o) přímek z U4. V U4 existují Z3, Z4, Z5 tak, že ne
procházejí bodem ntfi n nh>. Tyto přímky spolu s nto = ^ a w.o' = Z2 splňují 
předpoklady lemmatu 2. Při tom body v{ = l{ n nLo» leží na přímce nlt», což je 
spor s tvrzením lemmatu 2. 

Lemma 4. Ezistují přímky pt, p 2 tak, ze každá přímka ^ e 9t ;e buď rovno
běžná « j)j, nebo s p 2. 

Důkaz. Nechť U' je množina takových přímek nL>, že každá přímka nL zlije 
rovnoběžná právě s jednou přímkou nt> z U'. Podle lemmatu 3 je card U' < 2No. 
Je-li % c U', označíme symbolem U(nL>) množinu všech přímek z 91 rovnoběž
ných 8» ť . Poněvadž všech přímek nL je 2*0 a 5c = U U(nt>), existuje nLl tak, že 

nt,*& 

card U(nLl>) = n > max (m, »0) . 

Oznaěme jednodušeji U = U(nř/). Připusťme, že tvrzení lemmatu 4 neplatí. 
Polom existují dvě přímky nLl, nLt e %l — U tak, že ntl -H- nLt. Nechť Ux c U je 
množinou všech takových přímek nt z U, že NL n nLl = 0, NA n n í 2 = 0. Snadno 
zjistíme, že card ttt = n. Při tom Q(nt n nLl, nL n w,2) může nabýt maximálně 
max (tu, tt») hodnot. Pro n t e U3 existuje však maximálně ještě jedna přímka 
« ť € Uj tak, že q(nt n ntl, nt n nts) = ^(^r n nil5 nL, n fti2) (a to rovnoběžka s nL, 
která má od průsečíku n-tl n ?i,2 tutéž vzdálenost jako nt). Tím jsme došli ke 
sporu. 

Věta 1. NecMpx a p 2 jsou přímky z lemmatu 4. Nechť 9^ (9l2) 1e množina těch 
•přímek nt z 5Jl5 pro nář nť || p x (nť || p 2). Pa& fee označení zvolit tak, ze 

1. existuje % e Šíj tofc, že pro w, € 5í2 ýe JV, n % 4= 0, . 
2. 9tj obsahuje všechny rovnoběžky s pu card 5i2 = m. 

Důkaz, Podle lemmatu 4 má aspoň jedna z množin 9cx a 9l2 mohutnost 2*o. 
Označení lze volit tak, že je to 9cx. Je-li M = 0, potom 9í2 = 0 a lemma je 
dokázáno. Je-li M 4= 0, existuje ^ € 9í2- Nechť U je množina všech těch přímek 
nt c 51-, pro něž Nť n %4 + 0. Je card U = 2Ko. Množinu U rozložme nyní ve dvě 
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třídy U1? U2 takto: dvě přímky nt, nL. z U patří do téže třídy právě tehdy, když 
existuje translace r*, pro niž r*(NL) = Nt>. Označení budiž zvoleno tak, že 
card Ux = 2*o. Zvolme libovolně, ale pevně n í js e U1? a pro každé nL e Ux translaci 
r* tak, že r*(Nu) = NL. Z definice množiny Ux plyne, že pro nt e Ux je nL n nh = 
= r*(ocL) pro jisté aL e nL% — Nv Poněvadž card Ux = 2*o a card (nt —• Nt) = 
= m < 2*o, existuje podmnožina UÍ c U1? card Ux = rť > m takových nt, že 
pro wt, ntr e UÍ je # t = oct, -= a. Připusťme nyní, že existuje wÍ8 e 9Í2 tak, že 
pro wt e Ui platí N/g o nt = 0. Potom je pro nt e UÍ také NÍ3 n nt = 0. Kdyby 
totiž pro některé n, e UÍ platilo Nig n nt =# 0, potom by z Nis o n£ e Neplynulo 
Nía n ^ non e Nx a tedy NÍ8 n nLenL — Nt. Existuje pak fi enttt-— Ntt tak, že 

Tf(/J) = Nís n % . Je však 

Q(nh o n,4, nLí n n j = O(nt$ n nL, nti n wt) 

(jedná se o protější strany rovnoběžníka), tedy 

r*(/3) = nt% n nti a ^ n nu e n,4 — NÍ4 => n, t n n Í 4 non e N,4, 

ěili n í a o nLi € Nia a Nig o nÍ4 =# 0, což je ve sporu s naším předpokladem. Tím 
jsme shora uvedené tvrzení pro nt dokázali. Ale máme opět spor, protože -ta
kových rovnoběžných přímek nt může existovat v R pouze m. Zawj můžeme 
tedy položit libovolnou přímku z Ux. Pro každé nt e 9l2 je N1 n nL =- 0, tedy 
card 9í2 = m. Tvrzení o 9lx je potom evidentní. Tím je věta dokázána. 

Věta 2. Pro £ e M existuje translace r přímky l tak, ze r(M) c M, £ non e r(M). 

D ů k a z . Nechť 91! a 9t2 jsou množiny z věty 1, nx přímka z tvrzení 1 věty 1. 
Nechť r\ e % —- Nx. Existuje n Í 2 e 9c2 tak, že r\ e Nv Dále existuje rj' e n i g — 
— Nía. Nechť r\ e N£s (při tom nL% e 9^). Nechť %' je translace roviny E2 ve 
směru p 2 (definici p2 viz v lemmatu 4), která převádí přímku nh v nv Z tvrzení 1 
věty l o % ihned plyne, že 

r '(n í a — Nlt) c % — Nx a 97 non e T'(TŽ,Í8 - NJ . 

Dále je 
r'(nh - NJ ^ % - Nx , 

t j . existuje shodnost r" přímky nx tak, že 

r"(r'(nh - NJ) = nx - tfx . 

Protože x'(nlt — NtJ je vlastní podmnožina v nx — N1? je T" translací. Tvrzení 
věty pak plyne ze shodnosti M ^ nx — Nv 

Ukážeme, že podmínka vyslovená ve větě 2, je podmínkou dostatečnou při 
m = 80 P r o ťo, aby N = l — M byla rozkladovou množinou roviny. Uveďme 
nejprve pomocné tvrzení: 

Lemma 5. Nechť p je přímka, M c p, card M = a0. Nechť je splnéna násle
dující vlastnost (V): 
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Pro £ * J ř existuje translace r přímky p tak, ze £ non e r(M) c J ř . 
Poéom existuje posbupnost podmnožin MQ, M1} M2, ..., Mn, . . . taková, ze 

L pro Mn existuje translace an přímky p tak, ze on(M) = Jfn c M, 
% M = Jf0 O Jř x D Jf2 3 Jf8 D ... D Jftt D ' . . . , 
3. 17 Jfw = 0. 

D ů k a z . Ad 1. Uspořádejme body z J f do posloupnosti {£l9 %%, <~3,...}. Existuje 
translace na p rx tak, že £x non € Tx(Jf) c Jf. Položme <p1 = rx. Buďtež defino
vány translace q>k pro k < n tak, že (px... ^ - ^ J ř ) c Jf. Nechť n-, je první index, 
pro nějž ffli c ̂  ... <pn-i{M). Existuje translace TWI na p tak, že £ni non e rUi(M) c 
c J í . Položíme <pn = T%. Je 

9>i — 9«-i VnW = <P»í>i • -- P»-i(Jf)] c yn(Jf) c J f . 

Položíme a, = ř i - • 9>n, Mn = crn(Jf), J f 0 == J ř . '" 

Ad 2. Jfn+1 = a%+1(M) = orn . pw + 1(Jf) C a n (Jf) = Jř t t . 
Ad 3. Nechť 4 € JfB«x. Potom % = n a fn non € an(M) = Jfn. Tedy 

í n noi \€ Yl ^n-
n -0,1,, . . 

P o z n á m k a . Je-Ii O množina všech celých éísel a G + nn (n Hbovolné ira-
cionální ěíslo) znaéí množinu,která vznikne z O translací o nn, pak \J(G + nn), 
při čemž se sčítá přes přirozená n, je příklad množiny s vlastností (V). 

Věta i . Nectí M c p má vlastnost (V), card J ř = K0, Potom p — M je rozkla-
dmxm množinou roviny E2. . • 

D i k as. Zavedme v E2 kartézskou soustavu souřadnic. Nechť např. p splyne 
s tmou souřadnic x, body z J ř ztotožníme s jejich souřadnicemi xl9 . . . , xn9 — 

* Nechť dále M = Jf 0 D MX D ... D Jfn D . . . je posloupnost z lemmatu 5. Nechť 
xe p . Potom nechť ^(a;) je první inde^: takový, že x non € Jřn(a.) . n(x) existuje, 
což plyne z vlastnosti 3 lemmatu 5. Položme pro cct e M p{ == o; = &%•; nechť -B* je 
množina bodů (xh y), kde yep — Mn(Xi)~l9 lk==y = k(k reálné číslo), P7 c budiž 
množina bodů (y9 k), k d e y e p — Mn(k). 

Ukážeme, že systém všech množin Pk a iže tvoří rozklad na E2: 

L PM, BÉ jsou neprázdné. 2. Pk n ižt- = 0. 

D ů k a z . Jedná se o to, že průsečík přímek lk a pt (xi9 k) nepatří do Pk n J-V 
Rozlišme dva případy: 

a) n(k) < n(Xi), b) ra(fc) = ^ * ) . 

Ad a): Potom a ^ J ř ^ ) , tedy a, non c p — Jř»<*), t e d y bod (a;,, k) non £ P ; . . 

Ad b): Potom k e Jf„(.,)-!, tedy i non € p - Jřw(%)~i> t e d y (a?,, fc) non e J2,. 

3. U*< u u n = ^ 



D ů k a z . Uvažujme o bodu (a, b): 

a) nechť a non e M. Potom (a, b) e Ph. 

b) a = x{ pro jisté i, b non € M. Potom (a, b) e B{. 

c) a,be M, a = a?ť, b = xó. 

c') Nechť n(ft) < n(a). Potom b non 6 Mn(a)-l9 tedy (a, 6) e B{. 
c") Nechť n(6) ^ n(a). Potom aep — Mn^), tedy (a,b)ePb. J e zřejmě 

Pk ~ P — M ^. Bi. Tím je věta 3 dokázána. 

Ukážeme, že věta 3 obecně neplatí pro m, když *s0 < m < 2*o. Nechť 
tedy m je kardinální číslo, pro něž platí N0 < m < 2*o. Budiž FT Hamelova 
base,2) M množina indexů, card M = m. Nechť G c H, card Cr = m. Budeme 
též psát C? = {pť}, i € M. Položme <?ť = G — {pj . Nechť H! c H, card H! = m, 
G n II ! = 0 (H! zřejmě existuje). Budeme psát H1 = {xi}, ieM. Nechť 
©,. = [G{] je additivní grupa vytvořená množinou Gi9 

»< = Ů (Xi + ®t + npi) 
n = 0 

(x{ + (&i + npt. znamená množinu všech čísel tvaru xt + g + Tip,-, r/ e ©,•), 
^ = U ^-. Je card 9 = m. Ukážeme, ze Ex— 9 není rozkladovou množinou na 

ieM 

K2 (K^ zde značí množinu všech reálných čísel), ačkoli má vlastnost (V). Důkaz 
provedeme pomocí několika dílčích t v r z e n í : 

a) 9i jsou navzájem disjunktní. 
b) 9'i + npk = 9i, n celé, i =j= k. 
c ) %i + g + n<Pi non € 9i + (n + 1) př- c ^ ť , >i ceíé nezáporné, g e @ť. 

D ů k a z tvrzení a), b), c) je evidentní z definice 9t. 

d) 9 má vlastnost (V). D ů k a z plyne z b) a o). 

e) Nechť 9 + t c 9. Potom 9 i + í c ? ť a ř = -£&#,-, fc^ ^ 0 ceřě, pft cemz se 
sčítá přes všechna p5- a jen konečné mnoho k3- je větších nez nula. 

D ů k a z . Nechť 

x€ + g + riiPi +t = xk+gf+ mkpk , xk + g' + mkpk + t = a;z + g" + r ^ ř , 

při čemž £ e ®„ cf € ®k9 g" € ® ř. 

Připusťme, že i =(= fc. Potom 

t = xk — Xi +g' — g + m^p* — tt,pť, 

t = xt — xk + g" — gr' + rxpx — nkpk , 
2) Množina reálných čísel H = {a0, a19 ...} se nazývá Hamelovou barií, když každé 

reálné číslo a se dá vyjádřit právě jedním způsobem ve tvaru a = cx0a0 + a 1a 1 -f ..., kde 
a0, ax, ... jsou racionální čísla, při čemž jich je jen konečně mnoho různých od nuly. Je 
cardH = 2xo (viz G. HAMEL: Eine Basis aller Zahlen..., Math. Annalen, 60 459 — 462). 



což je spor s tím, že xi9 xk9 xl€H1&H1 n G = 0. Tím je dokázáno prvé tvrzení. 
Dále plyne, že 

t = (gr - g) + (m - mt) PÍ . 

Je Xi + t = xt + (gr — g) + (nť — m€) p4 € SPť. Odtud % — wť ^ 0. Číslo gr' -
-- g jakožto prvek grupy [O] vzniklo sečtením konečného počtu p ť resp. — pť. 
Tím je tvrzení e) dokázáno. 

Označme ještě množinu indexů / e M, pro něž kj > 0, symbolem N[ř]. 
f) Nectí 9 + t c 9, Xi + g + npt non e 9 + t pro jisté ie M, g e ®i a % 

edé nezáporné. Potom xt + g' + npt non e <9 + t pro každé g' <= © ^ 0 ^ m <; n. 

Důkaz. Nechť t = Zk/pjm Připusťme, že kt ^ n. 
Potom 

t-g"+ (n-K)Pi, g''e®i. 

% je grupa, tedy g ' - ^ ® ^ 

x + g-g" + k^ + g" + (n — ki) pf = x + g + np{e 9 + t, 
což je spor s předpokladem. Tedy ki'>n.xe9i+t=>x = xi+g1 + mp{, 
kde gx c ©* a m > n. 

g) Nectí 9? 9 +h, 9o 9 + t2, ..., <9 D 9 +tn, .... 

Potom f[{9 + y + 0. 

Důkaz. Existuje index ke M, pro nějž platí k none NpJ pro všechna přiro
zená n. Je potom podle b) 9h + tn = 9k pro všechna přirozená n. Tedy 9k c 

c 11(0 + 0. 
Věta. Mnoíina Ex — 9 není rozkladovou množinou roviny. 

Důkaz. Připusťme, že existuje rozklad R na rovině v množiny shodné 
sK! — 9. Nechť Síj a 9í2 jsou množiny přírnek z věty 1, % z téže věty zvolme za 
osu x kosoúhlých souřadnic, za osu y zvolme přímku rovnoběžnou s přímkami 
z $ 2 a počátek a orientaci zvolme tak, aby prvek rozkladu R ležící nyní v ose x 
měl za množinu svých £~ových souřadnic množinu Ex — 9. Projekci množiny 
N c Et na osu x (resp. y) označíme jako N(x) (resp. N(y)). 

Zvolme nyní libovolně, ale pevně i e J í a uvažujme o bodech 

(xu 0), (x{ + pi9 0)..., (xt + npi, 0), ..., kde je n celé nezáporné . (1) 

Uvažujme dále o přímkách nm = x = np{ + x{. Z toho, že body (1) neleží 
v % — 9, plyne, že v přímce nm leží prvek rozkladu R; označme jej nM. Nechť 
nyní bod (np{ + xu c) není prvkem nM. Potom tento bod leží v jistém M eR, 
M pak leží v přímce p =s y = c. Z vlastnosti přímky % plyne, že Ex — M(x) c 
c 9. Protože npt + xt non e E± — Jf (x), je podle f) n'pi + xt non € Ex — Jí" (a:) 
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рго п', 0 ^ %' ̂  п. Ъ Ъопо рГупе, ге (п'р{ + хь с)е М, а Ш у (п'р + хь с) 
поп ьп'М. ^е ройот 

(°т - °М)(у) э (*ж - 1М)(у) о ... э (»т - пЖ)(у) . . . . 
00 

Ропёуайг; (пт — пМ)(у) ^ ^, ех18кг}'е рооИе §) у* € ^"| (пт — пМ)(у). V рптсе 
гс = 0 

р* ~ у =: у* песЫз 1ег1 Г* € Д. РосЦе уо1Ьу у* ]&ои Ьойу 

(?грг- + хь у*) с Г* рго п се1ё пегарогпё. (2) 

Оа1е ]е (р* — Г*) (ж) = У +1 рго уЬогЗпё ^ (#>* — Т*)(х) с ^ а роо11е е) 
(31 + Ьс &<. А1е роо!1е I) V о!й81ео1ки (2) ]'е ^ п (р* - Г*)(а?) = 0. БойН ^вте 
т,ео!у ке ерога. УёЪа ]'е глт сЬкагапа. 
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Резюме 

О НЕКОТОРЫХ МНОЖЕСТВАХ РАЗЛОЖЕНИЯ ПЛОСКОСТИ 

МИЛАН СЕКАНИНА (М11ап векапта), Брно 

(Поступило в редакцию 10/II 1958 г.) 

В статье рассматриваются разложения 1? евклидовой плоскости Е2 на 
множества, конгруэнтные с подмножеством N прямой I, причем т = 
= саго! (I — # ) < 21Зо. В том случае, когда такое разложение существует, 
называем N множеством разложения Е2. 

Пусть91 обозначает множество тех прямых, на которых лежат элементы 1?. 
Тогда 91 состоит из двух подмножеств 511? 9с2, из которых одно состоит 
из всех параллельных прямых определенного направления, а другое 
содержит в точности ш параллельных прямых другого направления 
(теорема 1). 

В теореме 2 доказывается, что для того, чтобы N было множеством 
разложения Ег, необходимо, чтобы для каждой точки | множества I — N 
существовало сдвижение т прямой I такое, что т(1 — Щ с I — В, | поп е х 
(I — Щ. Если т = Я0, ТО ЭТО условие является также достаточным; в слу
чае 80 < т ЭТО не имеет места. 
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Summary 

ON CERTAIN DECOMPOSITION SETS OF THE PLANE 

MILAN SEKANINA, Brno 

(Received February 10, 1958) 

The paper is concerned with the decompositions R of the euclidean plane E2 

into the sets congruent with a given subset N of the straight line I, when 
m -== card (I — N) < 2*o. When such a decomposition exists, we say that 
N is a decomposition set of E2. 

Let 9t be the set of the straigt lines, in which elements of J? are contained. It 
is proved, that 3t consists of two subsets Sfl1? 5R2, one of which consists of all 
straight lines parallel to a given direction, the other contains exactly m straight 
lines parallel to another direction (theorem 1). 

In theorem 2 we prove that the following condition is necesary for N 
being a decomposition set of E2: 

If £ is a point oil — N, there exists a translation x of I such that x(l — N) c 
c I —- N, £ non € x(l — N). In the case m = H0 this condition is sufficient, but 
this is not the case for m > tfG. 
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