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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 84 (1959), Praha 

0 JEDNEJ APLIKÁCII REŤAZOVÝCH ZLOMKOV 
V TEORII NEKONEČNÝCH RADOV 

TIBOR SALÁT, Bratislava DT: 517.52.001, 511.138 

(Došlo dne 27. srpna 1958) 

V práci [1] vyšetřuje J . D. H I L L niektoré zaujímavé vlastnosti čias-
toéných radov. V tomto článku ukážeme, že analogické výsledky možno 
dostat aj u radov obecnejšej struktury, ak použijeme k naším úvahám 
niektoré základné vlastnosti retazových zlomkov. 

Úvod 

00 

Ku studiu vlastností čiastočných radov radu ^ % používá J . D. HILL 
fc=i 

dyadické rozvoje reálných čísel intervalu (0, 1>. Každému x = 0. ocjjx^oc^ ... 
-.. ocn . . . (vpravo máme dyadický rozvoj čísla x obsahujúci nekonečné mnoho 

OO 00 

jedničiek), x e (0, 1>, přiřadí čiastočný rad 2 #*,% r&du 2 %• 
7c=l & = 1 

V týchto úvahách možno ísť v určitom směre dalej. Predpokladajme, že 
pre každé k = 1, 2, 3, ... je daná nekonečná postupnosť reálných čísel 

Mjc = (c1? c2, c3, ..., cn, ...) 
00 

a nech 2 % 3e r a ( i s reálnými členmi. V tomto článku budeme sa zaoberať 
fc = l 00 

štúdiom vlastností množiny všetkých radov tvaru 2 £A> &d.e £% j e P r e každé 

k = 1, 2, 3, ... členom postupnosti Mk, t j . sk = cr pre vhodné r. 

V tejto časti práce budeme predpokladať, že je daný rad 2 % s reá!nymi 
členmi. Nech je dalej pre každé k = 1, 2, 3, ... fc=1 
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nekonečná postupnost reálných čísel. Pri pevnom k (k = 1, 2, 3, ...) položme 
Ak = sup Je*| a nech je splněná podmienka 

n-s-l. 2,3, . . . 
00 

2 -^Ki < °° • (*) 
J f c - 1 

oo 

Táto podmieiika je splněná například vtedy, ak 2 % absolutné konverguje 
a {AkjzLi je zhora ohraničená! k==1 

00 

Označme ďalej znakom W množinu všetkých súčtov radov tvaru 2 «*,%> 
kde sk je členom postupnosti Mk (k = 1, 2, 3, ...), fc==1 

Nech x je iracionálně číslo intervalu (O, 1), potom, ako je známe (pozři [2] 
str. 20) možno x vyjádřit jednoznačné pomocou nekonečného retazového 
zlomku s prirodzenými členmi 

x = _ J . (2) 
% H ; — 

щ + 
щ + 

+ щ + 

Definujme teraz na <0, 1> funkciu <p takto: Pre x iracionáhie (2) kladieme: 
oo 

<p(x) = 2 cL/̂ z- Rad. vpravo vzhladom na (1) absolutné konverguje. Ďalej 

položme 9?(0) = 0 a pre x racionálně, x e (0, 1>, kladieme 
r i 

<p(x) = 2 cLuu a k x = \ . (3) 
m-. H • 

m2 + 

mr 

pri tom vpravo máme (ukončený) rozvoj čísla x v reťazový zlomok (pozři [2] 
str. 19). 

Zrejme je množina všetkých hodnot funkcie <p na množině všetkých iracio-
nálnych čísel intervalu <0, 1> totožná s množinou W. Ak pre každé k je množina 
ělenov postupnosti Mk kompaktná, potom aj W je kompaktná a ak okrem 
toho je ut 4= 0 (l = 1, 2, 3, ...) a pre nekonečné mnoho k je množina členov 
postupnosti Mk aspoň dvojbodová, potom je W dokonca perfektná (pozři [3]). 

Veta 1. Funkcia cp je integrácie schopná v zmysle Riemannovom na intervale 
<0, I>. 
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k 

D ó k a z . Pre pevné zvolené prirodzené h položme cpk(0) = 0, cpk(x) = ycnuz 
fc 1=1 l 

pre x iracionálně (2), ďalej cpk(x) = 2 Cm,ui P r e x racionálně (3), ak h g T, 
r 1 = 1 

a konečné cpk(x) = 2 Cii/Wj VVG x racionálně (3), ak h > r. 
i=i 

Takto definovaná funkcia cpk(x) je zrejme ohraničená na intervale <0, 1>, 
kedže pre každé x e <0, 1> máme podlá (1) 

00 

\q>Ax)\ =š 2 Ai\ui\ < °° • 
1=1 

Funkcia cpk je spojitá na každom otvorenom intervale k-teho poradia (pozři [2] 
str. 50) a teda množina všetkých bodov nespojitosti funkcie cpk na <0, 1> 
je spočetná. Teda cpk je integrácie schopná v zmysle Riemannovom na intervale 
<0, 1>. To platí pre každé h = 1, 2, 3, . . . . Uvažme ďalej, že pre každé x e <0, 1> 
platí 

\cp(x) - cpk(x)\ 5g I Al\ul\ = o(l) 
l=k+l 

a t e d y postupnost {cpk}i rovnoměrné konverguje k funkcii cp na intervale 
<0, 1>. Podlá známých viet o Riemannovom integráli dostáváme správnost 
tvrdenia vety. 

P o z n á m k a 1. Z dókazu predošlej vety vyplývá, že bodmi nespojitosti 
funkcie cp na intervale <0, 1> móžu byt len racionálně čísla tohoto intervalu. 

P o z n á m k a 2. Dokázaná veta je analogon vety 1 z citovanej Hillovej 
i 

práce. Integrál f cp áx možno vzhladom na definíciu funkcie cp pokládat 
o 

za akýsi aritmetický priemer množiny W. V práci [1] sa ukazuje, že arit
metický priemer (analogicky definovaný ako v našom případe) množiny 
všetkých súčtov všetkých ěiastočných radov daného absolutné konvergent-

co o 
ného radu s = 2 % je - . V našom případe, ako sa dá očakávať, hodnota 

k=l 2 1 

aritmetického priemeru množiny W (tj. integrálu f cp áx) už obecné nie je 
oo 1 0 

i 2%;.*) Výpočet integrálu f cpáx už aj pri dost špeciálnych volbách po-
ft=l o 

stupností Mk robí značné ťažkosti. 
00 

P ř í k l a d . Uvedieme tento jednoduchý příklad. Nech 2 % J e absolutné 
k=l 

konvergentný rad, nech Mx = (1, O, 1, O, 1, O, ...) a pre h = 2, 3, 4, . . . nech je 

Mk= ( 1 , 1 , 1 , . . . , 1, . . . ) . Potom pre x e í ^ ^ ] (* = 1,2,3,...) jen1 = k 
00 

*) Všimnime si, že dokonca o konvergencii radu 2 uk nečiníme žiadne předpoklady. 
A = l 
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(pozři [2] str. 49) a tedy c\ je 1 pre nepárne k, 0 pre párne k. Ostatně c\x (l > 1) 
sú Í.Teda 

1 

/% n °° / \ 

/*,<_ = 2«.+%2 (ŠF_T - i) • 
Keďže 

n 2n n 2n 

V/___- ___\_TI_VI_ V __• 
fi\2k—\ 2k f^h £-k . ----i, _/» » 
ft=l * ' fc=l fc=l fc,=n+l ' 

2 

podlá definície integrálu je limita tohoto výrazu pre n -> oo rovna / ar1 áx = 
= log 2. Teda * 

1 n 

/ <pn ŮX = _x log 2 + 2 ^ > 
0 1 = 2 

1 1 oo 

f <pdx = lim f <pndx = ux log 2 -f- 2 ^ 
O n—->oo O ř = 2 

(pozři dókaz vety 1.). 
Keby sme volili __"-. = (O, 1, O, 1, O, 1, ...) a pre h = 2, 3, 4, ... Jffc = 

= (1, 1, 1, ...> 1,...) dostali by sme podobným postupom 
1 00 

/ <p ác = (1 — log 2) ux + 2 ui • 
O Z=2 

V oboch prípadoch je splnenie podmienky (1) evidentně. 

II 

V tejto časti práce budeme sa zaoberať štúdiom vlastností radov už zavede
ného typu s tým rozdielom, že podmienku (1) nahradíme inou podmienkou. 

00 

Budeme teda študovať vlastnosti množiny všetkých radov tvaru 2 £*%> kde ek 
fc=i 

je pre h = 1, 2, 3, . . . členom danej postupnosti reálných čísel 

Mk = (cl3 c2, c3, ..., cn, ...) . 

Zavedieme toto stručné vyjadrovanie: 

Budeme hovoriť, že postupnosť {Mk}k==1 je normálna vzhladom na rad 
OO 

2 ^ , ak existuje postupnosť reálných čísel {ek}k=1, .ek je člen postupnosti 
„ - i 

n 

Mk (h = 1, 2, 3, ..•). s vlastnosťou lim sup 2 skuk = + oo a postupnosť {ek}f, 
n~*oo fc—1 

n 

er
h je člen postupnosti Mk(k = 1,2, 3,...), s vlastnosťou lim inf 2 £kuk = — oo. 

n—>oo k = 1 
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Podmienku (1) nahradíme v tejto časti práce podmienkou: Postupnost 
00 

{Mk}i je normálna vzhladom na rad 2 uk (4). Táto podmienka je například 
fc=i 

splněná vtedy, ak (4) je neabsolútne konvergentný rad a každá z postupností 
Mk obsahuje čísla O, 1. 

Analogicky, ako v prvej časti práce definujeme pre každé prirodzené k 
furikciu (pk(x) a každému iracionálnemu číslu x e (O, 1), 

1 
x = í 

nx + n2 + 

+ Щ + 

přiřadíme formálně nekonečný rad 
CO 

2 < ^ i (5) 
1 = 1 

V ďalšom ukážeme, že v istom topologickom zmysle majú převahu tie rady 
tvaru (5), ktoré oscilujú medzi oo a — oo. 

Interval <0, 1> pokládáme v ďalšom za metrický priestor s Euklidovskou 
metrikou Q = Q(X, y) = \x —- y\. 

Veta 2. Nech (4) je rad s reálnými clenmi. Nech {Mk}i je normálna postup
nost vzhladom na rad (4) Potom pre všetky x e <0, 1> s výnimkou bodov množiny 
prvej kategorie platí 

lim sup <pk(x) = + oo , lim inf cpk(x) = — oo . (6) 
fc—voo jfc—>00 

Dókaz. Nech S značí množinu všetkých iracionálnych čísel intervalu 
<0, 1>, R množinu všetkých racionálnych čísel tohoto intervalu. Uvažujme 
metrický priestor (S, o), kde D = Q(X, y) = \x — y\ (Euklidovská metrika). 
Priestor ($, Q) je zrejme množinou druhej kategorie v sebe. Keďže pri pevnom n 
všetky body nespojitosti funkcie cpn ležia v R, je cpn spojitá na (S, Q) (presne 
řečeno jej parciálna funkcia ((pn)s je spojitá na (S, Q)). Pri m prirodzenom pev
nom položme Bm = E <pn(x) j£ m. Bm je vzhladom na predošlú vlastnost 

%€S n= l ,2 ,3 , . . . 

funkcie cpn uzavretou množinou v (S, Q). Ukážeme, že Bm je riedka v (S, Q). 
Třeba ukázat, že 8 — Bm je hustá v (S, Q), tj. že každá gula v (S, Q) obsahuje 
body množiny S — Bm. Nech teda je Q'(x0, d) gula v (S, Q), tj. 

Qr(x0, d) = Q(x0, d) nS, 
kde 

xt 
€ S , Q(x09 ô) == (x0 - ô, x0 + ô) 
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Pre dost velké l už Q(x09 d) obsahuje nějaký interval Z-tého poradia (pozři [2] 
str. 50). Podržme toto l pevné. Zostrojme teraz postupnost intervalov {Jj}f+1 

takto: 

Označme K = ci % -f ... + clul9 při čom Jx = E ( ? 5 * * *' I (označenie 
1 \nl9 n29 ..., n%] 

pozři [2] str. 53). Podlá předpokladu vety existuje postupnost reálných čísel 
{s*}£-i t a k á> ž e 

n 
lim sup 2 £&% = o o , (7) 

tt-~>CO & = 1 

pri tom je ek členom postupnosti Mk. Ak sl+1 = c*+1, potom zvolíme 

\ nl9 n29 ...9n,s / 

Ak sme už zvolili Jl+k c Ju pri čom 

.v̂ f1'2'•-•>* + *), 
potom J.+fc+1 c J ! + f c zvolíme takto: 

Ak 6J+&+! = Cr+Í:+1, potom kladieme: 

r /l,2,. . . ,J,. . .,Z + .M + * + -\ 
^ i+fc+i = & I I . 

W , wa, ...,%, ...9nl+k9r I 
Zvolme teraz k ^ 1 také, aby 

C I + I ^ I + I + Sř+2^ř+2 + • • • + či+k^i+k > m, —• K 9 

to je vzhladom na (7) možné. Potom pre iracionálně x9 x € Jl+& máme 

<Pi+k(%) = K + el+1ul+1 + ... + sl+kul+k > m , 
00 

takže x e S •— Bm. Položme teraz B = \J Bm9 teda B je množina prvej kate
gorie v (S, Q). Zrejme w==1 

B = E lim sup 9>n(a?) < oo . 

sccS w~j>co 

Úplné rovnako by sme ukázali, že aj množina 

C = E lim inf <pn(x) > — oo 

je množinou prvej kategorie v (Š, Q) a tak aj množina B u O je prvej kategorie 
v ($, o) a teda aj prvej kategorie v «0, 1>, o). Keďže R je spočetná, je aj 
množina P = J5 u C u j? prvej kategorie v <0, 1>. P je však zrejme množinou 
všetkýeh tých xe <0, 1>, pre ktoré neplatia súčasne obe rovnosti (6). Tým je 
veta dokázaná. 
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Dósledok. Množina všetkých tých x e <0, 1>, pre ktoré má postupností 
{<pn(x)}n=i limitu (vlastnú alebo nevlastnú) a teda aj množina všetkých tých 
iraeionálnych čísel x e (0, 1), 

Щ + 
n2 + 

+ Щ + 

pre ktoré příslušný rad ^ Cn,w- má súčet (vlastný alebo nevlastný), je množinou 
z=i 

prvej kategorie v <0, 1>. 
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Резюме 

ОБ ОДНОМ ПРИМЕНЕНИИ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ В ТЕОРИИ 
БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ 

ТИБОР ШАЛАТ (ТШог 8аШ), Братислава 

(Поступило в редакцию 27/Л7Ш 1958 г.) 

В работе [1] Дж. Д. Хилл изучает некоторые интересные свойства 
частичных рядов. В настоящей работе автор выводит аналогичные резуль
таты для рядов более общей структуры (чем частичные ряды), используя 
при этом некоторые основные свойства цепных дробей. 

со 

Пусть 2 ик — ряд с действительными членами и пусть для любого к = 1, 
к=1 

2, 3, ... будет 
Мк = (с-,, с2, с3, ..., сп, ...) 

последовательность действительных чисел. Положим Ак = вир |с*| (к == 
оо п=1.2.... 

= 1, 2, 3, ...) и пусть 2 -4&|%| < оо. Пусть 
к=1 
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X = ( 1 ) 

nx + 
rьг + 

+ Щ + 

представляет бесконечное разложение иррационального числа х е (0,1) 
в цепную дробь. Определим функцию ср на <0, 1> так: ср(0) = 0, <р(х) = 

00 

= У сПгии если х — иррациональное число с разложением (1). Если же х 

рационально, 0 < х ^ 1, и его разложение в цепную дробь имеет вид 

х = Ц , (2) 
1 ^ т 2 + ^ 

тг 
Т 

то положим ср(х) = 2 с1

шчг. 

При этом определении множество всех значений функции ср на множе
стве всех иррациональных чисел интервала (О, 1) тождественно множеству 

со 

всех сумм рядов вида 2 екик-> гД е ек — член последовательности Мь (к = 
= 1/2,3,...). 

В работе доказывается следующая теорема: 

Теорема 1. Функция ср интегрируема в смысле Римана на <0, 1>. 
Из доказательства этой теоремы следует, что точками разрыва функции 

ср могут быть только рациональные числа интервала <0, 1>. 
со 

Пусть 2 иъ (3), Мъ (к = 1, 2, 3, ...) имеют указанный выше смысл. По-
/ с = 1 

следовательность {Мк}^ мы назовем нормальной относительно ряда (3), 
если существуют последовательности {«Й}?, {^}Г; ек, ек являются членами 
последовательности Мк (к = I, 2, 3?...), так что 

п п 

11т вир 2 екЩ = °о > 11ш *п^ 2 екик = — оо . 
п—нэо к**1 п—кю к=1 

Пусть при натуральном к функция <рк(я) обозначает для иррационального 
со 

х с разложением (1) к-ю частичную сумму ряда ^с1

Пгиь для рационального 
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х с разложением (2), 0 < х = 1, к-ю частичную сумму (формального) ряда 

< % + ..- +ст

тиг + 0 + 0 + 0 + ... + 0 + ... 

и < (̂0) = 0. Тогда справедлива 
00 

Теорема 2. Пусть 2 % — Ря$ с действительными членами, пусть после-
& = 1 оо 

дователъностъ {Мк}к=1 нормальна относительно ряда У щ. Тогда для всех 
Ь=1 

х € <0, 1>, за исключением точек множества первой категории, 

Н т вир (рк(х) = + оо , Н т т { <Ръ(х) = — оо . 
&-»со к—$-со 

Summary 

ON AN APPLICATION OF THE CONTINUED FRACTIONS 
IN THE THEORY OF THE INFINITE SERIES 

TIBOR SALAT, Bratislava 

(Received August 27, 1958) 

In the paper [1] J. D. HILL deals with some interesting properties of the 
subseries. In this paper proves the author analogical results for the series 
of more general structure (than are the subseries), using some fundamental 
properties of the continued fractions. 

CO 

Let 2 % be a series with real numbers and let for every k = 1, 2, 3, ..., be 
fc=i 

Mh = (cf, c§, ..., c*, ...) a sequence of real numbers. Let us put 

Ah= sup |c*| (k= 1,2,3,...) 
n=l,2,3,... 

oo 
and let 2 -4^1%! < oo. Let 

fc=i 

(1) 

% + n2 + 

+ Щ + 

be the infinite expansion of the irrational number x e (0, 1) into the continued 
fraction. Let us define the function <p in the following way: 99(0) = 0, cp(x) = 
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==. 2 °4^ l } if ^ is irrational number with the expansion (1). If x is rational, 
j = i 

0 < x <S 1 and it's expansion into the continued fraction is 

x = L _ (2) 
mx + 

m2 + ^ 

1 

then we put <p(x) = 2 Cm̂ ** 
2 = 1 

According to this definition is the set of all values of the function <p on the 
set of all irrational number of the interval (0, 1) identic with the set of all the 

00 

sums of the series of the form 2 £kuk> where ek is the member of the sequence 
Jffc(fc= 1,2,3,. . .). 

In the paper this theorem is proved: 

Theorem 1. The function <p is integrable on <0, 1> in the Riemann sense. 
From the proof of the theorem follows, that the points of discontinuity 

of the function <p may be only the rational numbers of the interval <0, 1>. 
Let 

2 % , Jf* ( 4 = 1 , 2 , 3 , . . . , ) (3) 

have the previous meaning. The sequence {Mk}kssl will be called normal 
with respect to the series (3), if there exist sequences {«&}?, {sk}i ; ek, ek being 
the members of the sequence Mh (k == 1, 2, 3, .. .), such that the relations 

n n 

lim sup 2 %% = + oo , lim inf 2 £&% = — oo 
n-xo k=l T I ->OO fc=l 

are valid. 
Let for every natural k means <pk(x) for x irrational (1) the k-th partial sum 

00 

of the series ^ ^n^u f ° r x rational (2), 0 < x <[ 1, the &-th partial sum of the 
t = i 

(formal) series 
< % + ... + cr

mur + 0 + 0 + ... + 0 + ... 

and <pk(0) = 0. Then is in force 
CO 

Theorem 2. Let^ uk be a series with real numbers, let the sequence {Mk}£=i 
& - = l 00 

is normal with respect to the series ]? uk. Then for every x e (0,\y except the 

points of a set of the first cathegory 
lim sup <pk(x) = + co , lim inf <pk(x) = —• oo . 
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