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Časopis pro pěstování matematiky, roČ. 84 (1959), Praha 

SLOŽENÁ POISSONOVA ROZLOŽENÍ 

J O S E F BÍLÝ, Praha DT: 519.214.3 

(Došlo dne 13. září 1958) 

J e odvozeno explicitní vyjádření pro rozložení souětu náhodných 
veličin majících Poissonovo rozložení, jestliže počet sčítaných náhod
ných veličin je náhodná veličina mající Poissonovo rozložení, jakožto 
zvláštní případ větvící se náhodové posloupnosti, v níž počet prvků 
vznikajících z jednoho prvku určité generace v následující generaci 
je náhodná veličina mající Poissonovo rozložení. Pro tento případ 
jsou odvozeny rekurentní vzorce umožňující výpočet rozložení 
pravděpodobností poctu prvků jednotlivých generací. K vyjádření 
uvedených pravděpodobností se užívá Steffensenových polynomů 
a jejich zobecnění pro více proměnných. 

Předmětem tohoto článku je níže uvedený zvláštní případ větvících se 
stochastických posloupností s jedním typem částic. Nechť v počátku sledování 
větvící se stochastické posloupnosti je jediný prvek, který nazveme prvkem 
nulté generace a jenž s pravděpodobností p^oc) dává vznik k prvkům, jež 
označíme jako prvky první generace; ex1 je vektor parametrů, k = 0, 1,2,..., 

2-P&v*i) ^ ** Každý prvek první generace dává nezávisle na ostatních prvcích 

téže generace s pravděpodobností pk{oc2) vznik k prvkům druhé generace, při 
čemž rozložení pk{ocz) je téhož funkcionálního tvaru jako p&(<%i), avšak s obecně 
různým parametrem, k = O, 1, 2, ... Právě popsanou větvící se posloupnost 
budeme dále značit F P l . Tážeme se, jaké je rozložení pravděpodobností 
jPir)(č%1;j ť%2, ..., ocr)9 k = O, í, 2, ..., r = 1, 2, ..., že v r-té generaci bude celkem 
k prvků vzešlých z jediného prvku nulté generace, jestliže p^oci) jsou rozložení 
Poissonova, i = 1, 2, ..., r. Úlohu lze formulovat jako úlohu najít rozložení 
absolutních pravděpodobností v nehomogenním Markovově řetězci, který 
konstruujeme takto: 

Časem r, jenž nabývá hodnot O, 1, 2, ...., rozumíme pořadové číslo generace 
prvků, systémem rozumíme prvky určité generace, stavem systému v čase 
r rozumíme počet všech prvků r-té generace, které vzešly z jediného prvku 
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nulté generace; systém může být ve stavu O, 1, 2, .. Pravděpodobnost přechodu 
systému ze stavu i v čase r do stavu j v čase r -f- 1 je 

i 

Pif+1) = 2 -P*-(*r+i) Vkz(ocr+1) ... pki(ocr+1) , 0 ^ kz S j , 2 *- = ? • ( X ) 
ř~l 

Úlohou je určit Plr)(oc l5 oc2, ..., ocr), t j . pravděpodobnost, že systém je v čase 
r ve stavu k, jestliže P (

x
0 ) = 1 a jestliže 

p — CCryytC 

Vh(ocr) = - ~ t , Jc = 0, 1, 2, . . . , r = l , 2, . . . , « r > 0 . (2) 

Větvící se posloupnosti lze studovat nejlépe pomocí vytvořujících funkcí 

G^(s) = fpk(ocr)s*, (3) 
Jc = 0 

00 

tf(r)K, a a , . . . , ocr; s) = 2 P i r ) K > *2> • • •> «r) ** , ( 4 ) 
& = 0 

při čemž 8 je reálná proměnná taková, aby řady v (3) a (4) konvergovaly; to 
je zaručeno, když O < s < 1. Podrobnosti viz v literatuře, z níž uvádím jen 
B. A. SEVASTJAFOVA [1], M. S. BARTLETTA [2] a L. TRUKSU [3], obsahující 

přehled teorie větvících se procesů. I za předpokladu, že rozložení £>*.(-*«) jsou 
stejná ve všech generacích, který se činí v teorii větvících se procesů, nelze 
obecně obdržet explicitní vyjádření pro Pk

r). Studují se případy se speciálním 
tvarem vytvořující funkce G(s), kdy G(s) je kvadratický trojčlen, lineární 
lomená funkce, hledá se P(p, momenty rozložení PP, asymptotické rozložení 
Pir). Viz o tom T. E. HARRIS [4] a M. S. BARTLETT [2], str. 41 a 43. 

Z vyjádření pro Pirf+1) je zřejmé, že podstatně víc lze obdržet pro 
PLr)(#u oc2, ..., ocr), jestliže pk(ocr), r = 1, 2, ..., jsou rozložení, která se konvolucí 
reprodukují; t . j . součet náhodných veličin, z nichž každá má totéž rozložení, 
má rozložení téhož funkcionálního tvaru, ale s jinými parametry. Poissonovo 
rozložení je rozložení toho druhu. Pro ně obdrželi výsledky R. A. F I S H E R , 
J . B. S. HALDANE (O nich viz [2], str. 42 a 43). 

Cílem této práce je za předpokladu, že pk(oCi) jsou rozložení Poissonova, od
vodit metody výpočtu pro P ^ ( a l 9 oc2, ...,ocr). Studium uvedeného rozložení 
má význam nejen z hlediska aplikací v biologii a demografii, jež byly pře
vážně studovány, nýbrž i z hlediska aplikací fysikálních, kdykoli jde o řetěz 
jevů, z nichž každý vyvolává nahodilý počet dalších jevů, lze-li předpokládat 
Poissonovo rozložení pro počet dalších jevů vzcházejících z jevu předchozí 
řady. 

K řešení úlohy odvodíme tyto věty. 

Věta 1. Pro vytvořující funkce absolutních pravděpodobností VP l platí 

n ( r + 1 ) K , oc2, ..., ocr+1; s) = tfOfo, ocž9..., ocr; 0<'+i)(*)J , (5) 

n(r+1)(octi oc2, ..., ocr+1; s) = <?a>[tf('>(*2, ocB, ..., « r + 1 ; s)] . (6) 
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Důkaz. Ze základního transitního vztahu pro absolutní pravděpodobnosti 

P r + 1 ) ( * l , *,, • • -, *r+l) = I -°.r)(*l, «* • • •> *r) 2Í,Y + 1) (?) 

plyne po dosazení z (1) ,vynásobení sk a sečtení podle k 

fPÍr + 1)(0Ct, 0C2, • . ., *r+8) 8* = P (
0

r )K, * a, . . ., 0Cr) + f PP(0Ct, <K%> ..., OC^O^Y , 
&.= 0 • i»l 

což je (5). Abychom obdrželi (6), vyjdeme ze základního transitního vztahu pro 
absolutní pravděpodobnosti ve tvaru 

pr+iVx, «2,..., *r+1) -= fp^i) ^ + 1 ) ( r) 
t- i 

a uvážíme, že PfVi) = PÁ^i) a dále, že 

^ + 1) = 2 JJiJZTiJ ( P 0*W *8, • •., *r+l))HP[r)(*2, "Z, • • ., ^r+l)Íl • • • 

...(??(**,**, . . . ,«r+l ) )* ' , 

při čemž se secítá přes i0, il9 i2> •.., iv *ak, aby bylo 

ô + H + • • • i = i ? % + 2ia + ... + riP = k . 
Vynásobíme-li (7') po dosazení členem #* a sečteme-li podle k, obdržíme 

00 00 co 

2Pf+ 1)(*x, a2, ..., 0Cr+1) Sk = 2 ^ K ) ( 2-PÍTW <*3> ...» «r+l) **)' » 
&=0 ť - 0 ft-0 

což je již (6). 
Důs ledek 1. Je-li a ť = <*, i = 1, 2, ..., T (což je případ zpravidla studo

vaný), je pro nw(ocl9 oc2, ..-, ocr; s) = i7<r>($) 

#<'+«(*) = nw(G(s)) = 0(i7r(*)) . (8) 

Důs ledek 2. Jestliže !>*,(<%*) má tvar (2), je 
Ili^)^, oc2, ..., a r + 1 ; 5) = e«iin<*i*»*.,...,w)-i) (9) 

K d ů k a z u důsledku 2 stačí si všimnout, že pro Poissonovo rozložení 
o parametru oc je G(s) = e^*"-1). 

Pro rekurentní výpočet hodnot P^ť*!, oc29 ..., <xr) může sloužit 

Věta 2. Jestliže pk(ocr) má tvar (2), platí pro absolutní pravděpodobnosti VP l 
rekurentní vztah 

^ n + 1 > ( * i , r*2> . . . , « r + l ) = 
n 

= exp [- ocx(l - A r t K , *,, .... «,+i))] 2 ^~^JJJ~-J . 

. (P[r)(oc2, ..., * r + x )) V l ( P ^ , . •., « r +i))* ... (Pk
r)(oc2, •.., <xr+i))v* , r = 1, 2, . . . 

k h ( 1 0 ) 
3?̂ i cemz se secítá přes vv v& -*,vk tak, aby 2 v% = : P> 2 ^ ^ ^" 
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D ů k a z . Hledanou pravděpodobnost obdržíme, jestliže derivujeme (9) ̂ -krát, 
dělíme ni a položíme s = 0. Jde o %-tou derivaci složené funkce. Užijeme-li 
vzorce F a a de Brunova (viz E. GOURSAT, [5], str. 80), obdržíme ihned (10). 

D ů s l e d e k 3. Platí 

•PoVi, <*2, • • •> O = E(*i, oc%, ..., ocr) , (11) 

při čemž E{ocr) = e"^,E(ock, ..., #f) = e-^t1-*^-'•-.•*>] 

P ř í k l a d . Vzorce (10) použijeme k výpočtu Pi2)(#i> oc2). Zavedeme-li 
f}% = «ie~*% obdržíme 

>«>(«,,«,) = *(,., «2> 12, 2 i ^ r b í (ÍÍH-IF: 
2> = 

Ь k 

{ЫУ 

2 ^ = p > 2 í v< = ^» 
i - l i = l 

čili 

•P?W *2> = ^ K , *«) ^j ^(/?2) , (12) 

při éemž dosazením obdržíme 

#o(A) = l , Sitf*) = P%, st(p%)=pĚ+p\9 

^atfi) = j9, + 3/31 + tf, £<(&) = /?2 + 7 $ + 6/33
2 + /3| . 

Výhodnější metodu výpočtu Sk(p2) dostaneme, všimneme-li si, že Sk(ft2) jsou 
polynomy Steffensenovy Gk(£, 0) pro £ = — /52, 0 = 0. Steffensen v [6] zavedl 
polynomy <3n(f, O), n-téh.o stupně v t = ^ a s parametrem 0 tímto vztahem: 

$<n>(2) = Qn(e; 0) 0(z) , (13) 
při éemž 

0(z) = eB—a ' (13a) 

a 0W(z) j e n-tá derivace funkce 0 podle z. V citovaném díle uvedl tyto vlast
nosti po lynomů Gn(£, 0): 

G»+i(í. 0) = W ^ Í C , 0) + (0 ^ C) 0n(f, O) , (14) 
n 

^(í )o)=2 (- l)síAs0B ' (^ 
s«0 

Dřo„(f, 0) = ©n(f, 6) - Gn(f. 6> + 1) , (16) 

<?««(:, @) = ^»(f, ©) - cGn(c, © + i), (17) 

|<?n(f, ©)| £ (|f I + |6>| + -2==i)" . (18) 
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V uvedených vzorcích, jež se snadno odvodí přímo z definice, značí D c deri
vaci podle C• Zavedeme 

Sn(P*) = ffn(- A, 0) • (19) 
Z (15) plyne 

n 

*•</«=2 Ir*0"' (20) 

s-O 

při čemž A s O, tzv. „diference mocnin nuly", jsou obsáhle tabelovány; viz 
např. Š. MIKELADZE [7], J . F. STEEEENSEN [8] aj. 

Z (14) plyne užitečný vzorec 

Sn+x(P%) = MSM + Sn(fJ%)) (21) 

(čárka značí derivaci podle /92). Sn(x) budeme nazývat základní Steffensenovy 
polynomy. Platí 

Věta 3. Steffensenův polynom parametru 0 možno vyjádřit pomocí Steffense-
nových polynomů parametru 0 tímto vztahem 

(?.,(£,©)== j ? (™Wn_ f c(C,0). (22) 

Důkaz. Z definice Steffensenových polynomů plyne, že 
00 

eet-W-v=^Gn(t,6)^, (23) 
n-0 

čili 

x&-0 ' x n « 0 n - 0 

Srovnáním koeficientů u stejných mocnin t na obou stranách poslední rovnice 
obdržíme (22). Dosadíme-li do (17) 0 == 0 a použijeme-li pak (22) pro 0 = 1 , 
obdržíme, klademe-li 

c = - &, 
n\ 

s »«(&) =- & 2 (jfc) ^--(i5-) ' » = 0, 1, 2,„.., S0(fit) = 1 . (24) 
Ь O 

Vzorec .(24) umožňuje snadný rekurentní výpočet, činící tabelaci polynomů 
téměř zbytečnou. 

Že polynomy Sn(p2)9 zavedené v (12), jsou totožné s polynomy zavedenými 
v (19) s týmž označením, dokážeme takto: 

Z (9) plyne 

rcWfo- oc2; s) = e ^ ^ - D = e - * ( i - - " V ^ - ^ - i ) _ ^ ^ ^«***-i> ^ 
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Odtud 

ixaw x 1 ldn.nW(ocl9 cc2;s)\ „ , v a? / d n „, . n 

při čemž /Sn(/32) je #n(f, 0) z (23) pro f = - /?2, 0 = 0, což je (19). 
Za j ímavé vyjádření obdržíme pro kumulanty rozložení P^\ocl9 oc2). Kumu-

lantová vytvořující funkce tohoto rozložení je 

K&(8) = w**'*-1) - *-., (25) 
takže 

4 2 ) = ^ W ? (26) 
při čemž JSV(OC2) je v-tý základní Steffensenův polynom argumentu oc%. Proto 

r*í = *i*2 > ( 2 7) 
JU2 = ocxoc2 + oc-yoc^ a td. (28) 

Tyto výsledky pro první dva momenty plynou též z výrazů pro momenty 
součtu náhodných veličin, je-li počet sčítanců náhodná veličina; viz např. 
A. N. KloiiMOGOROV-J. V. PBOCHOBOV, [9]; 

Pro r > 2 je možno k výpočtu P%\ocl9 oc2i ..., ocr) zavést polynomy několika 
proměnných -~ bylo by možno nazvat je Steffensenovy polynomy několika 
proměnných — postupem, který bude níže uveden pro r = 3. Z (10) plyne 

Pln(<*l> <*2> *в) = Щ*l> *2, «s) Л > T, . ,, « * -T 
# = 1 v 

. (Pí'(«2)«,))». (P'2
2'(«2, « 8 ))-. . . (Píro., «,)'*, (29) 

při č e m ž se seěítá přes vt tak, aby 2^- ^ :P> 2 ^ * ^ ^- Dosadíme-li do (29) 

podle (12) 

^ T K , *s) = ^6*2, *s) f" ^(/33), 

při čemž /?3 = #2e""A% obdržíme 
n 

Pf(ocl9 oc%9 ocz) =• Jř(*-, * a, * 8 ) § 2 2 7 T Í ) í r ( Ž 5 ^ ^ ys • 

Wa))'* 0WO)* (fl.(?»))» f 3 0 
^ ! v2! vkl

 l j 

při č e m ž y3 = ocxE(oc%9 ocz). Zavedeme-li Sn(fiB, yB) pro součet ělenů na pravé 
straně z a součtovým znamením, můžeme psát 

P « > K a a , * 8 ) = E(ocl9 *%9 * Z ) ^ Sn(p%9 y z ) . (31) 
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Uveďme několik prvních polynomů právě zavedených 

£i(&> Yz) = YzPs , S2(P„ yz) = y 8 (^ + 01) + y*p* , 

W s , yz) = yÁh + 3$ + #) + Syfotf, + Pb + Řyl • 
Steffensenovy polynomy dvou proměnných možno definovat pomocí vytvo
řující funkce 

tak, že ?i-tý polynom Sn(x, y) je koeficient u ř v rozvoji vytvořující funkce 
podle t. Studium vlastností těchto polynomů a obdobně definovaných polynomů 
více proměnných by mohlo přinést vhodnější vzorce pro jejich výpočet. 

Odvození snadných rekurentních vzorců pro momenty rozložení 
PP(ocl9 oc2, ..., ocr), platí-li (2), ponechávám čtenáři. Poznamenávám toliko, že 
j e Ekr = oc-^pc^... ocr. 

Uvedu několik otázek souvisících s úlohou: 
Platí-li (2) a je-li ocá = oc, i = 1, 2, ..., r, a je-li 0 < oc < i, je lin P%^ = 1; 

je-li oc > 1, existuje kladná lim P%^ (jde o tzv. pravděpodobnost vymření 
r~»oo 

• potomků jednoho prvku). Viz M. S. BARTLETT [2], str. 42, A. J . LOTKA [10], 
str. 123 a další. Jsou-li oc% obecně navzájem různá, zřejmě existuje kladná 
lim P^(ocl9 oc2, ..., ocr) = limE(ocl9 oc2, ..., ocr) < 1, je-li jen konečný počet 
r—»oo r—>oo 

prvků v {OCÍ} menší než jedna. 
Důležitá je otázka, jaký tvar má asymptotické rozložení náhodné veličiny 

&r/(#i#2 • • • ar) = #r* při čemž kr je náhodná veličina mající rozložení 
P%\ocl9 oc2, ..., ocr), platí-li opět (2). Je-li oct = oc > 1, i = 1, 2, ... a označí-
me-li <Pr(t) charakteristickou funkci náhodné veličiny xr, platí rekurentní 
vztah 

<Pf+1(t) = eL W J. 

Pro charakteristickou funkci asymptotického rozložení pak platí funkcionální 
rovnice 

®(t) = exp oc \<P í - l - 1 . (32) 

Vlastnosti charakteristické funkce asymptotického rozložení odvodil T. E-
Harris [4], jenž podal řešení i pro speciální tvar G(s). 
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Резюме 

СОСТАВНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПУАССОНА 

ИОЗЕФ БИЛЫ, (Лозе! ШЩ Прага 

(Поступило в редакцию 13/1Х 1958 г.) 

В с т а т ь е исследуется особый случай ветвящихся стохастических после
довательностей, в котором вероятность того, что один элемент г-го поко
ления порождает независимо от остальных элементов к элементов (г -)- 1)-го 
поколения, дана распределением Пуассона (2) и что нулевое поколение 
состоит и з одного элемента. При этих условиях для производящей функции 
(4) вероятностей Р%\осг, ос2,..., ост) того, что г-е поколение состоит из к эле
ментов, имеет место соотношение (9), и отсюда для указанных вероятностей 
вытекает соотношение (10). Результаты (5) и (6) относятся к случаю, когда 
вероятность того, что один элемент г-го поколения порождает к элементов 
{г -р 1)-го поколения, имеет общий вид. Для г = 2 можно вычислить 
Рп\осг, ос2) при помощи полиномов 8п(Р2), что дает соотношение (12), при
чем Е(осг1 ос2) имеет значение (11); эти полиномы являются частным случаем 
полиномов, введенных Дж. Ф. Стеффенсеном в работе [6]; из этой работы 
взяты производящие функции указанных полиномов (13), а также соотно
шения (14)—(18). Для них выводится дальнейшее соотношение (22), ко
торое иля Зп(^2) принимает вид (24). Первых два момента распределения 
вероятностей Р^\осг, ос2), вытекающие также из работы 9, приводятся 
в (27) м (28). В (31) предлагается вычисление Р{п\осх, ос2, осг) при помощи 
полиномов Стеффенсена двух переменных. 

В с т а т ь е обращается внимание на работы, которые выполнили, в част
ности, Б . А. Севастьянов и Т. Э. Гаррис в теории ветвящихся слу
чайных последовательностей, равно как и на применения этих последова
тельностей к решению демографических задач, содержащихся в работах, 
приведенных в списке литературы. 
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Z u s a m m e n f a s s u n g 

ZUSAMMENGESETZTE POISSONSCHE VERTEILUNGEN 

JOSEF B I L t , Praha 

(Eingelangt am 13. September 1958) 

Es wird die Anzahl von Elementen desselben Typus im Verlaufe von Gene
rationen (eine verzweigende stochastische Folge) unter der Annahme studiert, 
dass aus jedem Element der r-ten Generation unabhängig von den übrigen 
Elementen mit der Wahrscheinlichkeit p^r+i), k = 0, 1, ..., k Elemente der 
(r + l)-sten Generation entstehen und dass die nullte Generation aus einem 
einzigen Element besteht. Es wird die Wahrscheinlichkeit Pir)(öcl5 oc%, ..., ocr) 
gesucht, dass die r~te Generation aus k Elementen besteht. Es handelt sich 
hier um eine nicht homogene Markoffsche Kette, der Parameter (Schritt) 
bedeutet die Ordnungszahl der Generation, der Zustand des Systems ist die 
Anzahl der Elemente der betreffenden Generation. Für die Übergangswahr-
scheinliehkeiten p£f+1\ dass das System im (r + l)-sten Schritt aus dem 
Zustand i in den Zustand j übergeht, gilt (1). Es soll P%\cxl9 a2, . . . , ocr) unter 
der Voraussetzung ermittelt werden, dass pk(ocr) eine Poissonsche Verteilung 
(2) ist. Zu den Wahrscheinlichkeitsverteilungen p-k(ocr) und P(

&
r)(<x1? oc%, . . . , ocr) 

werden durch (3) und (4) erzeugende Funktionen definiert, für (4) werden in 
(5) und (6) rekurrente Beziehungen abgeleitet. Falls pk(ocr) eine Poissonsche 
Verteilung (2) ist, nimmt (5) die Form von (9) an. Aus (9) wird in (10) eine 
rekurrente Beziehung für P(P(oc1} oc2, ..., ocf) abgeleitet, wobei für den Wert 
dieser Wahrscheinlichkeit für k = 0 die Bezeichnung (11) eingeführt wird. 

Für r = 2 können P(n\ocly aa) mit Hilfe von Polynomen Sn(ß2), ß2 = a^e"*1 

berechnet werden. Diese Polynome stellen einen speziellen Fall der Polynome 
dar, die von J . F . STEFFENSEN eingeführt wurden. Der unter [6] zitierten Arbeit 
werden die erzeugende Funktion (13), (13a) dieser Polynome und für sie gel
tende Beziehungen (14) bis (18) entnommen. Der Zusammenhang zwischen den 
Polynomen Sn(ß2) und den allgemeinen Steffensenschen Polynomen wird 
durch (19) hergestellt; für die letzteren wird in (22) eine neue Beziehung ab
geleitet, die für Sn(ß$) die Form von (24) annimmt. Die ersten zwei Momente 
der Verteilung Pn\oct, oc2) werden in (27) und (28) angegeben. Für P£?\ocl9 oc2, ocz) 
wird in (30) bis (32) die Möglichkeit der Berechnung mit Hilfe von Steffensehen 
Polynomen zweier Veränderlichen erwähnt. 

Im Artikel werden einige Resultate von B. A. SEVASTJANOV, T. E. HABBIS 

für die verzweigenden stochastischen Folgen und die in der zitierten Litera
tur angeführten demographischen Anwendungen erwähnt . 
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