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Casopis pro p&stovini matematiky, ro<. 85 (1960), Praha

ZOBECNENT VET O KORENECH ANALYTICKYCH FUNKCI

Hawxa Svecovi, Praha
(Doslo dne 9. zéfi 1959)

V &lénku je s pomoci kombinatoricko-topologickych metod podéno
zobecnéni principu argumentu (véta 3,2), Rouchéovy véty (véta 3,3)
a Hurwitzovy véty (véta 3,4) na funkce spojité a nenulové s vyjimkou
koneéného poétu bodu. Déle jsou studovény nulové body a body ne-
spojitosti funkce z @(z) + ¥(z), kde @, ¥ jsou meromorfni funkce.

I. ZAKLADNI POJMY

1. POLYEDR

V této préci se omezime na piipad komplexni roviny E,, jejiZ prvky budeme
nazyvat &isly nebo body.

Definice 1,1. Bud X c E,. Necht existuje homeomorfni zobrazeni F mnoZiny
2 na uzavienou tUsetku. Potom mnoZinu X nazveme jednorozmérnym simplexem
a vzory koncovych bodi dseéky F(X) piizobrazeni F nazveme vrcholy simplexu
2. Je-liz e E,, pak bod z nazveme nulrozmérnym simplexem a zaroveil vrcholem
tohoto simplexu.

Bud K koneény systém jednorozmérnych a nulrozmérnych simplexi s vlast-
nostmi:

a) libovolné dva simplexy Z,, 2, systému K jsou bud disjunktni, nebo jejich.
prinik je vrcholem obou simplext X, Z,;

b) je-li Z'e K, o vrchol simplexu X, pak je o€ K.

Necht dile systém K obsahuje alespoi jeden jednorozmé&rny simplex. Potom
systém K nazveme (jednorozmérnym) komplexem.

Sjednoceni vSech simplex@ komplexu nazveme (jednorozmérnym) polyedrem.
Je-li polyedr P sjednocenim vSech simplexi komplexu K, fikame, %e K je
simplicidIni rozklad polyedru P. :

Rikédme, %e simplicidlni rozklad K, polyedru P je zjemnénim simplicialniho
rozkladu K polyedru P, jestlize kazdy simplex komplexu K, jako bodovd mno-
Zina je 8asti nékterého simplexu komplexu K. '
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-V dalsim budeme bézné pouzivat tohoto tvrzeni (dikaz je snadny): KaZdd
Jordanova kfivka je polyedr. Je-li I' Jordanova krivka, pak ke kazdému kladnému
¢ existuje simplicidlnt rozklad kiivky I, jehoZ kaZdy simplex md pramér mensi
nez e.

2. ORIENTACE UZAVRENE JORDANOVY KRIVKY

Definice 1,2. Orientaci jednorozmérného simplexu nazveme funkei #(z,, 2, ),
definovanou na mnoziné v8ech uspoiddanych dvojic vrchold daného simplexu
a nabyvajici hodnot —+1 tak, Ze je #(z,, 2,) = — t(2,, 21).

Bud 8§ jednotkova kruZnice, ¢ jedno z &isel 41, —1. Definujme orientaci
libovolného jednorozmérného simplexu libovolného simplicialniho rozkladu
kruznice S takto: Je-li 2'c 8§ jednorozmérny simplex s vrcholy z, = €',
z, = e kde £y, Lye (—m, @), & < 52, piifadme s1mp1exu ' orientaci tE tak,
aby platilo:

&, neni-li e/ vnitinim bodem simplexu ,

— &, je-li e ynit¥nim bodem simplexu .

t5(2y, 25) = <

Potom Fikame, Ze je dana orientace ¢ kruznice S a kruznici S nazyvame oriento-
vanou.

Bud I’ uzaviend Jordanova kiivka, F homeomorfni zobrazeni orientované
]ednotkove kruzmce S na I'. Pfitadme kaZdému jednorozmérnému simplexu
"¢ X's vrcholy 2;; 2, orientaci t5.:

tr (71, 2) = tx(FY(z1), F4(z)) , )
kde ¢ je orientace kruZnice S a X je vzor simplexu 2’ pfi zobrazeni F. Potom

tikdme, Ze je ddna orientace kfivky I' a kiivku I" nazyvame orientovanou.
Z definice 1,2 plyne véta:

Uzaviend Jordanova kfivka made mit pravé dvé riizné orientace.

3. NUMERACE

Definice 1,3. Necht kazdému vrcholu jednorozmérného simplexu X je pfifa-
zeno nékteré prirozené ¢&islo. Dvojici éisel odpovidajicich vrcholim simplexu X
budeme psat v neklesajicim pofadi a nazyvat numeraci simplexu . Cislo odpo-
vidajici pfi této numeraci vrcholu z simplexu budeme nazyvat numeraci
vrcholu z.

Jestlize pfi dané numeraci jednorozmérného simplexu obéma vrcholim
odpovidé totéz éislo, pak tuto numeraci nazyvidme degenerovcmou. Numeraei,
jez neni degenerovand, nazyvame nedegenerovanou.

Je-li kazdému vrcholu komplexu K piifazeno pfirozené ¢islo, fikame, Ze je
déna numerace komplexu K.
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Bud 2z bod simplexu X v komplexu K. Neni-li z vrcholem simplexu X, pak
nosiéem bodu z nazyvame simplex X. Je-li z vrcholem simplexu X, pak nosiéem
bodu 2z nazyvame bod z.

Bud K, zjemnéni simplicidlnftho rozkladu K polyedru P. Numeraci N,
komplexu K; nazyvime pokratovdnim numerace N komplexu K, jestlize kazdé-
mu vrcholu komplexu K, je v numeraci N, pfitazeno jedno z &isel numerace jeho
nosiée v numeraci N. :

V &4sti I budeme potiebovat ndsledujici lemma, jeZ je specialnim p¥padem
Spernerova lemmatu (dikaz viz [1], str. 90).

Lemma 1,1. Bud X jednorozmérny simplex s numeract 1, 2. Pfi kaZdém pokra-
Covdnt této numerace na libovolny simplicidlni rozklad K stmplexu X md lichy
polet jednorozmérnych simplext komplexu K numeraci 1, 2.

Zavedme toto oznadeni: @, =2k — 1,0, =2k (k= 1, 2,...).

Definice 1,4. Numeraci simplexu nazveme pripustnou, jestlize z kazdé dvo-
jice a;, b, (k=1,2,...) se v ni vyskytuje nejvySe jedno éislo. Numeraci
komplexu nazveme piipustnou, jestlize vytvaii pf¥ipustné numerace na vSech
simplexech komplexu. ‘

4. STUPEN NUMERACE

Méjme ddnu uzavrenou Jordanovu kfivku I's orientaci ¢. Bud K simplicidIni
rozklad polyedru I', N pifpustnd numerace komplexu K &isly a, = 1, b, = 2,
a, = 3, b, = 4. Bud X' jednorozmérny simplex komplexu K s nedegenerovanou
numeraci. Oznadme 2, (k = 1, 2) vrchol simplexu 2, jemuZ odpovida &islo a;
nebo b,,. Oznadme fz podet vrcholl simplexu X, kterym v numeraci N odpovi-
daji sud4 &isla. Prifadme simplexu X' &islo yy:

(1) yz=(— 1) Z L tg(2y, 29) -

Definice 1,5. Cislo yy definované vztahem (1) nazveme wvahou simplexu X.

Bud ¢, jedno z &isel 1, 2, ¢, jedno z ¢isel 3, 4. Oznadéme s(cy, ¢;) podet simplextt
komplexu K s numeraci ¢,, ¢, a kladnou vahou, p(c,, ¢,) pocet simplexi kom-
plexu K s touZ numeraci a zdpornou vahou. V [1], str. 93, je dokdzdna tato
véta:

Rozdil s(cy, ¢5) — p(Cy, €5) nezdvist na vybéru Eisel ¢,, c,.

Definice 1,6. Cislo vy = s(cy, €;) — p(cy, ¢5) nazveme stupném numerace N.

5. ROTACE SPOJITE FUNKCE
Bud g(z + 1) = @,(x, ¥) + © gu(x, y) spojitéd komplexni funkce definovans
a nenulova v bodech uzaviené Jordanovy ktivky I'. Funkce @1, ¢z jsou spojité
realné funkece.
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@; jsou stejnomérng spojité na I', a tedy existuji ¢isla & > 0, § > 0 tak, Ze
v okoli (lezicim na I") polom&ru 26 libovolného bodu z k¥ivky I' ma alespon
jedna z funkef ¢;, ¢, stalé znameni a je v absolutni hodnoté vétsi nez «. Oznaé-
me (pro ¢ = 1, 2) F, mnoZinu v8ech z = z 4 iy e I', pro néz je ¢;(x, ) = «.
Podobné oznadme G; (7 = 1, 2) mnoZinu viech z = x 4 tye I, pro néi je
@iz, y) < — «. MnoZiny F;, G, z¥ejmé pokryvaji I". Oznaéme déle J, mensi ze
vzdalenosti mnozin F,, G; (¢+ = 1, 2). Bud é, = min (4, é,).

Detinice 1,7. Hvézdou vrcholu z v komplexu K nazveme mnoZinu bodi viech
simplext komplexu K, jejichZ vrcholem je bod z.

Definice 1,8. Bud K simplicidlni rozklad kiivky I, jehoz kazdy simplex ma
primér nejvySe d,. Odislujme vrcholy komplexu K tak, Ze kazdému vrcholu
ptitadime bud jedno z é&isel a;, kde k jsou indexy téch funkef ¢;, které jsou v da-
ném vrcholu kladné a na celé jeho hvézdé nezdporné, nebo jedno z é&isel b;, kde j
jsou indexy téch funkef ¢;, které jsou v daném vrcholu zdporné a na celé jeho
hvézdé nekladné. O numeraci N, konstruované timto zpusobem budeme ¥ikat,
Ze je vytvorena funkci g.

Pozndmka. Specidlné mizeme kazdému vrcholu p#ifadit bud jedno z &isel
a, kde k jsou indexy téch F,, které pokryvaji hvézdu daného vrcholu, nebo
jedno z &isel b;, kde j jsou indexy téch G,, které pokryvaji tuto hvézdu. V dika-
zech budeme pouZivat vyhradné této numerace, a to pod nédzvem specidlni nu-
merace.

Numerace N z definice 1,8 je zfejmé piipustna. Je tedy definovan jeji stupei.

Véta. Stupesi numerace vytvorené funkei ¢ nezdvisi na vybéru simplicidintho
rozkladu polyedru I' a numerace N. (Dikaz viz [1], str. 95.)

Definice 1,9. Stuperi numerace N vytvofené funkei ¢ nazveme rotact funkce ¢
na I '

Pozndmka. Z definice rotace je vidét, Ze pii zméné orientace k¥ivky I" zméni
rotace znaménko, nikoliv absolutni hodnotu.

6. HOMOTOPIE

Definice 1,10. Rikime, %e komplexni funkce @, v jsou homotopnt na kiivee I,
jestliZe existuje funkce X (2, t) s hodnotami v E,, definovand, spojita a nenulové
na mnoziné I X <0, 1> a spliiujici podminky

X(z,0) = ¢(z), X(2,1) = ()
pro zel.

Véta 1,1. Jsou-lv funkce o,y homotopni na orientované uzaviené Jordanové
k¥ivee I', pak maji na I' touZ rotact.

Diikaz. Z definice 1,8 a 1,9 plyne toto: Je-li @, spojits komplexni funkce
nenulovéa na I', pak existuje » tak, Ze plati: je-li @, komplexni funkee spojita
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a nenulovd na I' a je-li |Dy(z) — D,(z)| < ». p'-ro viechna z e I', potom existuje
spoleéna numerace vytvoiend funkei @, a @,, a tedy obé funkce maji na I" touz
rotaci. Odtud plyne tvrzeni véty.

7. INDEX FUNKCE V NULOVEM BODE

Oznadeni. Bud S,(z,) kruznice o sttedu z, a polomé&ru . Zobrazeni F(z) =
_2— 2

zobrazuje homeomorfné kiruinici S,(z,) na jednotkovou kruZnici S.

Polozme v definici 1,2 ¢ = 1 a pfifadme kruznici § piisluSnou orientaci .
Oznadéme t* tu orientaci kruinice S,(z,), jez simplexu X° c 8,(z,) s vrcholy
7], 23 prifazuje orientaci -

£3e(23, 22) = trea(F(22), F(22)) -

Umluva. Od tohoto mista a% do konce této price budeme pod ndzvem
orientace kruznice vidy rozumét orientaei #*; pii tom kazdou kruznici budeme
automaticky pokladat za orientovanou.

Bud I orientovana uzaviens Jordanova kiivka, @ jeji vnittek. Bud @ spo-
jitd komplexni funkce definovana na G; necht @ mé v @ jen isolované nulové
body, z nichZ Zadny neleZi na I'; oznaéme je z,, z,, ..., 2,. Kolem ka%dého nulo-
vého bodu z;, opiSme kruznici Sg o poloméru ¢, jejz volime tak maly, aby vSechny
uzaviené kruhy 7% s hranicemi S leZely v G a neprotinaly se navzijem. Na
kazdé kruzZnici S§ je definovana funkce @ predpisem: ®j(z) = D(z) pro z e S§.
Necht &isla &, &, vyhovuji podminkidm kladenym na e. Stfedovd projekce

o stiedu 2, uréuje topologické zobrazeni F kruZnice S na 82 (F(z) = z-z-z pro
1

z € 82). Oznadme P& (z) = O(F(z)) pro z e S5 Rotace funkce ¥§ na 8§ je zfejmé
rovna rotaci funkce @4 na Sg. Funkce ¥g, @4 jsou na Sg homotopni, a tedy
(v dusledku véty 1,1) je rotace funkce @2 na 8% rovna rotaci funkce @2 na Sg:.
Oznadme ji yy.

Definice 1,11. Cislo y, nazveme indexem funkce @ v bods z,. Cislo >y na-
k=1

zveme algebraickym poétem nulovych bodl funkce @ uvniti kiivky I'.

YVéta 1,2. Algebraicky poet nulovijch bod@ funkce @ wvnitié I' je v absoluini
hodnoté roven absolutni hodnoté rotace funkce @ na I'. (Dikaz viz [1], str. 98.)

II. POMOCNE DEFINICE A VETY
1. POMOCNA FUNKCE 4,

Bud I' uzaviend Jordanova kiivka (I'c E,), t jeji orientace, Zvolme bod
2o € I'. Bud F homeomorfni zobrazeni jednotkové kruznice S (S c F,) na k¥ivku
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I' takové, ze je F~1(z,) = ¢i". Bud @ zobrazeni intervalu (— =z, z> na kruznici S
takové, Ze pro (e (—m, w) je G({) = eit. Parciadlni zobrazeni G* = G'(_m),‘
které pievadi interval (— =z, ) na mnozZinu S = €%, je zifejmé homeomorfni.

Necht z,, z, jsou dva body kiivky I', rizné od z,. Potom existuje pravé jeden
simplex 2’ c I s vrcholy z,, z,, ktery neobsahuje bod z,. (Je to simplex X =
= F[G*({{y, L)), kde &; = G7Y(FYz;)] (s = 1, 2).) Uspotadejme body kiivky
I" timto zplsobem: piSme 2z, <3 z,, jestliZe ¢x(2;, 2,) = + 1 ({5 je orientace
simplexu 2), 7y | z pro v8echna z == 2, z e I'. Tato relace ziejmé spliiuje axiomy
uspoiddani. Dile budeme pouzivat téchto oznadeni:

z— 2%, jestlize z — 2%, z < z*;

z—> 2%, jestlite z — 2%, 2* 3 z;

z = zo_, jestliZe z — 2, 2! 3 z pro nékteré 2'e I, 2! == 2;;
z > zg,, jestlize z — 2, z 3 2! pro nékteré z'el’;

2* = min z, jestlize z* ¢ Y a pro kazdé ze U, z + z* je 2* S z;
zeYel'

2* = max z, jestlize z* ¢ ¥ a pro kaidé ze ¥, z + z* je z 3 z*.
zefcl’ '

Konedné intervalem (2/, 2”) (resp. <z’, 2”)) nazveme mnozinu v8ech z e I" tako-
vych, Ze plati 2’ < z 3 2" (resp. 2’ 3 z 3 2"); intervalem (z,, 2,) nazveme mno-
Zinu v8ech z e I' takovych, Ze plati z, < z..

Bud f komplexni funkce komplexni proménné, spojitdé a nenulovd na I
Znakem arg f(z) (resp. arg’ f(z)) budeme znadit &islo x(z) (resp. «'(2)), pro které
plati f(2) = |f(2)] - ), a(2) € (— 7, 7y (vesp. f(z) = |f(2)] - €@, &’(2) € 0,2n)).

Bud M mnozina viech z e I', pro kters je arg f(z) = x. JestliZe je mnoZina M
neprazdnd, mizeme sestrojit posloupnost u,, vy, %,, v,, ... bodh kiivky I" timto
zpusobem:

%, = min z ;
zeN

v, = minz,
zeN,

kde N, je mnoZina v8ech z e I" takovych, Ze u, 3 z, arg f(z) = 0;
Upyy = Min z,
zeMy,
kde M, je mnoZina v8ech z ¢ I takovych, Ze v, 3z, arg fz) ==.(n=1, 2, ...).
Véta. Necht Y je uzaviend mnozina, 9 + U c I'. Potom existuje bod Z = min z.

zef ;

Jestlite pro néktery bod z, e I' plati U c (2o, 2., pak existuje bod z = max z.
zed
Dtkaz. Z definice orientace plyne, Ze existuje takové homeomorfni zobra-

zen{ H intervalu (—=, n) na I = z,, Ze pro {y, {y e (—m, ), {3 < &, je H(L) 3
= H(L,). Bud 2’ € Y. Polozme B = U n {2, 2’). MnoZina H1(B) je kompaktni
iselnd mnozina, a tedy existuje jeji minimum (. ProtoZe pro z e U, 2 non ¢ P’

je H(Z) 3 2, plati H({) = min z. Jestlize je U c (2, 2,), pak H-X) je rovn&z
zeYf :
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kompaktni ¢iselnd mnoZina, a tedy existuje jeji maximum ¢ a plati H( =) =

= max z.
zeY

Yéta. Bud U jedna z mnofin M, M, A, (n = 1, 2, ...). Je-li U neprdzdnd, pak

existuje bod Z = min z.
ze

Dikaz. MnoZina ¥ je uzaviend v disledku spoptostl a nenulovosti funkce f.
Véta tedy plyne z pfedchozi véty.

Véta. Boda u,, a tedy 1 bodw v, je mofno sestrojit jen koneény podet.

Dikaz. Predpoklidejme, Ze bodld u, existuje nekoneénd mnoho. ProtoZe
mnoZina I" je kompaktni, miZeme z nich vybrat posloupnost konvergentni
k bodu u* e I'. Jsou-li %,,, u,, dva body z této posloupnosti, n, < n,, existuje
podle definice bodd u,, v, bod »,, takovy, Ze je arg f(v,,) = 0, ©,, =X v, = Uy,
Je tedy lim u,, = u* =£m Uy LG f(Uy,) = 7, axg f(V,,) =0prok=1,2,....

k—>o
Odtud plyne f(u*) = 0, coZ odporuje pfedpokladu. Véta je dokazéna.
Oznadme Wiy = Uy, Woy = V,, (M = 1,2,...). Necht bodld w, existuje
Praveé r.

n

Definice 2,1. Oznaime A, funkci definovanouw na I' s témito vlastnostma:
Jeli M= 0, je Al z) = arg f(z) pro viechna zel .
Je-li M =0, je

As(z) = arg f(2o) ;

ALz) =arg f(z) pro 2, 3z=3w,, jeli zy=+w;

A (w,)) =1lm Ax2), jeli 2z + w,;

Af(z) = arg’ f(2) + 2k, x pro w, 3z 3w,,, P lichémn;

A(z) = arg f(z) + 2k,x pro w,3z=[3 w,,, prisudém n;

AfWpyy) = lim 4,2) m=1,...,7r—1);

T 11—

Ay(z) = arg’ f(z) + 2k pro w, 3z 7pfilichém r;

Ax(z) = arg f(z) + 2kx pro w, 3z prisudémr.
Pritomk, (n =1, ..., r) je voleno tak, aby platilo lim A,(z) = A,(w,).

20,

Bod z, nazveme vijchozim bodem funkce Ay .

Poznamka. Z definice 2,1 je ihned vidét, Ze A, je spojitou funkei z ve viech
bodech kiivky I" kromé bodu z,, kde je spojitd zprava. Funkece 4; obecné zavisi
na volbé bodu z,.

Z definice 2,1 ihned plyne tato véta:

Véta. Necht hodnota funkce By, spojité na I' — z, a spojité zprava v bodé z,,
se list v kaZdém bodé z e I' od hodnoty arg f(z) o celistvy ndsobek 27; necht plati
B(2,) = arg f(z,), kde z, je vyjchozi bod funkce A,. Potom je By(z) = A,(z) pro
vlechna ze I
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Definice 2,2. Rozdil lim A,(z) — 4.(z,) budeme nazyvat zménou funkce A,
na I. ”

YVéta. Zména junkce A, nezdvisi na volbé vijchoziho bodu.

Diukaz. Bud 2, vychozi bod funkce A4;; ptisludné uspotddani znadme -3.
Bud 2, vychozi bod funkce 4,, p¥slu$né uspofddani znaéme <. Snadno se na-
hlédne, %e vyznam symboli z— 2*, z— ¥ je pfi obou uspotéddanich ty%. Necht
plati
(2) Ay(z0) = Aylzo) + 2k .

Funkce A4,(z) — A,(z) je spojitd pro z, 2z 3 Z, a nabyva tam jen hodnot,
které jsou celymi nasobky 2z, dale je spojitd zprava v bodé z,. Je tedy

3) Ayz) — Ay(2) = 2kn  pro 2o 32< 2,
lim A4,(z) = Ay(Zy) + 2k .

Necht zména funkce 4, p¥i vychozim bods 2, je rovna c, tj.
4) lim A,(z) — 4,(Z) =¢.

2>z

Potom podle (3) je
A7) = Ay(zo) + 2m — ¢
Funkce 4,(z) — A,(z) je spojita pro %, 3 z a spojitd zprava v bods Z,. Je tedy
Az) — Ajz) = 2kn —c¢ pro % 3z,
lim A/(z) = A (z)) — 2km + ¢,

B—>Zg

a tedy vzhledem k (2) a (4) .
lim 4,(2) — A(z,) = ¢ = lim 4,(z) — 4,(z,) .

Ry Z~>%y_

Véta je dokdzana.

2. SOUVISLOST FUNKCE 4, S ROTACI FUNKCE f

Véta 2,1. Bud | komplexnt funkce komplexni proménné, spojitd a nenulovd
na orientované uzaviené Jordanové kfivce I'. Potom rotace funkce f na I je rovna
zméné funkce A, na I, délené 2x. '

Diikaz. Zavedme funkei ¢ definovanou na I" pfedpisem ¢(z) = o=

je Aq(z) = Ay(z). Z vlastnosti funkce
f(z)

Xz, t) =t f(z) + (1 —1) f(r) =—
@0 =416 + (=0 e
plyne, Ze funkce f,  jsou na I' homotopni. Podle v&ty 1,1 ndm tedy stadi vy-
Setfovat rotaci spojité funkce ¢, |@(z)] =1 pro zel.. Necht gz + iy) =

= (@, ¥) + @ g2, Y).
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: " Zvolme & > 0, 6 > 0 tak, aby v okoli poloméru 24 libovolného bodu ze I'
alesponl jedna z funkei @,, @, méla absolutni hodnotu vét¥i neZ x a aby bylo

x < VT Bud K dostatednd jemny simplicidlni rozklad ki‘ivky I" (vechny jeho

simplexy majf Iiirﬁmér mensi nez &, z odstavee 5 dasti I) a N jeho specidlni
numerace vytvofend funkei ¢ (viz pozn. za definici 1,8). Budeme pfedpoklidat
(bez Gjmy obecnosti), Ze K obsahuje lichy podet jednorozmérnych simplexi.

Necht simplex X'e K mé numeraci 1, 3. Oznalme 2, vrchol simplexu X
s numeraci 1, z, vrchol s numeract 3. Je tedy ¢,(2;) = « pro4,j = 1, 2.

Oznaéme 4 = a, + i4,, B = b, + b, &sla s vlastnostmi:
Al =|Bl=1; a,>0,a,=0; b =«, by=a,.
Cisla 4, B jsou tim jednoznadn& uréena a je « < @, (nebot jinak by bylo &« =

lIA

= 1/—2% . Oznalme g = arg 4 = arctg g—. Protoze pro j=1,2 je g—
1 1

< 9’2(Z5) < ﬂ
T ou(z) T &

(5) f < arg p(z;) = arcthi—g% gg —f8 (G=12).

Naopak plati: JestliZe z; je vrcholem v komplexu K a plati (5), pak je

, plati

ool o
a = gylz) T oo
a tedy @,(z;) = &, pa(2;) = «; to znamend, Ze vrchol z; ma numeraci 1 nebo 3.
Dokézali jsme tedy tato dvé tvrzeni:
Tvrzeni 1. Jestlize simplex X' ¢ K m4a numeraci 1, 3, pak pro jeho vrcholy
2y, 2, plati (5).
Tvrzeni 2. Jestlize pro vrehol z; v komplexu K plati (5), pak vrchol z; ma
numeraci 1 nebo 3.
Podobné 1ze dokézat daldi dvé tvrzeni:
Tvrzeni 3. Necht pro vrchol z e K plati Jarg ¢(2)] < 8. Pak z m4 numeraci 1.

Tvrzeni4. Necht pro vrchol ze¢ K pla,tig — < arg ¢(z) < 7—; + B.Pak =

ma numeraci 3.
V dals&im budeme pfedpoklidat, ze numerace N mé tuto vlastnost: Je-li z;

vrchol nékterého simplexu komplexu K, f < arg ¢(z;) = 7; — B, pak vrchol =z,

mé numeraci 1, jestlize na celé hv&zdé vrcholu z; je ¢,(2) = «, a 3, jestlize
tomu tak neni. (Z véty nasledujici za def. 1,8 plyne, Ze splnénim tohoto specidl-
niho poZadavku se neméni hodnota rotace funkce ¢.)

Jestlize simplex X' s vrcholy z,, 2, m4 numeraci 1, 3, pak (podle tvrzeni 1)
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plati g < arg ¢(z;) < =5 — (¢ = 1, 2). Necht vrchol 2, mé numeraci 1, vrchol

T
2
'z, numeraci 3. Je-li z, druhy vrchol pat¥ici k hvézdé vrcholu z,, pak je (vzhledem
k volbé numerace N) o

S B<aggl) <3 +p

a vrchol z, mé numeraci 3. Zvolme vychozi bod z,e I" tak, aby nelezel v zadném
simplexu s numeraci 1, 3. (To je mozné, nebot viech simplexu je lichy pocet,
a tedy alespoti jeden z nich nemd numeraci 1, 3.)

Bud 9t mnozina vSech vrchold simplexd s numeraci 1,3 lezicich na I' (resp.

v intervalu J c I'). Vrchol 2! = min z je vrcholem pravé jednoho simplexu 2*
me

s numeraci 1, 3, lezictho na I” (resp. v J); podobné vrchol 22 = max z je vreho-
zeN .

lem pravé jednoho simplexu 2?2 s numeraci 1, 3. Nazvéme 2 prvnim a_22 po-
slednim simplexem s numeraci 1, 3 na I" (resp. v J). .

Budte X', £" dva simplexy komplexu K s numeraci 1, 3. Oznaéme jejich
vrcholy 21, 2%, 23, 2% tak, aby bylo 2! 22 =3 2% 3 2% Jestlize v intervalu
{z%, 2®) neleii Zadny simplex s numeraci 1, 3, pak budeme iikat, Ze simplexy
27, 2" nasleduji za sebou nebo Ze simplex s vrcholy 2%, z¢ nasleduje za simplexem
s vrcholy 2%, 22

Tvrzeni 5. Necht pro %4dné zel neni arg ¢(z) = n. Potom je rotace
funkce ¢ i zména funkce A4, na I" rovna nule.

Dukaz. Jestlize na I neexistuje simplex s numeraci 1, 3, je tvrzeni zre]me
Necht tedy existuje simplex s numeracf 1, 3. DokdZeme nyni:

Jestlize dva simplexy s numeraci 1, 3 nisleduji za sebou, pak jejich vahy
maji rizné znameni. ;

Predpokladejme, %e tomu tak neni, tj. Ze napi. simplex Z* s vrcholy z¥, z¥
a kladnou vahou néasleduje za simplexem X s vrcholy 2, z,, ktery mé rovnéz
kladnou védhu. Oznadeni vrcholi volme tak, aby vrcholy s indexem 1 mély
numeraci 1 a vrcholy s indexem 2 numeraci 3. Je tedy 2z, = 2z, 3 2¥ < 2. Bud
23 druhy vrchol patiici k hvézdé vrcholu z,. Vrchol z, md numeraci 3 a plati

%32 — f<argel) <3+ 5 B Sargel) <5 —F.

Bud ¥ mnozZina vSech z e <z3, 2F>, jeZ jsou vrcholy simplexil komplexu K

a maji numeraci 3; bud Z = max z. Je z; ¢ ¥, ¥ konednd, a tedy Z existuje a je
zeY

ys 7

2, 3 % 3 z*. Bud % ten vrchol patiici k hvézds vreholu %, pro ndjz je 7 3 %.
Numerace vrcholu z nenirovna 3, nebot 2z non e 2; neni rovna 4, nebot pak by
numerace N nebyla pfipustni. Kdyby numerace vrcholu z byla rovna 2, platilo

by arg ¢(z) > g 4 B (nebot je <p2(,3:) > «) a v intervalu (z, 2¥) by vzhledem ke
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spojitosti funkce arg ¢ existoval bod ¢, pro n&jz by platilo arg ¢(¢) = g, a tedy’

by v intervalu (Z, z¥) existoval vrchol s numeraci 3, coZ je ve sporu s volbou
bodu z. M4 tedy bod z numeraci 1 a v intervalu (z,, z¥) le#i simplex s numeraci
1, 3, co% je ve sporu s piedpokladem, Ze simplexy 2, Z* ndsleduji za sebou. Ana-
logicky dojdeme ke sporu, pfedpokladime-li, Ze oba za sebou nésledujici
simplexy maji zdpornou vihu.

Necht prvni simplex s numeraci 1, 3 na I' mé kladnou véhu. Je tedy — # <

< arg o(zy) < g — B (jinak by v disledku spojitosti funkce arg ¢(z) mél prvni

simplex s numeraci 1,3 zdpornou vahu). Protoze funkce arg e nenabyva
hodnoty x, musi mit posledni simplex s numeraci 1, 3 zdpornou vihu. Rotace
funkce ¢ na I' je tedy nulova.

Zména funkce 4, na I je zfejmé nulova, a tedy je tvrzeni 5 dokazano.

Tvrzeni 6. Necht existuje 2° tak, Ze je arg ¢(z,) = n. Potom rotace funkce ¢
na I' je rovna zméng funkee A, na I, délené 27.

Dukaz. MuaZeme predpokladat, Ze jsme zvolili z, = 2°. Necht w, (n =
=1,...,7) jsou body z definice 2,1. Plati tedy w, = z,. Budeme pouZivat
tohoto tvrzeni:

Bud 1 =< n < r. Symbolem (w,, w,,,) znaéme interval (w,, z,). Jestlize dva
simplexy s numeraci 1, 3, leZici v intervalu (w,, w,,), za sebou nasleduji, pak
jejich vahy majiriznd znameni. (Dikaz je zcela analogicky dikazu obdobného
tvrzeni v dikazu tvrzeni 5.)

Budnliché, 1 <n <r— 1. Je tedy

arg g(w,) = arg’ @(w,) =7, arg p(W,;) = arg’ @(Wey;) = 0.
Necht plati
A(w,) = arg g(w,) + 2, .
Jestlize v intervalu (w,, W,.,) nelezi Zidny simplex s numeraci 1, 3, pak ze
spojitosti funkce arg’ ¢(z) plyne
lim arg’ ¢(z) = 2n,

E e W O

a tedy
(6) Acp(wnﬂ) = lim a’rg, @(2) + 2k, = arg ¢(wn+1) + 2(k, +1) 7.

i T2
Predpokisddejme nyni, Ze v intervalu (wy,, w,.,) existuje simplex s numeraci
1, 3. Prvni simplex tohoto intervalu s numeraci 1, 3 musi mit zdpornou vahu.
Oznadime-li tedy s, (resp. p,) podet simplexl s numeraci 1, 3 a kladnou (resp.
zdpornou) vahou v intervalu (w,, w,.,), je
__ arg tp(wn-i-l) + 2(kn + 1) T, je']’i Sy — Pn = 0,
(7) A¢(u7n+l) - < arg (p(wn-H) + 2]0”71: , je’li sn _ pn —_ 1 .
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Polozime-li 4,(w,.,) = lim 4,(2), (w,, w,,;) = (w,, 2,), miZeme postupovat
analogicky déle: Necht je N
Ay(wyyy) = arg o(wyy,y) + 2,7 .

Neexistuje-li v intervalu (w,;, w,4,) simplex s numeraci 1, 3, pak je

lim arg ¢(z) = — n = arg ¢(z) — 2n,
0y 19—
a tedy
(8) Atp(wn+2) = arg (p(wn+2) + 2(ln - 1) 7T .

Jestlize v intervalu (w, ., w,,,) existuje simplex s numeraci 1, 3, pak prvni
simplex s numeraci 1, 3 mé4 kladnou vahu. Je tedy

9 A (w,.,) =  arg @(Wyy,) + 2,7, jeli 8y — Ppay =1,
e N arg ¢(Wneg) + 206 — ), je-li 84y — Ppsy = 0.

Shrneme-li vysledky (6), (7), (8), (9), dostdvdme pro liché n, 1 <n <r — 1
Ag(wn) + 27, jeli (85 + 8pi1) — (Pn + Pund) = 1,

(10) Aw(wn+2) = '< qu(wn) H . je'lj (8n + 8n+1) - (pn + pn+1) =0 H
qu(wn) — 2n s je'li (sn + 8n+l) - (pn + pn+l) =—1.

Oznatme s = > s,, p = 2 p,. Je-li r sudé, dava (10) tento vysledek:
n=1 n=1

lim A4,(z) = A4,(2) + 2k7,
kde k¥ = s — p je rotace funkce ¢ na I
Necht je nyni r liché. Je tedy arg ¢(w,) = arg’ ¢(w,) = =. Funkce arg’ ¢(z)
je spojita v intervalu (w,, z,) a nenabyva tam hodnoty 0. Prvni simplex inter-
valu (w,, 2,) s numeraci 1, 3 mé zapornou vahu, posledni simplex mé kladnou
vahu. Je tedy s, — p, = 0, lim 4,(z) = 4,(w,). Plati tedy i v tomto p¥ipadé

lim A, (z) — A,(z,) = 2k ,

>z

kde k = s — p je rotace funkce ¢ na I'. Tvrzeni 6 je dokdzano.

Véta 2,1 je zFejmym disledkem dokézanych tvrzeni.

3. ZMENA ARGUMENTU A ROTACE SPOJITE FUNKCE

Oznadeni. Symbolem y,(z,) budeme znadit index funkce ¢ v bods z,.

Lemma 2,1. ¢(z), y(z) budte komplexni funkce, spojité a nenulové na I'. Potom
aména funkce A, , na I' je rovna soultu zmény funkce A, a zmény funkce A, na I'.

Diukaz. Oznadme y(z) = @(2) . ¢(2) pro zel. z, bud vychozi bod funkei
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A,, A, Ay. Funkee 4,(2), A,(z) + Ay(2) jsou spojité pro kazdé ze I,z = z,,
a spojité zprava v bodé z,. Je-li z € I', pak existuje celé &islo /(z) tak, Ze

w(z) = A,(z) — A,(z) — Ay(z) = 2(z) = .
Funkce w je spojitd na kazdé souvislé podmnoZiné kiivky /' neobsahujici z,,
a tedy je tam konstantni. Na druhé strané ke kadé dvojici bodi 2, 2, € I,
2, == 2, == 2,, existuje souvisld podmnoZina (simplex) kiivky I', ktera obsahuje
body 2,, 2, a neobsahuje bod z,. Je tedy l(z) = I pro vSechna z == z,. Dile je
w(z,) = lim w(z) =2z, lim w(z) = 2in,

2y . T—>Zg__
a proto plati
‘ lim w(z) — w(zo) =

=%

= (lm A,(z) — Ay(er)) — (lim A,(z) — A, () + lim Ay(2) — Ay(z) = 0 .

Lemma je dokazéno.
Z véty 2,1 plyne, 7e lemma 2,1 je mo#no formulovat ve tvaru:

Lemma 2,1'. ¢(2), y(2) budte komplexni funkce, spojité a nenulové na I'. Potom
rotace funkce ¢ . w na I' je rovna soudtu rotace funkce ¢ a rotace funkce v na I

Véta 2,2. Bud »z, k-ndsobny nulovy bod holomorfni funkce @. Potom index
funkce @ v bodé z, ;)'e roven k.

Dikaz. Necht ¢(z Za z — zo)" v oblasti @ obsahujici bod z,. Je k =

n=k

a, + 0. MuZeme tedy psat
@(2) = (2 — 20)* - 9(2) ,
kde y(2) = > a,(z — 2)**. Je p(z,) = a;, & 0, a tedy z véty 1,2 plyne y,(z,) = 0.
n=k

Bud 8, kruznice o stfedu z, a poloméru ¢&; poloZme y(z) = z — z,. Zména
funkce 4, na S, je ziejmé rovna jedné, a tedy y,(z,) = 1. Podle lemmatu 2,1” je
VelZo) = Ic vx(%0) + vy(2o) = k. Véta je dokdzana.

Bud z, bod vnittku kiivky I, ¢(2) = z — 2,. Funkce ¢ méa uvnitt I" pr'é;vé
jeden nulovy bod z, a index funkce ¢ v bodé z, je roven jedné. Podle véty 1,2 je
tedy rotace funkce ¢ na I" v absolutni hodnoté rovna jedné. P¥i tom hodnota
rotace funkce @ na I" nezdvisi na vybéru bodu z,, nebot plati toto tvrzeni:

Tvrzeni. Necht z,, z; jsou dva body leZici uvniti k¥ivky I'. Potom funkce
@(z) = 2z — 24 a y(2) = 2 — 2, jsou na I" homotopni.

Diukaz. Bud @ vnitéek I'. G je souvisld mnozina, a tedy lze body z,, z; spojit
lomenou &arou L leZici v G. Bud F homeomorfni zobrazeni intervalu <0, 1>
na L takové, Ze je F(0) = z,, F(1) = z,. Funkce X(z,t) = z — F(t) je spojita
anenulové na I' X €0,1) aje X(2,0) =z — 2z, X(z, 1) = z — 2,.

Tvrzeni je tedy dokazano.

430



Oznadeni. Bud z, bod vnittku k¥ivky I'. Oznaéme £* tu orientaci k¥ivky I,
pti niZ je rotace funkce ¢(z) = z — 2z, na I'rovna jedné.

Umluva. Od tohoto mista budeme pod ndzvem orientace uzaviené Jorda-
novy k¥ivky vidy rozumét orientaci £¥; p¥i tom kazdou uzavienou Jordanovu
kiivku budeme automaticky pokladat za orientovanou.

Definice 2,3. Za pfedpokladu orientace t* k¥ivky I' budeme zménu funkce 4,
na I' nazyvat zménou argumenty funkcee f na I.

Nyni, kdyz mame uréitym zplisobem definovanu orientaci k¥ivky I', mtZeme
formulovat tuto vétu:

Véta 2,3. Bud ¢ spojitd funkce definovand na uzdvéru oblasti, jejiZ hranict je
wzaviend Jordanova kitvka I'. Necht je @(z) == 0 pro ze I. Potom algebraicky
pobet nulovyjch bodw funkce ¢ uwvnitié I' je roven rotaci funkce ¢ na I

Dukaz véty 2,3 je proveden v [1], str. 98. Soudasti tohoto dukazu j ]e dikaz
tvrzeni, obsaZzeného v nésledujicim lemmatu.

Lemma 2,2, Bud T uzdvér oblasti, jeji¥ hramici tvoit uzaviend Jordamova
kfivka I'; 2y, 2,, ..., 2, necht jsou body této oblasti. Si, (k =1, 2, ..., r) bud kruznice
o stifedu z;, polomém ¢ takovém, Ze plati:

a) je-li T4 uzavieny kruh, jehoZ hranict je krudnice S, pak je T5. c T,

b) pro i &=k je T; 0 T; = 0.

Necht funkce @, definovand na mnoziné T, =T — U T je na T, spojitd
k=1

a nenulovd. Oznaéme y rotaci funkce @ na I, v, rotact funkce D na S. Potom plati

V~Zn

Pozndmka. Z vét ..,1, 2,2 a 2,3 plyne piimo princip argumentu pro holo-
morfni funkce, a to s vynechanim piedpokladu, Ze k¥ivka I" je rektifikace
schopna.

III. ZOBECNENT VET Z TEORIE ANALYTICKYCH FUNKCI

1. ZOBECNENI PRINCIPU ARGUMENTU A ROUCHEOVY A HURWITZOVY
VETY

Rozsffime nyni pojem indexu funkce v bodé na libovolny bod, v jehoZz okoli
(neobsahujicim dany bod) je uvaZovand funkce spojitd a nenulové.

Necht funkce ¢ je definovana v kruhovém okoli @ bodu z,. Necht ¢ je spojita
a nenulovd na mnoziné G — z,. Bud S, kruZnice o stfedu z, a poloméru e
takovém, Ze je S, c G. Rotace funkce ¢ na S, nezdvisi na ¢ (viz 7. odst. I. éasti).
Oznadme ji y,(2).
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Definice 3,1. Cislo y,(20) nazveme indexem funkce ¢ v bodé z,. Jestlize funkce @
m4 uvnit¥ k¥ivky I" jen isolované nulové body a body nespojitosti, pak soudet
indext funkce ¢ ve v8ech nulovych bodech a bodech nespojitosti uvniti k¥ivky
I" nazveme algebraickym podtem nulovijch bod? a bodd mespojitosti funkce ¢
uvnit# I'.

Véta 3,1. Bud z, k-ndsobny pol funkce . Potom index funkce ¢ v bodé z, je
roven — k.

Diukaz je analogicky dukazu véty 2,2.

Véta 3,2. Necht funkce f md v G jen koneény pocet nulovych bodw a bodd ne-
spojitostt a je spojitd a nenulovd na I'. Potom algebraicky poéet nulovijch bodw
a bod nespojitosti funkce f, leZicich wvnitf I', je roven zméné argumentu funkce f
na I

Dikaz. Oznaéme z,, ..., 2z, vSechny nulové body a body nespojitosti funkece f
lezici uvniti I. OpiSme kolem ka?dého bodu 2z, kruznici S o poloméru ¢ tako-
vém, Ze uzavieny kruh 7 s hranici S¢ leZf cely v G a 24dnédva z téchto kruhu

nemaji spoleény bod. Funkce f je na mno%ing G — L'j T} spojitd a nenulové.
k=1

Podle lemmatu 2,2 je rotace funkce f na I" rovna souétu rotaci funkee f na Sg,
a tedy (viz véta 2,1) véta plati. '

Véta 3,3. Necht funkcee f, ¢ maji v G jen koneény polet bods nespojitosti @ jsow
spojité na I'. Necht funkce f, f + @ maji v G jen koneény polet nulovijch bodd.
Necht pro z e I plati |f(2)| > |@(2)|. Potom algebraicky pocet nulovyjch bodd a bodi
nespojitosti funkce f(z) + @(z) wonitf I je ty2 jako w funkce f.

Dtikaz. Podle pfedpokladu je [f(z)| > |p(2)] = 0, a tedy f(z) =0 na I.
Necht X(z,t) = f(z) + t ¢(2). Funkce X je spojitd na I" X <0, 1> a je

| X(z, )| = If(2) + ¢ p(2)] = |f(2)] — tlp(z)| > 0.

Plati X(z, 0) = f(z), X(2, 1) = f(2) + @(2). Funkece f(z) + ¢(2), f(z) jsou tedy
homotopni na I a véta plyne z véty 3,1.

Véta 3,4. Necht funkcee f, fy, fo fs, - .- majé v G jen koneényj podet nulovijch bodi
a bod# nespojitosti a jsou spojité na I'. Necht funkce f je nenulovd na I' o lim f,,(z) =

= f(z) stejnomérné na I'. Potom existuje éislov = 0 tak, Ze pro n > v md funkce
fn uvnité I' stejny algebraicky pobet nulovyjch bodi a boddt mespojitosti jako
funkce f. .

Dukaz. Oznadme pro zel' y,(2) = fa(2) — f(2). Bud ¢ = En |f(2)]. Podle

predpokladu je o > 0. Ze stejnom&rné konvergence funkei f, plyne, Ze existuje
n, tak, Ze pro n > n, je |y.(z)| < o pro z e I'. ProtoZe je ¢ = |f(2)|, plati pro
n > ny |xa(2)| < |f(2)| a podle véty 3,2 mé funkee f(2) + yn(2) = fa(2) uvnit¥ I”
stejny algebraicky podet nulovych bodd a péli jako f(z). Stadi tedy polozit

Y = M.
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Pozndmka. Z téchto vét a z véty 3,1 ihned vyplyvd Rouchéova a Hur-
‘witzova véta pro funkee holomorfni a% na pély.

2. ZAVISLOST INDEXU FUNKCE z &(z) + ¥(z) NA TVARU FUNKCI o, ¥

VySetiujme nyni funkce tvaru f(z) = z @(z) + ¥(2), kde @, ¥ jsou holomorfni
(resp. meromorfni). Nulové body téchto funkei na rozdil od funkei holomorfnich
nemusi byt isolované, mohou tvofit celé ary. V dalsim si budeme viimat pouze
isolovanych nulovych bodu. Zjistili jsme, Ze index holomorfni funkce v daném
bodé se lehce uréi z koeficientt Taylorova rozvoje této funkce. Rozvineme nyni
funkei f = 2@ + ¥ v fadu analogickou fadé Taylorové, z jejichZ koeficienti 1ze
urdit index této funkce v isolovaném nulovém bodé (resp. bodé nespojitosti).

Véta 3,5. Budte @, ¥ funkce holomorfni v okoli bodw zy, ktery je nulovym bodem
funkee f(z) = z D(z) + ¥(2). Pidme funkce @, ¥ ve tvaru

PE) = 3 oz — 2, PE) = S bule — 2"

n=0
Bud k celé islo, k = 1. Necht plati

lLLa,=b,=0pro0=1=k—2,

2. @120 + by = 0, _ .

3. alespori jedno z &isel |a,_y|, |a2o + byl je rézné od nuly.

Potom plati: JestliZe je |ay_y| == |axzo + byl, pak z, je isolovanym nuloviym
bodem funkce f; v pripadé, Ze \ax_y| < |a2o + byl, je v4(20) = k, a v pripadé, Ze
@l > laazo + bel, je vilzo) =k — 2. Je-li |ay_y| = |ax20 + by @ je-li 2, isolo-
vangm nulovym bodem funkce f, potom plati k — 2 < y(z,) < k. (Presnéjst krite-
rium pro posledni pripad je obsazeno v dikazu.)

Dukaz. V&imnéme si, Ze véta 3,5 neklade na holomorfni funkce @, ¥ 74dné
omezujici podminky kromé piedpokladu pro piipad |ap_,| = |axz, + by, Ze
nulovy bod z, je isolovany. Jsou-li @, ¥ holomorfni funkce, pak existuje k tak,
Zeplati 1a 3. MiZeme tedy psit f(z) = (z — z)*"1. A(2), kde A(z) = > (a,2 +

n=k~1
+ b,)(z — zo)* k1, Je-li A(2y) = @120 + by_y = 0, je splnéna i podminka 2.
V piipadg, Ze A(z,) = 0, jsou splnény podminky 1, 2, 3, dosadime-li za &
dislo & — 1.

Oznadme u = z — z,; necht @, ¥ jsou holomorfni a nenulové pro |u| < r,.
Uvazujme body u e 8,, kde 8, je kruZnice se stfedem v poditku a polomérem
7 = r,. Potom je :

A1) fz) = f(w + 20) = [*(w) = Z[(@20 + ba) W + agrtur] =
n=0
= [ou* + Cpp@**t + ... ] + (B2 + @ + L],
kde ¢, = a,z, + b, (n =0, 1, 2, ...). ProtoZe je f*(0) = 0, plati ¢, = 0.
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Necht nejdfive plati |a,_,| = |&2, + bxl. Predpokladejme, Ze je k = 2.
Z predpokladu vyplyvd, Ze pro 0 < |u| =7 =7, je ap_,ruF2 + cur = 0:
Dokézeme, Ze existuje r, tak, Ze funkce a;_r*w*~2 + c,u* je pro r < r, homo-
topni s f* na S,.

Definujme pro viechna z ¢ B, funkce

fo(w) = ap_yr?u¥=2 , fo(u) = cxu .

Funkce f;(%) + f»(%) neméa uvniti S, nulovy bod rizny od nuly. Zfejmé exis-
tuje r, tak, Ze pro r < r, plati

lewl — lax—a]] > 7 {[Jax] + ltnsal 73 + lG2se] 15 4+ .7 +
4 [leg+a] + le- 4l 4! +...1}.

Ale odtud plyne pro |u| =r <1,

u2
Ty + O3 = |lox] — |agy]] 7% >

[(w) + fo(u)| = r*
> Y [lag] 4 lawsal 71 + oo ] + ol + lck+zl T1
(o + @yv +...] + [Ck+1 - T+ 07c+z ]I =
= [ + ap vk 4 ]+ [ WP+ ck+2u’°+2 + .
= [/*(u) — (f(w) + fa(w))] .

Bud & < 7,. Definujme pro |u| < r, holomorini funkce

> pktl

@ @
(%) = ap_ 122, p(u) = cau” + > a,etunt
n=k+1 n=k

Pro ue S, je

lpa(u) + fo(u)| = |fa(w) + fow)] > [F*(u) — (h(w) + fo(w)] = le(u)],
a tedy z Rouchéovy véty plyne, Ze funkce f; + f,, f* maji touz rotaci na S,.
Je-li |ax_| < |@;2, + byl, je podle Rouchéovy véty a podle véty 2,2 rotace
funkce f; + f, na 8, rovna k, je-li |a,_,| > |ax2o + by, je rotace funkce f, + f,

na S, rovna k — 2. Z definice funkce f* plyne, Ze rotace funkce f* na S, je rovna
indexu funkce f v bod$ z,.

Je-li k£ = 1, pak pro u == 0 je f*(u) = % .g(uw), kde g(u) = [c,u? + cu3 +
-]+ [ag? + ar®u + agr*u® + ...]. Z predeSlé tasti dikazu plyne, Ze pro
|ao[ < le4] je rotace funkce g na S, rovna 2, a tedy (viz lemma 2,1") vs(%o) = 1.
Podobné pro |a,| > lea] e 7/(20) = — 1.
Necht nyni |a,_,| = |2, + b;]. Poloime

1 Cr. .
A=—arg—% , u=nv.e,
k Qr—
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Misto funkce f zkoumejme funkci'proménné'v

f*(’w)

@y

f(

—— 1 =1) ve tvaru
Q-1

J0) = v*2{[0% + opaa?® + oag® + oo ] 72 4 Bt Brar® + .

kde o, = a

kterou je mozno zapsat (s pouzitim p¥edpokladu, Ze je

= " g—iln—1A
k—1 Qr—1 .
Necht pro 0 < |u] < g, je f*(u) &= 0. Funkee f, f* jsou zfejmé homotopni
na kruznici 8, pro r < p.
PiSeme-li v = & + 4y, pak plati v* + 72 = v(v + v) = v. 2. M4-li funkee }
na kruznici S, rotaci [, pak funkce

Flv) = f(v)
mé na 8, rotaci I — k& + 1 a plati

2 8

F(v) = 22 +r? {[O‘kﬂ Y + Opys =5

r2

7w 3n 7 3
J=(z"z)“(*‘z’—z)~

Snadno se dokaZe, Ze existuje ¢islo g, < o, tak, Ze pro r < g,, argvnoneJ je

22| > |Re (F(v) — 24)| ,

+ ] + [Br + Bresrv + Brsa?® + ]} .

Oznadme

a tedy
(12) sgn Re (F(v)) =sgnz pro r =<yp,, argvnoned.

Zavedme oznadeni (p¥i znadeni v = x 4 1y):

g1(z, y) = z ‘xk+n'un+1 s o, y) = Zoﬂk )
G(z, y) = Re (F(v)) = 2z + Re (g:(z, y)) + (2* + y*) Re (g:(2, y)) -

91, §» jsou analytické funkce, proto jejich redlné dasti maji spojité parcidlni
derivace. Odtud plyne existence a spojitost parcidlnich derivaci funkce G. Déle
je aa—z— (0, 0) = 2 =+ 0. Rovnici G(z, y) = 0 je tedy v jistém okoli podatku defi-
novano z implicitné jako funkce pfoménné y se spojitou derivaci.

Mizeme tedy zvolit » < g, tak, Ze na kruinici S, lezi pravé dva nulové
body funkce @. Oznadme je vy, v,, a to tak, aby bylo Im(v;) > 0 (je tedy:vzhle-
dem k (12) Im(v,) < 0).
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Nyni se jiz z definice rotace lehce dokdze, Ze plati:

Jestlize je Im(F(v,)) < 0, Im(F(v,)) > 0, pak yp(0) = — 1.
Jestlize je sgn Im(F(v,)) = sgn Im(F(v,)), pak y#(0) = 0.
Jestlize je Im(F(v,)) > 0, Im(F(v,)) < 0, pak yz(0) = 1.
Véta plyne ze vztahu y,(z,) = y¢(0) + & — 1.

Véta 3,6. Budte @, ¥ holomorfni funkce, z 1solovany nulovy bod funkce f(z) =
=z O(z) + ¥(z). Potom plati y,(zy) = — 1.

Dukaz. Bud S, kruZnice se stfedem z, a polomérem & takovym, %e uvnitt S,
ana S, je f(z) == 0. Pro z ¢ S, plati

"

flz) = Z (2 — zo)" ,

n=-—1
kde x_, = a4, g = a2, &, = @,zg + b, + a,_,&2 (n = 1, 2, ...). PoloZime-li
Bu = tn_ys J©

o) = = 2. 3 pule — 2o

Definujme pro viechna z e S, funkei

9(z) = éoﬁn(z — 2"

(¢ je stéle pevné).

g je holomorfni funkece, a tedy je uvnitf S, spojitd a ma tam pouze isolované
nulové body. Déle je g(z) == 0 pro z ¢ S,. ProtoZe rotace funkce g na S, je rovna
soudtu indexi funkece g v nulovych bodech uvnit# 8., je rotace funkce g na S,
nezdporni. Funkce (z — 2,)~!. g(z) je na S, homotopni s f, a tedy je y,(z,) =
= — 1. Véta je dokéazana.

Necht nyni funkce @, ¥ jsou holomorfni v oblasti G aZ na pély; funkce
1(z) = 2 D(z) + ¥(z) necht md v @ jen isolované nulové body. Je-li z, bodem
nespojitosti funkce f, pak z, je nutné pélem alesponi jedns z funkei @, ¥. Body
nespojitosti funkee f budeme pro struénost nazyvat pély funkee f.

Bud 2, s-ndsobny pél funkce @ a t-nisobny pél funkce ¥ (s = 0, ptip. t = 0
znadi, Ze z, neni pélem funkce @, piip. ¥). Oznadme r = max (s, t). Je tedy
mozno psat

D(z).= (2 —29)77. Dy(2), P(2) = (2 — zo)". ¥1(2) »
1) = (2 — 20)" (2 Dy(2) + Pi(2)) = (2 — 2)". 9(2) »

kde @,, ¥, jsou holomorfni v bodé z,. Je-li g(zo) & 0, pak je y,(2zo) = 0, ¥4(2,) =
= — r.Je-lig(z,) = 0, pak podle lemmatu 2,1" a v&ty 3,1 plati y,(z)) = ¥,(20) —
— 7. Na funkeci g 1ze aplikovat vétu 3,5.
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IV. ZAVER

+.'V&t dokdzanych v tomto ¢ldnku lze s tspéchem uzit pii feSeni problémi ro-
vinné pruZnosti. Naznadime pi¥iklad jejich praktického poufiti. :

Pii zjistovani napéti fotoelasticimetrickou. metodou se usuzuje na prubeh
napéti v télese ze systému ¢ar zvanych isokliny. Pti tom je tteba urdit praseéiky-
jednotlivych isoklin, tzv. singularni body. To je v praxi ztiZeno tim, Ze isokliny
se nejevi jako kiivky, ale jako 8ir§f pruhy, a singuldrni bod je ¢asto mozno za-
ménit za bod, v jehoZ okoli se isokliny zhustuji, ale neprotinaji. V&ty tohoto
¢lanku vedou na jednoduchou metodu, kterou lze urdit existenci singularniho
bodu ze zndmého pribéhu isoklin v jisté vzdalenosti od tohoto bodu, kde jiz
byvaji isokliny zietelnéjsi.

Poznamka. Uziti vyloZené teorie vyjde v asopise ,,Aplikace matematiky‘
v flanku ,,Pozndmka k vySetfovani singuldrnich bodé ve fotoelasticimetrii*

(2)).
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Pezome

OBOBIIEHIE TEOPEM O KOPHAX AHAJUTUYECKUX OVHRIUN
TAHA IIBEIIOBA, IIpara

B aroit pa6oTe JOKA3EIBAETCA CUIIA HBBECTHHIX TEOPEM TEOPUH aHAJIUTHICCKUX
¢yHKOUWIA — DpUHNANA apryMeHTa, teopems! I'ypsuna u reopemsr Pyme — pms
$YHROUHA Cc. KOHEYHBIM KOJIMYECTBOM Ppas3pPEIBOB ¥ HYJIEB BHYTPH B3aMKHYTOH
xpusoit Hloprana. B KagecTBe 06061eHNA HTOEATASA KPATHOCTH HYJIA TOIOMOPH-
HOH (QYHKOUM BAech HOPUHEMaeTcs KOMOWHATOPHO-TOHOJIOTHYECKOe MOHATHE
uHeKca QYHKOUYM B TOYKe (OUpefieleHHe JJA HYJIeBHIX TOYEK HaXONHUTCA IOJ
Ha3BaHUeM ,,MHJeKCc HemoABMKHON Touknm'’ B [1]). B pabore mokassBaercs d9TO
WHIEKC KOMIUIEKCHOM (YHKIME B TOUKe 2, KOMIJIEKCHOH NJIOCKOCTHE paBeH
HM3MEHEHUIO apryMeHTa 5TO¥ (YHKIHME OpH 06X0fe HOCTAaTOYHO MAJOH OKpY:H-
HOCTH ¢ IEHTPOM B TOUKE 2, JeIIeHHOMY Ha 277.

B ranpnefipmem u3y9arorca H30IUPOBAHHEIE HYIX (COOTBETCTBEHHO Pa3PHIBH)
dymaroum f(z) = 20(2) + ¥P(2), rme @, ¥ ronomopduEe (COOTBETCTBEHHO TOIO-
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MOpHHe 3a McKIYeHueM noiocoB) PyHruuu. [ToraseiBaercs, KaxkaM ofpa-
30M BO3MOJKHO OIpENeJNTh 3HaueHHe HHIeKca QYHKOuM [ B HYJIeBOH TOUKe
(cooTBETCTBEHHO B TOYKE pa3phiBa) NPHU NOMOME KOepPUIUEHTOB Dasi0IKCHUs
QYHKOEM [ B OKPeCTHOCTY TOYKH 2, B PAJ aHaJOrMYHBIL paARy Teiiopa.

HMorazannsie B 310# pabore TeOPeMBl YHOGHHI [ NPUMEHEHAA B INIOCKOM
TEOPHH YOpPYrocTH; HPU KX IOMOIM Haup. uonydaercs ([2]) mpakrmuecku
sfexTUBHBIA MeTo[ OGHADYIKEHMs CYIECTBOBaHUA MH30IUPOBAHHOHX 0C060MH
TOYKE B QOTOYHIPYIIOCTH IO TPAGUKY HBOKIMHHBIX JIMHIH.

Zusammenfassung

EINE VERALLGEMEINERUNG DER SATZE UBER NULLSTELLEN
ANALYTISCHER FUNKTIONEN

Haxa Svecovi, Praha

In dieser Arbeit wird die Giiltigkeit der bekannten Sétze der Theorie der ana-
lytischen Funktionen — des Prinzips des Argumentes, des Hurwitzschen Satzes
und des Satzes von Rouché — fiir Funktionen mit endlicher Anzahl von Un-
stetigkeitsstellen und Nullstellen innerhalb einer geschlossenen Jordanschen
Kurve bewiesen. Als Verallgemeinerung des Begriffes der Multiplizitit der
Nullstelle einer holomorphen Funktion wird hier der kombinatorisch-topolo-
gische Begriff des Indexes einer Funktion im Punkte (fiir Nullpunkte in [1]
definiert) angenommen, von dem in der Arbeit bewiesen wurde, dass er (in der
komplexen Ebene) der durch die Zahl 2z dividierten Verinderung des Argu-
mentes der gegebenen Funktion auf einer geniigend kleinen Kreislinie mit dem
Mittelpunkt in dem untersuchten Punkte dquivalent ist.

Ferner werden die isolierten Nullstellen (bzw. die Unstetigkeitsstellen) der
Funktion f(z) = z ®(2) + ¥(z), wo @, ¥ holomorph sind (bzw. holomorph bis
auf die Pole), untersucht. Es wird eine Methode angegeben, welche erméglicht,
den Index der Funktion f in der Nullstelle (bzw. in der Unstetigkeitsstelle) aus
den Koeffizienten einer mit der Taylorschen Reihe analogischen Entwicklung
_ der Funktion f in der Umgebung-des Punktes zu bestimmen.

Die bewiesenen Sdtze kann man mit Vorteil in der mathematischen Theorie
der ebenen Elastizitdt verwenden; sie fithren z. B. auf eine praktische Methode
zur Bestimmung der Existenz eines isolierten Singulirpunktes aus dem Gra-
phikon der Isoklinen bei der photoelastizimetrischen Bestimmung des Span-
nungverlaufes. :
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