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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 86 (1961), Praha

K JEDNOMU PROBLEMU O POVRCHU KONVEXN{ PLOCHY

Joser KrRAL, Praha
(Doslo dne 20. ledna 1960)

V této pozndmce je dokdzdno, Ze povrch konvexni plochy S (ve smyslu de-
finice uvedené v [2]) je roven supremu plos$nych integrdld druhého druhu
z jednotkovych spojitych vektorovych funkci na S. Tim je feSen problém
&. 191 z ,,Nové skotské knihy*, vepsany akad. E. CECHEM.

Konvexnim télesem rozumime uzavienou konvexni mnoZinu v trojrozmérném
euklidovském prostoru Ej, kterd ma neprazdny vnitfek. V dal§im bude K stale pevné
konvexni t&leso. Symbolem K* ozna&ime mnoZinu viech bodd [x4, x,] € E,, pro n&Z

je mnoZina
J As(xq, x5) = {x;x € Ey, [%4, X5, x] € K°} 1)
neprézdné a shora omezena. MnoZina K je zfejmé oteviend. (MitZe byt oviem prazd-
na nebo splynout s E,.) Na K3 definujeme funkci f 3 pfedpisem
S3(x15 %2)' = sup As(x, x5) -

Symbolem K oznatime mnoZinu viech [x,, X, ] € E,, pro n&% je A5(xy, X) neprazdna
a zdola omezen4. Déle poloZime pro [x,, x,] € K; °

Sa(x1, x,) = inf A5(xy, x5) .

Je-li nyni g funkce, jejiZ definini obor obsahuje hranici H mnoZiny K, pak definu-
jeme
Ps(K» g) = jg(xl’ X2, f? (xls xz)) dx, dx, — Jg(xp X2, fs(xn xz)) dx, dx,,
X3 Ks

pokud existuji Lebesgueovy integraly na pravé strané a pokud méa smysl jejich rozdil;
pro jind g nebude symbol P,4(K, g) definovén.

Podobnym zpiisobem definujeme symboly K’, K, f%, f;, P{K, g) také pro i = 1, 2.
Je-li v = [vy, vy, v3] vektorové funkce?) definovana na n&jaké mnoZing obsahujici H,

pak poloZime R
P(K,v) =Y P(K, v;)
i=1

1) K° znadi vnittek mnoziny K v Ej. -
2) V dal§im pijde stéle jen o trojrozmérné vektorové funkce. -
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za predpokladu ‘Zer Jsou‘deﬁnovany symboly P(K,v) a % m4 smysl jejich souéet
P(K,v)je > plosny integral drub&ho druhu z vektorové funkce v pies hranici H t¥lesa K.

Poznamka 1. Funkee f3 je spojitd na K3 a zobrazeni

["1’ x,,] [xuxz,f (xx, xz)] F3(x4, x,)

e homeomorfm transformacc mnomny K3na mno¥inu F3(K3) MnoZina F3(K?) mé
tedy gypgpéra transformm F3 bfévém borelovsl'cé ‘podiinoZiny v K3 na borelovske
‘ H a naopak- : "

) o & et 1 o
Oznaémc symbolem L vnegm dVOJrozmernou Lebesgueovu miru v E, a definujme na .
systému v§ech podmno¥in mno¥iny H vn&i miru Q3 piedpisem

‘Q3M L(F’)”‘l(M) McH

Z pfedchoziho je patmox,ze vsechn oreIovské podmnoimy v H jsou Q-"-méntelné. .
~a %o Viechny, Kompaktni podmnoﬁny v ‘H majt Konetnou Q3-miru. Ka¥da spojitd -,
b fpnkoe 5 kompaktnim 1 nositem na’ H Jei;edylgl.»mtegrovatelna. Jeli déle ¢ funkee, *

“ejjz dcﬂmam «obor pbsa,huje mnoimu”H pak ,rovnost ;o e

foimu F3(K3) konstruujeme na H’analogcky vn&jsi miru Q. Tat
zvlastnqéti jako! Q% ‘Podobn¥ definujerne Zobrazeni F, Fj 8 iy

A deﬁpjce Symbolu P{K, ) stiadno plyne, %e pro kaZdou
' funkcn 9‘, jeiii deﬁmém obor xobsa.hu;e mnoimu H plaq \ ‘ o

ce  pre

oo do existence i oo do hodnoty. (To znamené, ie P{K g) je deﬁnovéno pravé kdyi g.
Je souasn& Qi i Qf-méfitelné, kdyz CXJSfu_]I integraly vpravo a ™é smysl je_}lch rozdiI :
potom plati, uvedcné rovnost.)

Protoie (borelovské) mno¥iny F*(K) F{K)j jsou disjunktni 2 Q(H — F(K?") =

=0 = Q{H — F{(K,)), jsou miry Q*, Q, (pokud je ob¥ uvazu_leme na systemu bore-
Iovskych podmnoZin v H) navzéjcm smgulé.tm. . et e

i "-7‘-'-“'
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Poznamka 2. JestliZe g je funkce na E; majici spojité parcidlni derivace prvniho
fadu a kompaktni nosig, pak Py(K, g) existuje a »

Pi(K’ g) = J\Mi). dx
0%,
K
(Diikaz tohoto faktu je moZno pienechat &tenéfi. Podotykame, Ze mnozma H -
— (F(K%) U F{(K,)) mé nulovy priimé&t do i-té soufadné rovmy) _
Je-li tedy v vektorova funkce s kompaktnim nosiéem, jejiZ sloZky maji na E; spo_ute
parcialni derivace prvniho fadu, pak

P(K, v) = |div p(x) dx .
K

Pozndmka 3. V dal§im bude stéle x° pevn& zvoleny bod z vnitiku konvexniho

A
télesa K. Symbolem H oznacime mnoZinu té&ch bodd z H, v nichZ ma konvexni t&€leso
K aspoti dv& riizné op&rné roviny. Na H definujeme vektorovou funkci v€ = v tak, Ze

poloZime
0 A
pro xeH .

v(x) =

Ix - x°|
aproxeH — H oznatime symbolem v(x) jednotkovy vektor, jenZ je kolmy k (jediné)
opérné roving télesa K v bod€ x a sméfuje do poloprostoru neobsahujiciho K.
Symbolem Qg = Q budeme znad&it vnéj§i povrchovou miru na systému podmnoZin
mnoZiny H definovanou ve smyslu teorie konvexnich ploch. Konstrukce této vné&jsi
miry je popséna v kap. X monografie [2]. Q je Carathéodoryho vn&jii mérou, takZe
vechny borelovské podmnoZiny v H jsou Q-méfitelné. Uplnou miru (na systému
. vech Q-m&fitelnych podmnoZin v H) odvozenou z vn&j¥ miry Q budeme rovniz
znatit symbolgm Q. VSechny kompaktni podmnoZiny v H maji kone¢nou Q-miru.
Nechf C je kompaktni podmnoZina v H; zvolme konvexni t&leso K tak, ¥¢ C = K°.
PoloZime-li K, = K N K a ozna&ime-li symbolem Qg p¥isluinou vn&jsi povrchovou
miru na hranici télesa K, pak Qg a Qpg, splyvaji na systému podmnoZin mnoZiny-€.
(Uvedené fakta jsou vesm&s bezprostfednimi disledky definice vn&j§i povrchové
miry na konvexni plose; viz kap. X vySe zmin&né monograﬁe.)

Lemma 1. Pfedpoklddejme, Ze konvexni téleso K je kompaktni, a oznatme sym-
bolem E kulovou plochu o stfedu v bodé x° a poloméru 1. Pro x € E poloZme

r(x) = sup {a; xe E;, x° + a(x — x°) € K},
Y(x) = x° + r(x) (x —.x°).
Pak vektorovd funkce v(l//(x)) Jje Qg-mé¥itelnd na E,*) zobrazeni yy a funkce r jsou

3) Tzn., %e jeji slozky jsou Qp-méfitelnymi funkcemi.
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na E spojité a pro kaZdou vektorovou funkci v, jejiz slofky maji na E, spojité par-
cidlni derivace prvntho Fddu, plati = ;

V) = - rz(x) v X v X X
) P(K. ) Ej(x oy i D ) 8.

'Dikaz. S‘eStrojmewposlodpnOSt konvexnich polyedr K, = K tak, %e K, < KL
(n =1,2,...)a U K, K°.!) Polyedry K, tedy s rostoucim n konverguji*) ke kon-

vexnfmu télesu K Predpokladejme hned, Ze bod x° le# uvnitf¥ viech polyedrd K
a poloZme pro x € E ‘

ri(x) = sup {o; x € Ey, x° + o(x — x°) e K, },
Ya(x) = x° + r(x) (x = x°).

:Necht H, je hranice polyedru K a bud IA:I,, sjednoceni lv§ech hran téhoZ p}olyedm;
Definujme na H,, vektorovou funkei y" tak, 7e poloZime

Vi(x) =¥, 1(x) ~x° pro xefl,

a pro x e H, — H ozna&ime jako v*(x) jednotkovy vektor mifici ven z K, a kolmy
ke sténé& polyedru K, kterd obsahuje bod x. Za tohoto oznaceni mame

v) = ra(x) v(Ya(x)) . V(> X) .
PlE ) j T ) ) V() 40u()

(Overem této rovnosti pfenechidvame &tendfi; podotykime jen, Ze na E splyvé QE
$ obvykiou povrchovou mirou.) ProtoZe

11m P(K,,, o) = lim |div o(x) dx = J-div u(x) dx = P(K, v)s
Wi s n
' | K K

stadi k ditkazu rovnosti (1) zjistit, %e

o (x) X W (x Xx) =
© j Ty o{h(2) - (9() 4Q(3)

Ej i) D ) Q)

Zvolme r, > 0 tak, Ze koule B o stfedu x° a polomé&ru r, je obsa¥ena uvnit¥ viech
polyedrii K,. Dale bud r, > 0 tak voleno, %e vSechny mnoZiny K, jsou obsaZeny

4) Jde o konvergenci obvyklou v teorii konvexnich téles; viz napf. [2], str. 383.
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v kouli o stfedu x° a polomé&ru 7,. ProtoZe ¥4dn4 op&rn rovina k t&lesu K, neprotind
kouli B, zjistime jednoduchym vypodtem, Ze

(x = x°) . V(¥ u(x)) = —-9, er, n=12,...
ry
Déle je pro vSechna x € E a viechna n

,‘ r(x) .
Odtud je vidét, Ze funkce

rf,(x) v(yr(x)) . Vi, (x n= 2, ...
9 s gy ) ) (= 12.)

jsou stejn€ omezené na E. Funkce r a zobrazeni Y jsou zfejmé& spojité na E. Pro
x € E plati

hm r(x) = r(x), 11m V(%) = ¥(x) .
PoloZme . R o
N, =y ' (H)(n=1,2,...), No=y *H), N= l:}»N,,.

Podle véty 3* z [2], str. 324, je QpN, = 0. Zfejm? také QgN, = 0 pro viechna n,
tak¥e QzN = 0. Z véty 1 na str. 384 v [2] snadno plyne, e pro xe E — N (tj pro
Qg-skoro viechna x € E) plati

lim v'(,(x)) = (¥ (x)) -

Vidime, Ze vektorova funkce v(y/(x)) je Qg-métitelnd a e (stejné omezen4) posloup-
nost funkci (3) konverguje Qg-skoro viude na E k funkm

r’(x)
(Y (x)) - v(‘lf(X))
CEFORTE) _
Odtud plyne podle zndmé véty o limitnim prechodu za mtegracnim znamenim vztah
(2), &im¥ je nase lemma dokazéno.

Lemma 2. Vektorovd funkce v (viz lemma I) je Q-méFitelnd na H a pro kaXdou
. Spojitou vektorovou funkci v s kompaktnim nosi¢em na H plati

(4) P(K,v) = |v.vdQ.
. ‘ | H ‘
Dikaz. Vzhledem k poznidmce 3 miZeme pfedpokladat, Ze K je kompaktni.
PodrZme oznadeni z lemmatu 1. Zobrazeni ¥/ je homeomorfni transformace sféry E na

mnoZinu H; pfevadi tedy borelovské podmnoZiny v E na borelovské podmnoZiny
v H a naopak. Pro kaZdou borelovskou mnoZinu M < E plati

(5 _QWFL’% asx)

x0)  v(Y(x)).
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(stovnej [2], str. 324—325). Odtud snadno plyne, Ze pro kaZdou Qg-méfitelnou mno-"
%inu M < E je mno¥ina Y(M) Q-m&fiteln a e opét plati (5). ProtoZe funkce v((x))
je Qp-méfitelna na E, je v(x) Q-méfitelna na H.

Je-li nyni v vektorova funkce s kompaktnim nosidem na E 35 J&jiZ sloZky maji spojité
parcidlni derivace prvniho fadu, pak podle lemmatu 1 platl

v r(x) o(¥(x)) . v(Y(x =(x
P, ) = j(x -5 ) )aas).

Odtud a z (5) plyne (4). Je-li konetn& v libovoln4 spojits vektorova funkce na (kom-
paktni)‘mnoiiné H, pak existuje posloupnost v” vektorovych funkci na E, tak, Ze
v" — v stejnom€rné na H a Ze sloZky funkce v" maji na E; spojité parcidlni derivace .
prvniho fadu. Z rovnosti ‘

P(K,v") = |v".v dQ
dostaneme (4) limitnim pfechodem. o e

Lemma 3. Bud £ systém vSech Q-méFitelnych podmnoin mnoZiny H a zvolme
index i€ <1, 3). Pak ka?dd mnoZina z Q je soucasné Q'-mé¥itelnd i Q;-mé¥itelnd.
UvaZujeme-li miry Q', Q; na systemu 8, pak jsou obé absolutné spojité vzhledem ke
Q a plati

Egi =y} ..d_Qi =y, 5y
dQ > d Q i
zde v; zna&i i-tou slozku vektorave funkce v (viz lemma I).

Dikaz. Bud g spojitd funkce s kompaktnim nosi¢em na H. Definujeme-li na H '
vektorovou funkci v = [vl, 92, 03] tak, ¥e poloZime v; = g, v; =0 pro j + i, pak ‘
méme podle lemmatu 2 " ‘

P{(K g) P(K v)=|v. de g.v;dQ.

JH.' . B
Uv&domime-H si, Ze

, ’ B H 3
dostavame

©) ’ Jyd Qt —J gdQ, ==fgvi dQ.

H H H
%) Jeli f bodova funkce, pi¥eme, jako obvyKle, f* = max (£,0), f~ = (—N)*.
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Rovnost (6) plati, jak snadno nahlédneme, také pro ka’dou omezenou borelovsky
méfitelnou funkci g s kompaktnim nosiCem na H. Odtud a ze vzijemné singularity
mér Q, Q;, uvaZovanych na systému borelovskych podmnoZin v H (viz pozn. 1),
plyne, Ze ka¥d4 Q-nulové borelovsk4 mnoZina obsaZend v H je soudasnd (Q° + Q;)-
nulovou mnoZinou. Tedy ka¥d4 mnoZina z Q je soudasng Q-méfitelna i Q,-m&fitelna.
Odtud dale plyne, Ze vztah (6) plati pro kaZdou omezenou Q-méfitelnou funkci g
s kompaktnim nosi¢em na H.

Zvolme na okamZik pevné kompakim mnoZinu C < H a oznadme symbolem
Q¢ systém viech podmnoZin Z Q obsaZenych v C. Miry Q, Q;, Q uvaZované na Q¢
jsou tplné kone¢né a funkce v; je na C Q-integrovatelna. Definujeme-li na . zobec-
nénou miru P; predpisem

dP, = v,dQ,

pak ze vztahu (6) a ze vzijemné singularity m&r Q’, Q, je patrno, Ze Q' e positivni a Q
je negativni variaci zobecnéné miry P; na’ Q.. Mame tedy na méfiteluém prostoru
(C, Qc) vztahy

dQ' = v/ dQ, dQ,;=v; dQ

(porovnej [3], cvi&. 5, § 29, kap. VI, str. 124). ProtoZe H je sjednocenim spodetn$
mnoha kompaktnich mno#in, dostdvime odtud ihned naSe tvrzeni. -

Poznamka 4. Z lemmatu 3 mﬁaﬁu ’v? + v; = |vj £ 1 plyne nerovnost
UR : Q' +Q; Q. ,

Poznamka 5. ProtoZe

® | fv d4Q* = j v dQ = J(v*)’dQ>O

» H B v
©) j"t dQ; = |v;.v7 ,dQ =~ J(V;)z dQ=0,
-4 B H .

je symbol P(K, v;) definovan (porovnej pozn. 1) a
P(K,v) = J‘(V‘T)z‘dQ + j.(vi')2 dQ = jvf dQ=0.
" " B
Odtud je patrno, Ze existuje plo¥ny integral P(K, v)a

3 .
P(K,V)=ZP,(K,W)= v.de=QH.
) i=1

H

283



Je-li nyni v = [v4, v, v3] Q-mefitelna vektorova funkce na H, pro niZ

(10) flv -1dQ < 0,
’ H

pak podle (7)—(10) plati
fvidQ‘ > -, Jviin < 0,
- @ |
P{K,v) = |0;dQ" — |v,dQ; > — 0 (i =1,2,3).
" " .
3
Vidime, ¥e plo§ny integral P(K, v) = Y P(K, v;) je definovan pro kazdou Q-méfitelnou
i=1 .,
vektorovou funkci v na H, spliiujici vztah (10).

Lemma 4. Bud ¢ > 0. Pak existuje spojitd vektorovd funkce v na H tak, Ze

lo(x)l =1 pro éfechna xeH
J‘[‘v —vdQ<e.
g

Diikaz. ProtoZe vektorova funkce v je Q-m&fitelna na H, existuje podle Luzinovy
véty ([5], str. 72) uzaviend mnoZina F < H tak, Ze

Q(H - F) < 3¢
aZev je spojita na F. Bud w takova spojits vektorové funkce na H, ¥e w(x) = ¥(x) pro‘
viechna x € F a |w(x)| < 1 pro viechna x e H. (Existence takové vektorové funkce

vy

plyne snadno ze znamé véty o rozsifeni spojité funkce_.) ProtoZe ziejmé
| w(x) (.x - x% >0

pro viechma xeH, je mno¥ina F = {x;xeH,w(x).(x — x°) <0} obsaZena

v H — F. Mno#Zina IA"' je oviem uzaviend. Sestrojme na H spojitou funkci g tak, aby
bylo ) 1 L B

g(x) = 1 pro xef’, g(x) =0 pro xeF,
12g(x)=0proxeH.

Definujme nyni na H vektorovou funkei » pfedpisem
509 = (1 — 9() () + ) = — 5.



Vektorova funkce 5 je spojita na H,v(x) = v(x) pro x € F,
o(x) . (x — x°) = (1 — g(x)) w(x) : (x — x°) + g(x) |x — x°|2
pro viechna x e H; specialng tedy [0(x)| > 0 pro x e H. PoloZime-li kone&n&
U(X) = '13,@' s XE H ’
(%)l

pak v je spojita jednotkova vektorova funkce na H splyvajici s v na F. Déle je

J‘lv-v]dQ= le~v|dQ§2Q(H—-F)<e,
H : H-F

&imZ je na$e tvrzeni dokazano.

Poznamka 6. Pro M = H oznafime symbolem y,, charakteristickou funkci mno-
Ziny M. (Oborem funkce yy, je mnoZina H.) Je-li v vektorova funkce na H, pak defi-

nujeme
Pi(K, v) = P(K, xp - v)

za predpokladu, Ze je definovan plosny ‘integré,l na pravé strané€ této rovnosti.
(Pp(K, v) je plodny integral druhého druhu z vektorové funkce v p¥es mnoiinp M)
Ma-li smysl symbol P(K, v), pak m4 také smysl symbol P,(K, v) pro kaZdou Q-m&fi-

telnou mnoZinu M < H.

Véta. Bud § systém vSech spojitych jednotkovych vektorovych funkci v na H, pro
né# existuje plosny integrdl P(K, v).°) Potom plati pro kazdou Q-méFitelnou mnoZinu

McH

sup Py(K,v) = QM .
veF

Diikaz. Bud v = [v4, 05, v3] € §. Pak nié.me podle lemmatu 3

Py(K, v) =_i ( j v; dQF — J v; in) =

i=1

=‘Z (fuiv? dQ — |vp; dQ) =
i=1 o /

M

3 ;
Y fvividQ =Jv.de <= QM.

i=1

M M

6) Je-li K kompaktni, pak oviem do § patii vibec vSechny jednotkové spojité vektorové

funkce na H.

*
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Zvolme nyni libovolnZ &islo, a < QM. Podle lemmatu 4 existuje spojitd jednotkové
vektorova funkce vna H tak, ze

a+J[v—vldQ<QM

Jak je patrno z poznamky 5, patn vdo systému &. Dale mame

PulEv) = f de>Jv ydQ -

M o

—-J}v—v[dQ=QM—J|v—vldQ>a.

M

Odtud je vidét, Ze .
‘ ‘ supPM(Kv) QM

Poznimka 7. Je-li S konvexni plocha obsaZens v H (tj. souvisla mnoZina otevie-
niv H), pak z pfedchozi véty dostivéme, Ze supremum plo3nych integréld druhého
druhu pfes plochu S z”vektorovych funkeci patficich do § je rovno povrchu plochy S ‘
Tim je YeSen problém €, 191 z [1] (B. Cecw, 24. V. 1952); faktor /D vystupujici za
integraénim znamenim ve formulac1 zminéného problému je viak t¥eba vypustit.

Idea, uZit ploSného integrilu druhého druhu k definici povrchove miry na hramm;
omezené lebesgueovsky méfitelné mnoziny v E. byla rozvinuta J. MARfKEM v praci [4.
Z vyse uvedenych vysledkd je patrno, Ze v piipade omezenosti konvexiiho télesa K
splyva mira Q (uvaZovani na systému borelovskych podmnoZin v H) s povrchovoa
mirou na H ve smyslu price [4]; vektorova funkce  je Q-skoro viude na H rovna
norméle v z [4] :

Lx’temmrd;

[1] The new Scottish Book. Wroctaw 1946 —1958.
HY TPEHHsIS nqomnpm nonepxnocreﬁ. Mocksa-JleHEETPAT,

3] 1. Xasewow: Teopas Mepst (P. R. Halmos: MeasureTheory) Mocksa 1953.
[4] J. MaFik: Thé Surface Integral. Yex. mar. XYpH. 6 (81), 1956, 522—558 .
[51 S. Saks: Theory of the Integral. New York. R



Pe3roMme

K OOHON ITPOBJIEME, KACAIOIIEVICA IIJIOIMA Y
BBIIIVKJIOY ITOBEPXHOCTHU

MOCE® KPAJI (J. Kral), Ilpara

Ilycre S — BbImykias DOBEPXHOCTH B TPEXMEDHOM €BKJIHZOBOM IPOCTPAHCTEE.
CrmBostoM Q GyeM 0603HaTaTh TOBEPXHOCTHYIO MepY Ha S B CMBICIIE OIIpE e ICHN,
nmamsoro B ri. X Mororpaduu [2]. Hanee, mycts § — cucTeMa BCeX HENPEPHIBHBIX
BEKTODHBIX OQyHKmmi v = [vy, vy, 03], v} + v + 02 =1, T KOTOPHIX WMeeT
CMBICT IIOBEPXHOCTHBIA HHTerpai P(v) Broporo poga ot v mo S. (Pasymeercs, 4ro
B CJIy9ae OTPAHMYEHHOCTH IOBEPXHOCTH S CHCTEMA § CONEPXHT BOOOINE BCe He-
IpepHIBHbIE eIMHAYHEIE BekTOpHBEe (yEkmed Ha S.) Jlns kaxnoro Q-m3MepEMOro
MEOXecTBa M < S B KaXHo# QYHKIAK v € F MOXHO TOXE ONPENEIATh IOBEPXHOCT-
HBI EHTErpal P (v) BTOporo poga ot v mo M. Ilps 5TEX 0603HAYeHAAX COpaBELI-

HBO DaBEHCTBO QM = sup P (v) .
veF

DTO YTBEPXHEHHE MOXHO TOXe BHIBECTH M3 H3BECTHBIX TEODEM TEOpPHH ILUIOINANH
TIOBEPXHOCTH. 31eCch IPUBOTWTCS OPOCTOE HOKA3AaTEIECTBO, HCHIOJB3YIOMEE KpoMe
TeopeME! JIy3HHA JIMIIL OCHOBHBIE CBOMCTBa Mephl Q, H3JIOXKEHHEIE B Monorpadpnn
[2]. Otam pemena npobaema Ne 191 m3 ,,Honon IIOTJAH/CKOA KHHTH', BIHCAH-
Has . Yexom (E. Cech).

S.ummary ‘
ON A PROBLEM CONCERNING THE AREA OF A CONVEX SURFACE

Joser KrAL, Praba

. Let S be a convex surface (in Buclidean 3-space) and let us denote by Q the surface
measure on § in the sense of the definition given in [2], ‘chap. X. Further, let § be the
system of all continuous vector-valued functions v = [y, v, v3] on S with o7 +
+ v5 + v3 = 1, for which the Weierstrass surface integral P(v) of v over S is available.
(Of course, § contains all continuous unit-vector-valued functions on S, whenever S
is bounded.) For every Q-measurable set M < S and every ve § the Weierstrass
integral Py,(v) of v over M can also be defined and we have
QM sup Py(v) .
veF

This assertion, Wthh could also be derived from knowh results of area theory, is
proved here simply by using Lusin’s theorem and the basic properties of Q established
in [2]. It represents a solutlon of the problem Ne 191 in ““The new Scottish Book”,
inscribed by E. CecH.
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