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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 86 (1961), Praha

K TEORII KONGRUENCI PRIMEK V AFINNIM PROSTORU

BonumiL CENKL, Prahi
(Doslo 25. kvétna 1960) -

V préci jsou studovdny kongruence v trojdimensiondlnim afinnim prosto-
ru, majici fokalni plochy v afinni asymptotické polodeformaci. Problém byl
poloZen A. SVECEM.

V projektivnim trojdimensiondlnim prostoru byly studoviny kongruence D (C.
Il. ®unnkos, Teopmss komrpysHmui), &ili kongruence W, jejichZz fokalni plochy
jsou v projektivni deformaci 2. fadu. Naskyta se otazka, neexistuji-li analogické kon-
gruence W v afinnim unimodulérnim trojdimensiondlnim prostoru, nahradime-li
poZadavek projektivni deformace v -projektivnim prostoru poZadavkem polodefor-
mace, nebo jinym slabsim poZadavkem (tj. urditymi vlastnostmi piisluiné linearisujici
transformace). V tomto smyslu je feSen nasledujici problém: V afinnim prostoru Pj
o tfech dimensich nechtf je dina neparabolickd kongruence piimek K, majici dvé
riizné fokalni plochy (F,), (F,). Kongruence necht je W, &li fokalni plochy necht
jsou v asymptotické korespondenci C. Bud . afinita prostoru P, na sebe, ktera je
tenou afinitou korespondence C mezi plochami (F,) a (F,). Ptdme se &m jsou cha-
rakterisovany takové kongruence K, pro které asymptotika y, fokalni plochy (F 2)
jdouci bodem 4,, ktera je v korespondenci C obrazem asymptotiky y, plochy (F 1)
jdouci bodem A,, mé pfi vhodné volb€ &/ jednu z nasledujicich vlastnosti.

1. Kfivky y, = Cy; a &y, maji v bod& A, analyticky styk 2. fadu.

2. Priméty k¥ivek y, a &y, ze sméru rovnob&’ného s ptimkou p = 4,4, kon-
gruence K maji analyticky styk 2. fadu.

3. Priméty kfivek v, a &y, ze sméru rovnob&Zného s te¢nou g plochy (F,) v bod&
A, konjugovanou s tenou p = A4;4,.

4. Kfivky y, = Cy; a &y, nemaji analyticky styk 2. fadu, maji vSak geometricky
styk 2. fadu a neexistuje smér, z n€hoZ promitnuty by mé&ly analyticky styk 2. fadu.

V celé préci je uZivano znadeni stejného jako v [1].

1. Necht je A radiusvektor bodu 4 plochy (4) — zakladni plochy kongruence K.
Vektor e; necht je rovnobéZny s pfimkou kongruence prochazejici bodem A plochy
(A). Diferenciélni rovnice kongruence K jsou

3 3
1) : dA =Y we;, de =Y w.e; (k=12,3).
i=1 i=1

331




Vylou&ime-li valcové kongruence (pfimky kongruence rovnob&né) miZeme vzt
W34 & W35 jako hlavni formy. Dile pfedpokladame

(2) (913293) =1,
¢ili
®3) Wiy + Wy + w33 =0.

Volime-li reper tak, aby w;;@3, = 0 byla rovnice torsalnich k¥ivek (tj. kfivek které
vytinaji rozvinutelné plochy kongruence na zékladni ploge (4)) dostdvime

(4) ’ Wy = W31, W3 = — W33.

Vektory F; = A + e,, F, = A — e, jsou radiusvektory bodd A,, A, fokélnich
ploch (F,), (F,) kongruence K. Ze (4) mame

) wys = (a = f)ozy + (b — g) W3, — wyy = bws; + W32,
—0; =(@+f) oy +(b+9) w3, w5, = ewsy + fwsz
a odtud '
b = — bnyy — ny3, da= amyy;, 6c= — 3cmyy,
of = fry+ms, 09 = —gmny, de = 3en;y -

MiZeme zfejmé volit b = f = 0. Vektory e, e, jsou rovnob&#né s te€nami v bodech
Ay, A, k fokélnim plochém (Fy), (F,) konjugovanymi s pfimkou p = A, A; kongruen-

ce K. Déle 1ze polontl — = 1 na zéklad& vztahu
c

a
5 Ig— = 477:11 .
c
Misto rovnic (5) mame tedy nyni
(6) W33 = AW3y - gwsz, — W3 = awsz; + gwsz,
W12 = ewsy — W3y = awsz -

Na fokalnich plochach (F,), (F,) m&jme repery
(Fy; €1, €3 93) » (Fasepe5,€).
“Rovnice asymptotik na ploe (F,) je
e(w3y)? — g(@s;)* =
Kongruence W dostaneme tedy, poloZime-li
@) e=4g.
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Nyni jsou fokalni plochy v asymptotické korespondenci C indukované pfimkami
kongruence K. Nejobecn&jsi te€na afinita &/ korespondence C je zfejmé

(8) AF, =F,, d%:éeza

del = - ae3 ., dez = )'lel + Azez + A3e3 .
Predpokladame a + 0; g + O, &li %e ¥4dna fokalni plocha neni k¥ivkou. Snadno
zjistime, Ze plati
oAF, = F,, o dF, =dF,, & d*F, = d%F, + 2L,
kde je
O) L = die; + Dre; + Psey,
= (419 + a) {(@31)* = (032)*},

d )
- 'ggwaz + g(w35)* + (Kiwyy + Kjw35) sz + —jl (a’31Ii + 0)3213) s

2,

@3 =dawy; + (Kjws; + K303,) 035 + a*(03,)” — aws;(ws,17 + 03,13) .

Z predchizejicich vyrazli nahlédneme, Ze kaZdému sméru dF; = w.e; + w,e,
(i = 1, 2) (sméru tedny fokalni plochy (F,) v bod¥ 4,) odpovida pti korespondenci C
a afinit€ o/ smér L. Tuto kvadratickou transformaci nazyvame «Z-linearisujici trans-
formaci korespondence C mezi fokalnimi plochami. P¥imku, kterd prochazi bodem
A, resp. A, plochy (F,) resp. (F,) a kterd m4 smér L, nazyvame linearisujici pfimkou
korespondence C. Necht je dF, = w,e; + w,e, smér tedny ke k¥ivce A;, prochazejici
bodem A4, na ploSe (F,) a necht 1, je k¥ivka na plofe (F,) prochdzejici bodem A,
a odpovidajici kfivce A; v korespondenci C. Vlastnosti linearisujici transformace
miZeme tedy vyjadFiti takto:

1. Je-li L = 0, potom kfivky A, a &4, maji v bod& 4, plochy (F,) analyticky styk
2. ¥adu. Linearisujici pfimku nazyvame v tomto p¥ipadé «/-hlavni.

2. Je-li L % 0 a neni-li smér L rovnobéZny se smérem dF,, potom maji priméty
kfivek A, a &1, ze sméru L analyticky styk 2. fadu.

3. Je-li smér L rovnob&Zny se smérem dF,, potom kfivky 1, a &1, nemaji analy-

" ticky styk 2. ¥adu, maji v§ak geometricky styk 2. fadu a neexistuje smér, z n&ho# pro-

mitnuty by mély analyticky styk 2. Y4du. Linearisujici pfimku nazyvame «/-charakte-
ristickou.

2. Rovnice asymptotik na obou fokalnich plochach je, jak vime, (w5;)* — (w3 2)? =
= 0. PoZadujeme, aby asymptotika y, na ploSe (F,), uréené rovnici wy; — w3, = 0,
méla s k¥ivkou &7y, analyticky styk 2. ¥adu (7, je asymptotika plochy (Fl) uréené rov-
nicf w3y — w3, = 0) v bodé A, plochy (F,), &ili aby linearisujici pfimka teny
k asymptotice y, v bod€ 4, byla o/-hlavni. K tomu je zfejm& nutné a stadi, aby

]

1

dy=a, +a,—a(l} +13) +a> + K} + K3 =
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uZijeme-li vztahi, které dostavame dal§im normovanim reperu

w1y = Lwsy + Los,, Wy = Kiws; + Kiws,,
wy3 = By + os,, w23 = Koz + Ko,
Kf=—Ii-—a, K;':'—Ié'kg:

dg = g,031 + 9,03, da = a;03; + a,0;, .

Zjistéme nyni obecnost kongruence K, kterd je W a pro niZ plati (10) Diferencialni
rovnice kongruence W necht jsou nyni

(11) dA = w3,e; — w3,€; — (aa)31 + gwsz) e;,
de; = (Iiw:u + I;wsz) € + gwse; + (Iiwu + Igwsz) €s,
dez = - aw32e1 =+ (K%a)al -+ K§w32) eZ + (K:;'wSI + K§w32) e3 y

de; = w3 €, + w38, + (aws; — gozy)es,
pfi¢emZ plati
(12) Ki=-Ii-a, K}=-IL+g,

[dos,] = (Iz + 9) [031032], [doss] = (— KT + a) [03,05,] .
Kvadratické rovnice (podminky integrability systému diferencidlnich rovnic (11)) jsou

(13) [da ws; ] = — {K3 + al; + 2ag} [w3,03,] ,
[dg ws,] = — {I3 — gK3 + 2ag} [w31035]
[dg (031] = {Ii - 3915} [60310332],
[daws,] =  {K3 + 3aK?} [w31a)32] >

[dIi w31] + [dI; ;] = {— I3 — ag + 2KiI} — I}g} [w31w32] s
[d} wsq] + [dI} ws,] = {gK3 — 3al3 — 2I31;— 2I3g} [ws1035] , ‘
[dKi w31] + [ng CO32] = {aIi - SKi + ZKfK; - K;a} [(1)316032] .
Z rovnic (13, - ,) dostavame
(14) da = {K} + 3aK}} w3y + {K} + al; + 2ag} 03, ,
dg = — {I3 — gK} + 2ag} w3, — {I3 — 3913} w3, .

Na zkladg (12) a (14) miZeme misto &, = ¢; = 0 psat
(15) Ki+ K3 —2al} —a*+ag=0, I} +1; +ag +g*>— 29I} = 0.
Vng&j$im diferencovanim (14) a Gpravou rovnic (135 6,,) pomoci (12,) a (15) mame

(16) [dI} ws,] + [AI; 03,] = A[05105,] ,
— [} ;4] + ZQ[dI; 3] + [dIg w35] = B[ws;03,],
— [dK3 w3, ] + 2a[dl] ws;] + [dK3 @3,] = Clws;03,] ,
[dK3 w34] — 3a[dl} w3,] — [dK3 w35] + 2a[d]} @3,] + a[dl} w;,] =
= D[wnwsz] >
[dI3 o5] + g[dl} ©3,] — [dI} o32] + 29[d]5 ws,] — 3g[dI} w3,] =
= E[wsxa)sz] >
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kde 4, B, C, D, E jsou vyrazy v invariantech kongruence K. Z (1 6) dostavame

(17) dIi = 0331 + U033, dI;3 = 1031 + o3, ,
dl; = a3w3y + 243, , 4K; = 3035 + a3, .

Vyrazy «, f musi spliiovat nasledujici vztahy:

2aga; = g(C + D) + a(B + E) — 2ago, ,

2agas = — a(B + E — gA) + 2aga,,

2aga, = — a(B + E + g4) + Zagoc4 ,
By = B + 2ga, — B,, :

ﬁ3=C——-(B+E)——aA—,B4+2(JO(4.

[ e

Rovnice (17) vn&sn& diferencujeme a dostaneme nové kvadratické rovnice

— [day @3;] + [doy @3,] = M;[w3;05,] ,
[dog w31] + [day @3,] = M,[w3,05,],
2g[day — dB, w3,] + [dB; @3,] = Mj[ws,03,] ,
- [dﬂ4 C031] + 2a[doz4 @31] + [dﬂ4 wsz] = M4[co31co32] s

kde M; jsou opét vyrazy v invariantech kongruence K. Opétnym uZitim Cartanova
lematu na posledni kvadratické rovnice dostivame

(18) doy = U031 + U35, Af; = v;W3y + V03, , df, = W13 + W03, ,
u = l(Ml + M,)," v; =M; + g(M,; — M,) — 2gv,,
uz—l(Ml—‘Mz), W1=M4+a(M1—M2)—W2.

Z (18) dale plyne

(19-) [d(Ml + Mz) a’sl] + [d(Ml - Mz) w3;] = [d(ula)31 + uzwaz)] >
' — 2g[dv, w3;] + [dv; @3,] = K [031032]
— [dw, @3;] + [dow, 03,] = Ky[w;3;,055] -
Rovnice (19;) je tvaru S[wsy,w;,] = 0, kde # je invariant kongruence. Misto (19,)
miZeme tedy psat '

(20) F=0.

Je-li spln&no (20), potom je systém v involuci a kongruence K, ktera je Wa ma fokalni
plochy v asymptotické afinni polodeformaci, existuje a z4avisi na dvou funkcich jedné
proménné. Znaéme tuto kongruenci d. Nyni nalezneme geometrickou charakteristiku
vyrazii (10), &imZ budou alespoii &astedn& charakterisovany kongruence d (neni zjistén
vyznam # = 0). Pi¥me nyni pro zjednoduieni &, = — g®,, tedy misto (10) mame
&, = &, = 0. Dale si uvédomme, Ze rovnice asymptotik ¢, na stfedni ploSe kon-
gruence a @; na sférické indikatrix kongruence K jsou-— [1].

= {Js — 2275 + l)a} a¥w3)* + {Js — g1 + gK? — a, + a3} wa 03, +
+ {_ J7 - 2(2.]9 b 1)}g2(a)32)2,
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g = {— Js — 4Js} a¥(ws1)* + {~= Jo — ay + al; + g1 — Kig} w3102 +
+{=J7 + 45} g*(ws,)* .
1 s _ 1 s _ 1 1 2
J5.=;;I1, J7—;‘2‘K2, Js‘—zzl‘;(al"all'*-g)’

Jg:zl‘z(gz—gK%—az), J.=B+K, Js=5-K
g

jsou invarianty studované v [1]. Pifeme-li struéng

@ = afws;)’ + bwy 03, + ¢(@3)?,
(P,' = ai(a)n)z + biw31w32 + ci(a)az)z s

dostavame okamZit€ vztahy
(21) as+bs+cs=_¢o"'¢3, ai+bi+ci=¢0—¢3'

Odtud nalezneme geometrickou charakteristiku (10). Necht jsou py, p, teény v bod&
A ke k¥ivkam w3, = 0, w3, = O na st¥edni plose (4) kongruence K. Necht g,, g, jsou
asymptotické te€ny stfedni plochy v bodé A. Bud r tena v bod€ A4 ke kfivce w3y —
— w3, =0 (tzn. k obrazu asymptotiky fokalni plochy na stfedni plose). Obdobn&
uy, U, jsou teny v bod& A’ na plose (4’) (indikatrix kongruence) ke kiivkam w;; = 0,
w3, = 0 (obrazy torsalnich kfivek). v, v, jsou teny k asymptotikdm indikatrix
v bod& A4'. s bud te¢na k obrazu asymptotiky ws;; — w3, = 0 fokalni plochy na (A’). ‘
Rovnice (10) jsou tedy charakterisovany tim, Ze splynou pf¥imky r a g, a rovn&Z s

PN 7S 4

a* Jo —4Jg — 2

4= T4l
g* I, + 45 -2" 7 g?

22 A‘s= >
() gc —J; +4J,

kde a, g, J jsou invarianty kongruence K, jejichZ charakteristika je poddna v [1].
Méme tedy odpoved:

Aby kongruence W byla kongruenci d, k tomu je nutné a staci, aby platilo (20)‘, :
aby splynuly pFimky r, g, a s, v, a pFitom (Pyp,rqs) = g (UyUas0,) = Ay, kde Agy Ay
jsou uréeny pomoci vyrazi (22) Takovd kongruence zdvisi na dvou funkcich jedné
proménné.

3. Zkoumejme kongruenci W, pro niZ linearisujici pfimka tecny k asymptotice
w31 — W3, = O na plofe (F,) v bodé A, je pfimka kongruence p jdouci bodem A,,
&ili takova kongruence W, ktera ma vlastnost 2 uvedenou nahofe. Takovou kongruenci
znalme d,;. Aby kongruence W byla d,, k tomu je zfejm& nutné a stadi, aby platilo
¢o = 0, éili
(23) g1+9,—9*—gK:+K)-L-I3=0.

Kongruence d je déna rovnicemi (11), pfi¢em? plati (12), a podminkou (23). Z kvad-
ratickych rovnic (13, _,) dostavame (14) a pomoci (23) dostavame rovnice

336



[dK3 w3,] — 3a[dl; @3] + [dK3 w32] + a[dl; ©3,] = By[@3;03,] s
[} 5] + g[dl} ws,] — [A3 @3,] — g[d]5 ws,] = By[ws103,]
[dII w31] + [dI} w3,] = Bs[ws3103,],

- [dIg 6031] + 29[‘115 6031] - [dIg wsz] = B4[‘°31‘Q32] s

[dK3 w3,] + [dK3 w;,] = Bs[ws;03,] -

Kongruence d, zdvisi na péti funkcich jedné proménné. Na zaklad& rovnic (21) se
zjisti, Ze kongruence d, jsou takto geometricky charakterisoviny: V bod& 4’ plochy
(4") m&me dény te€ny p;, p, k asymptotikdm plochy (4'). Necht jsou ¢y, g, te¢ny ke
kfivkdm ws; = 0, w3, = 0 na ploSe (4’) (jsou to obrazy torsalnich kfivek stfedni
plochy). ry, r, budte te¢ny k obraziim asymptotik fokalnich ploch na plose (4).
Necht existuje na (4") k¥ivka y jdouci bodem A4’ a majici v bod& A’ tednu ¢, p¥idem? je
g4, —1
(9:92try) 2T o1
Dué dvojice teen py, P, @ 1y, t uréuji v teéné roviné plochy (4") v bodé A’ involuci.
Jednou dvojici této involuce jsou tecny sy, s, k obraziim asymptotik stfedni plochy na
plose (A’). JestliZe nastane pfipad J¢ — 1 = 0, potom je tecna ¢ totoZn4 s pfimkou g,.
Dve dvojice teCen, které uréuji involuci, jsou potom p;, Ps; 'y, g,- Snadno zjistime
obecnost kongruence, pro ni¥ plati J, = 1.
Upravime rovnice (1356 ;) a vn&jsim diferencovanim (14) dostdvame kvadratické
rovnice
[dK3 w3,] — 3a[dl} ws,] + [dK3 @3,] + a[dl; 03,] = By[w; 03,],
2g[dI} w34] + g[dI7 ws,] — 3g[dl; @35] = By[w;;032] s
[dI} ws;] + [dI} ©35] = Bs[ws;05,],
2g[dI§ a’sz] = B4[a)316032] >
[dK3 w;,] + [dK3 w3,] = Bs[ws,03,]

B; jsou vyrazy v invariantech kongruence. Snadno se zjisti, Ze kongruence dl, pro
kterou J4 = 1, zavisi na tfech funkcich jedné proménné, plati-li

d'Biiw:u +{d ‘1_(933—234—32) w3 |=0.
2g 2g

4. Mgjme danu kongruenci W. Ptame se, &im jsou charakterisovany kongruence W
takové, Ze linearisujici pFimka te€ny v bod& A, asymptotiky w;; — w3, = 0 na
plose (F,) je konjugovand s pFimkou kongruence dotykajici se v bodé A, fokalni
plochy (F »)- To je kongruence W's vlastnosti 3 uvedenou na za&atku; budeme ji zna-
Cit d,. Aby kongruence W byla d,, k tomu je nutné a stali, aby platilo ¢; = 0.
Kongruence d, zdvisi na péti funkcich jedné proménné. Geometricka charakteristika
invariantu @; = 0 je Upln& stejnd jako charakteristika invariantu &, = 0 v 3, jen
s tim rozdilem, Ze plati

' g>1-1,
(9192tr1) = — 0% 1 + 47, :
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5. d5 budeme znadit takovou kongruenci W, pro kterou tecna v bodé A, k asymp-
totice wz; — w3, = 0 na plose (F 2) je f-charakteristickd — je to 4. z vyse uvede-
nych pfipadd. Kongruence dj je tedy takovd kongruence W, pro niZ plati &5 —

~ a®, = 0, &li &; + = &, = 0. Pedpokladejme pro zjednoduseni, Ze je a + g =
7 .

= 0, &li, e kanonicka p¥imka — viz[1] — pdli ihel torsélnich teten v bod¥ A st¥edni

plochy kongruence. Budeme tedy déle kongruenci d; rozumét kongruenci d3, pro niz

platia + g = 0. Jinak Yedeno, kongruence d je kongruence dj, pro kterou jsou splng-
ny rovnice

(24) a+g=0, &3 —S=K; + K> +13 +1I3 — 2al} + 2al} — 22> = 0.
Ze (13, ;,5,4), (12,), (24) dostavame koneéné rovnice

(25) K} = —Kj;+2al} +2¢*, Ki=-1I}—a,
I3 = — K3 +2al} —2aly, Ki= -1 —a,
Ig = Kg - 2&1} .

Misto (14) piSeme nyni

(26) = da = {K} — 3al} — 3a*} w3, + {— K3 + 2al} + al}} s, .

Dostavame kvadratické rovnice (135 ¢ ;) a vn&jsim diferencovanim (26) rovnice

[dK3 wsy] — 3a[d]} @5,] — [dK3 03,] +2a[d1}1w32] + a[dI% 03,] = Bl[a)nwn% ,
[dI3 ws,] + [dI @3,] = Byfw; ws,],
—[dK3 o3, ] +2a[dI} w5, ] —2a[d]; @5, ] + [dKjw3,] — 2a[dI} ws,] = Bi[w;1032] »
— [dK3 @3] + 2a[dI] w3;] + [dK3 @3,] = By[ws;032] -
Odtud mame dale
(27 dK3 = 0,031 + @03z, AI} = d30s; + 0405,, dI} = as05; + tew3; -
Pro '« musi platit nasledujici relace:
-_ 062 +3aa4-a1 +2l1<x3 + aas =B1,
— 04 + a5 = By,
o, — 2a0, + 2a0s + 0y — 2a0; = By,
o, — 2aa, + oy = B,
Vn&jsim diferencovanim (27) dostavame
bl [daz w31] '+' [daz (032] + 2“{(1“4 CD31] = CI[CO31CO32] N
— [do, w34] + [doy @5,] = Cylwsy03,] ,
[day @3] + [day 035] = C3[w;503,] ,

B;, C; jsou vyrazy v invariantech. Posledni dv& rovnice davaji kone€nou relaci

29) [dB, @5,] + [d {51; (By + B, — aBz)} 1 + wsz] —o0.
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Je-li spln&no (28), potom kongruence ds zavisi na dvou funkcich jedné prom&nné.
Geometrickou charakteristiku invariantu (24,) dostdvime obdobné jako v p¥edcha-
zejicich piipadech.

Necht g5, g, jsou tedny ke k¥ivkam wsz; = 0, w;, = 0 v bod& 4’ indikatrix (A’).
Necht py, p2 jsou tedny k asymptotikdm plochy (4’) v bodé A" a necht ¢ je tedna
k sférickému obrazu asymptotiky ws; — w3, = 0 fokalni plochy na plose (4’)
v bod& A4’'. Je-li splnéno (242), potom p; splynesta dvojpomér

¢ +4Jg a
t = —.
(‘11‘12 Pz) J7 — 47, g

kde J jsou invarianty charakterisované v [1] Mame tedy odpovéd:

Kongruence W, jejiz kanonickd pFimka pili iihel torsdlnich teCen, je kongruence d
prdvé tehdy, kdyZ plati (28) a pro asymptotické te¢ny indikatrix kongruence plati
prdvé uvedend charakteristika invariantu (24,). Kongruence ds zdvisi na dvou
funkcich jedné proménné.
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Pe3roMme

K TEOPUU IPAMOJIMHENHBIX KOHI'PYDHIIUN
\ ‘ B APOPMHHOM ITPOCTPAHCTBE

BOI'VMILI IEHKJI (Bohumil Cenkl), ITpara

B TpexmeprOM ah(dUHHOM IPOCTPaHCTBE MBE JIOOBIX IMOBEPXHOCTH HAXOOSTC
B COOTBeTCTBHH ahGuHEHOro M3rubanus nepsoro nopsnka. B apdurrom m3rmbanmu
BTOPOTO IOPSANKA OHH HAXOIATCS TOrNA ¥ TOJNBKO TOTA, eCU OHH apPHHEHO SKBH-
BaJIeETHEL I103TOMy HEBO3MOXHO HEIIOCPEACTBEHHO NepeHecTH Ha adduAHOE Ipo-
CTPaHCTBO Pe3yJIbTaTHI HUCCIEIOBaHMS HelapaboiMieckux KOHrpys3HImi D m3 mpo-
€KTHBHOrO TpocTpaHcTBa. OIHAKO, ECITH B3SATh BMECTO H3THOAHUSI BTOPOTO HOPSIKA
doxampHEIX TOBEPXHOCTEH KOBIPYSHOUA Oonee cnaboe TpeGoBaHME, JIMHEAPH3U-
pyrolnee IpeoOpa3oBaHWe, TO MBI IOJY49aeM B PacCHOPSIXEHHE CPEACTBO IS pas-
JIMYeHNs HeKOTOPHIX THIOB KOHIPYSHIIMH, KOTOPhle OO CEr0 BPEMEHH — IIOCKOJIBKY
aBTOPY M3BECTHO — BOOOIIE He M3ydayuch. II0HATHE IMBeapU3UpPYyIOLWEro npeodpa-
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3oBagua 6pu10 BBemeno O. Uexom [3]. CoorsercrBue C Mexny (oxaIbBEBIME
IOBEPXHOCTSAMHE OIpPENENSeTCS MPSMOTMHERHON KOHrpysHIueH (COIOCTABISIOTCS
TOYKH KaCaHHUs Jyda KOHTPYSHIHM c' (oXambHEIME moBepxHOCTsMHE). Ilycts & ~
a¢durHOE MpeobpasoBanne paccMaTprBaeMoro abdUHEHOro mpoCTPaHCTBa Ha ceds,
siBILTIOINEeCS KacaTelbHbIM . abGbHHEEBIM - Ipeobpa3oBaHueM Mg COOTBeTCTBUA. C,
B aTolt paboTe aBTOp HWCCIEAYET 9eTHIpE pas3IHiHbIX THIA KOHrpysHOHHA W, 0003Ha-
JaeMBIX COOTBETCTBEHHO depe3 d, dy, d,, dj. '

1. Ilycte auneapusupyrowas npamas KacaTeIbHOH K aCHMITOTHYECKOH ITHHEK
9, B Touke A, mosepxHocTd (F,) sBusercs & — 24agHON, TO €CTh KpPHBHE
y, B LC™ 1y, (£C™ 'y, = y; ecth acumuToTHYecKas uHUA Ha (F,)) HMeIOT aHa-
JUTHYECKOe KacaHHe BTOPOTo IOpsiaKa (fokatbHsle nosepXHOCMU HAXOOAMCA & agp-
gunnom nonyuseubaruu). KOHIPYSHIME 5TOro THma MBI 0GO3HaYaeM dYepe3 d.
Ecin umeer MecTo (20), TO KOETPYSHIK d 3aBUCAT OT IABYX (QyHKIMI OZHOTO mepe-
MEHHOTO ¥ XapakKTepH3yloTcs ypasHeHMsMHE (10), MMEFOLIMME CIeTYFOLIHA CMBICK:
ITycts py, p, — KacatesdbHbIE K TOPCAJIBHBIM KPHBBEIM @3; = 0, w3, = 0 B Touxe
A cpenpeii moBepxHOCTH (A); MYCTh ¢4, g, — ACHMITOTAYECKHE KacaTeJbHbIE K Cpej-
Hel HoBepXHOCTH B Touke A. IIycTs r — xacaTenbHas B TOUke A kK 06pa3y acCUMIITOTH-
9ecKOH JImHME y; (poxambEo# noBepxHocTH (F,) Ha (4). ABanoruaHo, uy, u, — Kaca-
TesbHbIe B Touke A' Ha noBepxHocTH (A') (MBIMKAaTpHCa KOHIPY3HIHH) K o6Gpasam
TOPCRIbHBIX KPHUBBIX; 0y, U, — AaCHMITOTHYECKHE KACATENbHBIE HHIMKATPHACEL
s — XacaTeJbHasg K 00pa3y aCHMOTOTHYECKOH JIMHHE y; (POKanbHOH IOBEPXHOCTH
(F). Torma ypasrernus (10) XapakTepH3yIOTCS TeM, 4TO HADH IPAMBIX S, Uy M T, 4;
COBIANYT, K 9TO (PyP2rq,) = Ay (UyUysv;) = A, T A B A; NaHs! ypaBHeHEsMH (22).
a, g, J B 9THX YpaBHEHHSX SBJISIOTCS MABAPHAHTAMHA KOHIDYSHIIAM, MCCIEIOBAHHON
B[1].

2. Jluneapusupylowjas npAMas KAcamenbHou K ACUMAMOMUYECKOU AUHUYU Y, HA
F,) nsasemca aydem KoOHZDYSHyuu, npoxodswum uepes mouxy A,. KoHrpysmmum
3TOr0 THHA MBI 0003HAYUM 4epe3 dy — OHH 3aBHCAT OT IATH.(YHKIUH OOHOTO mepe-
MeHHOro. CreoMeTpH9ecKoi TOYKH 3PEHHS OHH XaPAKTEPU3YIOTCS TakK: Py, P, — ACHM-
NTOTHYECKHE KacaTeNbHbIe B Touke A’ moBepxHOCTH (A’) — HHIMKATPHCH KOHIPY-
3HIMH; ¢, , — KacaTeJIbHbie kK obpasnaM TopcalbHBIX KpHBBIX Ha (A') B TodKe
A'; i, r, — XacareqpHBIE K 00pa3saM aCHMITOTHYECKUX JMHUH (OKAIBHBIX IOBEPX-
HocTe#t Ha moBepxHOCTH (A'). IlycTh Ha (A') cywecTsyeT kpuBas y, HPOXOISINAS
4epe3 TouKy A’ ¥ uMerouas B 3TOH TOYKe KacCaTEIbHYIO f, IpUYEM

2
(‘.71512”'1) = g; 1{2;'1— .

N
<
)
|
—

JBe maphbi KacaTEeNbHBIX p;, Pz U I'y, ¢ ONPENEIIIOT B KacaTeJbHOH IIOCKOCTH HO-
BEPXHOCTH (A’) B Touke A" mEBOMIONMIO. OXHOM Napoi 3TOH HHI[OJIOLUY SBJISEOTCS
KacaTeNbHbIE 54, §, K 0Opa3aM aCHMOTOTHYECKHX JIHHUA CpeIHed IOBEPXHOCTH HA

(4).
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3. Kourpyssuud W Takde, UTO AUHeApusupyowas npAMAas XacaTeIbHOH X acHM-
ITOTHYECKOH JIMHUY P, TOBEPXHOCTH (F,) B TOUKe A, A6/4AeMCA CONPANCEHHOU AYPUY
KOHZpYoHyuu, Kacarouemycs 6 mouke A, goxarsroi nogepxnocmu (F,). DT KOHIpy-
SHIUH, 0003Ha9aeMbIe HAMHE depe3 d,, 3aBHUCAT OT IATH GYHKIMIA OIHOrO IEepeMEeH-
Horo. I'eoMeTpryeckass XapaKTepUCTHKa 3THX KOHIPYIHIMN d, Ta e camas, Kak
H 111 dy, C TOR JIAIIG pa3sHUIEH, 9TO

2
(91921r1) = — iz‘ . 1= .

4. Yepes d; MBI 0603Ha9aeM KOHI'DY3HIME W, IJI KOTOPBIX KACAMeAbHAA 8 MOYKe
A, k acumnmomuyeckotl auHuu y, Ha nosepxrocmu (F,) asasemea sf-xapaxmepucmu-
yeckotl, IpAYEM €€ KAaHOHHYECKasl IpsMas OeJIUT IONOJaM YIOJl TOPCaJbHBIX Ka-
caTelbHBIX B TOUKe A CpeHel MOBEPXHOCTH KOHrpysHmmy. Eciu mMeeT mecTo (28),
TO KOHIPY3HIHHM d3 3aBUCAT OT ABYX (yHKIMIE oxHOrO mepeMenHoro. Ecimi g4, g, —
KacaTeJIbHBIE k 06pasy TopcasbHbIX KpuBbIX Ha (A'); py, p, — KacaTelbHBIE K aCHM-
ITOTHYECKHM JIHHUSIM HoBepxHOCTH (4'); ¢ — kacaTelbHas K cdepmueckomy 06pasy
ACUMITOTWYECKON JIMHUHA Y, NOBEPXHOCTH (Fz), TO IS KOHTPYSHOUHA d; NpsAMas
Py COBHANET C t ¥
a* Jg+4Jg

t = —. s
(4192tP2) 7T —al,

rae a,J — WHBAPUAHTHI KOHIPYSHIHHM, McCIeIOBaHHOHR B [1].

Résumé

CONTRIBUTION A LA THEORIE DES CONGRUENCES
DE DROITES DANS UN ESPACE AFFIN

BorumiL CeNKL, Praha

Dans un espace affin a trois dimensions toutes deux surfaces sont en déformation
affine du premier ordre. Elles sont en déformation affine du second ordre si et seule-
ment si elles sont affinement équivalentes. Il n’est donc pas possible de transporter
dans l’espace affin I’étude des congruences D non-paraboliques de I’espace projectif.
Mais si nous prenons au lieu d’une déformation du second ordre des surfaces focales
des congruences une condition plus faible: une transformation linéarisante, nous
trouvons un moyen de distinguer certains types de congruences qui, & ce que je sais,
n’ont pas été étudiés jusqu’a présent. La notion de transformation linéarisante a été
introduite par E. CEcH [3]. La correspondance C entre les surfaces focales est déter-
minée par la congruence de droites (sont en correspondance les points de contact de
la droite de la congruence avec les surfaces focales). Soit o/ une affinité de I’espace
affin en question sur lui-méme, qui est une affinité tangente a la correspondance C.
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Dans le présent travail, j’envisage quatre types différents de congruence W — je:les
désigne par d, d,, d,, ds. ;

1. Supposons que la droite linéarisante de la tangente & I’'asymptotique y, au point
A, de la surface (F,) soit «/-principale, c’est-a-dire que les courbes y, et ZC ™y,
(#C~ 'y, = y, étant une asymptotique sur (F,)) aient un contact analytique du
second ordre (les surfaces focales sont en demi-déformation affine). Les congruences
de ce type seront désignées par d. Si (20) a lieu, les congruences d dépendent de deux
fonctions d’une variable; elles sont caractérisées par les équations (10) dont la signi~
fication est la suivante: Soient p;, p, les tangentes aux courbes torsales wz, =0,
w32 = 0 au point 4 de la surface centrale (A); soient g,, g, les tangentes asymptoti-
ques 2 la surface centrale au point 4’. Soit r la tangente au point A4 & la transformée
sur (4) de 'asymptotique y, de la surface focale (F,). De maniére analogue, soient
uy, u, les tangentes au point A’ sur la surface (4’) (indicatrice de la congruence) anx
transformées des lignes torsales; soient v,, v, les tangentes asymptotiques de I'indi-
catrice; s la tangente 2 la transformée de I’asymptotique y, de la surface focale (F 1)
Les équations (10) sont alors caractérisées par la coincidence des couples de droites
s, vy et r, gy et par ce que (p;p,7q,) = A, (uyUys0,) = A;, A, et 4; étant donnés par
les équations (22). a, g, J figurant dans ces équations sont les invariants de la con-
gruence, étudiés dans [1].

2. La droite linéarisante de la tangente a I’asymptotique y, sur (F,) est la droite de
la congruence qui passe par le point 4,. Je désigne par d, les congruences de ce type;
elles dépendent de cinq fonctions d’une variable. Géométriquement, elles sont caracté-
risées ainsi: p,, p, sont les tangentes asymptotiques au point A’ de la surface (4") —
indicatrice de la congruence; ¢, g, sont les tangentes aux transformées des lignes tor-
sales sur (A’) au point A’; ry, , les tangentes aux transformées des asymptotiques des
surfaces focales sur la surface (4’). Supposons qu’il existe sur (4’) une courbe 3
passant par (A’) et ayant en ce point ¢ pour tangente ol o

g2 4Jy — 1
(41412“'1) 2 T, —1 .
Deux paires de tangentes p;, p, et ry, t déterminent une involution dans le plan
tangent 2 la surface (4’) au point 4’. Une paire de cette involution est celle des tan-
gentes sy, S, aux transformees des asymptotiques de la surface centrale sur (A’)

3. Les congruences W telles que la droite linéarisante de la tangente & l’asymptotl-
que y, de la surface (F,) au point A, est conjuguée a la droite de la congruence
tangente au point 4, a la surface focale (F,). Ces congruences seront désignées par d.
Elles dépendent de cing fonctions d’une variable. Les caractéristiques géométriques de
ces congruences d, sont les mémes que dans le cas des congruences d, avec la se,ula
différence '
g*1-1J,

tr)=-2-—""7
(4142 1) a21+4.]8
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4. Je désigne par dj les congruences W pour lesquelles la tangente au point 4,
a I'asymptotique y, sur la surface (F,) est &/-caractéristique et dont la droite caracté-
ristique est la bissectrice de I’angle des tangentes torsales au point A de la surface
centrale de la congruence. Si (28) a lieu, les congruences ds dépendent de deux fonc-
tions d’une variable. Si g4, g, sont des tangentes a la transformée des lignes torsales
sur (A’); P1, D, des tangentes aux asymptotiques de la surface (4’); ¢ une tangente a la
transformée sphérique de I’asymptotique y, de la surface (F,), alors pour les con-
gruences d; la droite p, coincide avec t et ’'on a

a? Jg +4Js

t =
(‘11‘12 P2) 77T, —4),

ol a, J sont les invariants de la congruence étudiés dans [1].
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