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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 86 (1961), Praha 

FOURIERSCHE TRANSFORMATION 
IN DER THEORIE DER DIFFERENZENGLEICHUNGEN 

IN ABZÄHLBAR NORMIERTEN RÄUMEN 
UND EINIGE ANWENDUNGEN 

Ivo BABUSKA, Praha 
(Eingelangt am 4. Juli i960) 

In dieser Arbeit wird der Begriff der Fourierschen Transformation diskre
ter abstrakter Funktionen eingeführt. Speziell wird der Hilbertsche Raum 
studiert und einige Anwendungen in der Theorie der zufälligen Differenzen
gleichungen angeführt. 

1. EINLEITUNG 

In Arbeit [ l] haben wir uns mit dem Problem der Fourierschen Transformation von 
Gitterfunktionen befasst und haben die Ergebnisse in der Theorie der Differenzen
gleichungen angewendet. In der vorliegenden Arbeit zeigen wir die Möglichkeit ,der 
Erweiterung und Verallgemeinerung dieser Theorie, so dass man die Ergebnisse auf 
weitere Gebiete, wie z. B. der Theorie der zufälligen Differenzengleichungen usw., an
wenden kann. 

Mit physikalischen Anwendungen dieser Theorie wollen wir uns in einer anderen 
Arbeit beschäftigen. Die vorliegende Arbeit ist eine Erweiterung der Gedanken und 
Ergebnisse der Arbeit [1], so dass wir uns in dieser Arbeit kurz fassen werden. 

2. KONVOLUTORE TRANSFORMATION ABSTRAKTER GITTERFUNKTIONEN 

In der ganzen Arbeit werden wir mit dem Symbol # den linearen Raum über dem 
Körper komplexer Zahlen bezeichnen. Wir setzen voraus, dass in <P die Topologie 
mit Hilfe der abzählbar vielen übereinstimmenden Normen definiert ist. Diese 
Normen bezeichnen wir mit dem Symbol || • \\p, p = 1, 2,... Weiter" setzen wir voraus, 
dass <P ein abgeschlossener Raum im Sinne der gegebenen Topologie ist.1)2)3) Mit 
dem Symbol M bezeichnen wir die Menge aller ganzen Zahlen, d. h. M = {j}. 

*) Zwei Normen 11*11! und || • || 2 welche in 0 definiert sind, nennen wir übereinstimmend, wenn 
folgende Bedingung erfüllt ist: ist qpj e&,J = 1, 2,. . . eine Cauchysche Folge im Sinne beider ein
geführter Normen und wenn <pj -> 0 im Sinne der einen gilt, dann gilt auch q>j —> 0 im Sinne der 
anderen eingeführten Norm. 
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In der vorliegenden Arbeit wollen wir die abstrakten auf M definierten Funktionen 
studieren, d. h. Operatoren, welche M in $ abbilden. Diese abstrakten Funktionen 
wollen wir genauso wie die gewöhnlichen, d. h. mit den Symbolen / , g usw. be~ 
zeichenen. 

Definition 2.1. Wir nennen R einen linearen Raum über dem Körper komplexer 
Zahlen aller abstrakten Funktionen, welche M in # abbilden und so definiert sind, 
dass für jedes feR und jedes natürliche p eine ganze Zahl qp ^ 0 und eine Kon
stante Cp derart existiert, dass \\f(n)\\p rg Cp||n|*p + l|/u> alle n eM gilt. Die Kon
vergenz in diesem Raum führen wir folg endermassen ein: Es seifneR, n = 1,..., 
dann konvergiert /„ -+ fe H wenn 

a) für jedes j e M,fn(j) -» f(j) im Sinne der Topologie des Raumes $ gilt; 

b) zu jedem natürlichen p eine ganze Zahl qp ^ 0 und eine Konstante Cp derart 
existieren, dass 

IILCOlIp s cp\\i\*> + i | 
für alle j e M und alle n gilt. 

Ist /„ e R und wenn /„ -» / e H in dem eben eingeführten Sinne konvergiert, so ist 
notwendigerweise auch feR. 

Definition 2.2. Mit dem Symbol Q bezeichnen wir den Modul aller auf M derart 
definierten komplexen Funktionen a,4) dass für jedes ganze p = 0 eine Konstante Cp 

derart existiert, dass \a(n) (\n\p + l)| ^ Cpfür alle n eM gilt. 

Definition 2.3. Es sei ae Q; dann nennen wir die durch die Beziehung 

(2.1) (A/)(„)= tf(l)a(n-l) 
I - - 0 0 

definierte Abbildung A eine konvolutore Abbildung, welche der Funktion a entspricht. 

Wir überzeugen uns leicht, dass die Reihe (2.1) im Räume R konvergiert und A die 
Abbildung des Raumes R in R ist. Wirklich, weil/e R ist, existiert für jedes natürliche 
p eine ganze Zahl qp = 0 eine Konstante Cp derart, dass 

||/(n)||p S Cp\\n\** 4- 1| 

2) Die mit Hilfe von übereinstimmenden Normen eingeführte Topologie ist durch ein System 
der Umgebungen der Null Upe, welche für jedes natürliche p und positive e definiert sind, aus
gedrückt. Dabei gilt Up>e = Elg>e@, \\<p\\k < £> k = 1, . . . ,P] . Es ist leicht einzusehen, dass 
(pn —• 0 in 0 dann und nur dann gilt, wenn für jedes natürliche p \\ <pn \p -> 0 gilt. 

3) Die Folge <pn, n = 1, . . . nennen wir eine Cauchysche Folge im Raum &t wenn sie eine Cau-
chysche Folge im Sinne jeder der Normen || • \\p9 p = 1,2, ... ist. Der Raum 0 heisst vollständig, 
wenn er im Sinne jeder Norm || • ||p vollständig ist. 

4 ) Wir meinen komplexe Funktionen, d.h. Operatoren, welche Min den Raum aller komplexen 
Zahlen abbilden. 
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gilt. Weiter ist a e Q, so dass zu jedem natürlichen p eine Konstante Dp derart 
existiert, dass 

\a(n)\ 
|n | S p + 2 + 1 

gilt. Um die Konvergenz der Reihe (2.1) für jedes feste n zu beweisen, genügt es, mit 
Rücksicht auf die Vollständigkeit des Raumes #, zu beweisen, dass 

I 1/(011. IЧ» - 01 š c;(i + |«h 

für jedes p und n ist. 

Es ist jedoch 

Е и/(0и,И« - 01 ̂  СР°Р I 
| / | " + 1 

i--» \n - l\q- + 2 + 1 ~ 

s 2'-"c'D{Xw^+(w*'+iX. IF^TT]S ci(1+w**)-
Aus diesem Ausdruck folgt direkt, dass die Reihe (2.1) wirklich für jedes n konver
giert, und dass A die Abbildung des Raumes R in R ist. 

Es ist leicht einzusehen, dass A linear ist (d. h. eine additive homogene und stetige 
Abbildung). 

Definition 2.4. Wir bezeichnen Rm den Raum aller Spaltenmatrizen von m 
Gliedern (eine Matrix vom Typus 1, m) mit den einzelnen Elementen aus R.5) 
Es seifn e Rm, n = 1,2, ... Dann giltfn -^ f dann und nur dann, wenn jedes Element 
der Matrix konvergiert. 

Definition 2.5. Es sei (Akl), k,l= 1, . . . , m eine gegebene Matrix der konvolu-
toren Abbildungen R in R. Es seien weiter Akl die entsprechenden Abbildungen der 
Funktionen akl € Q. Die Abbildung A des Raumes Rm in Rm, welche durch die Bedin
gung 

r g i 

вn 

g=Af = 
^ n , i 5 •••> ^i, j7i 

^ m , l ? •••> ^m,m 

Л 

Jm 

definiert ist, nennen wir eine konvolutore Abbildung, welche der Matrix (#&,/) ent
spricht.6) 

5 ) Die Addition ist als Addition jedes einzelnen Elementes eingeführt, ähnlich auch die Multi
plikation und die Multiplikation mit einer Zahl. 

6) Wir meinen Operationen im Sinne der Matrizenmultiplikation, d. h. 
m 

8n ~ *•* ^nfUi • 
i= l 
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Definition2.5. Es seien die konvolutoren Abbildungen A = (Akl)i fc, /.-= 1,. . . , m 
und die Funktion f e Rm gegeben. Dann nennen wir das Problem der Ermittelung 
einer solchen Funktion g e Rm,für die kg = f gilt, A-Problem. 

3. FOURIERSCHE TRANSFORMATION ABSTRAKTER GITTERFUNKTIONEN 

Definition 3.1. Es sei der Raum S ein linearer Raum1) aller aufEt (d. h. im Inter
vall (—00, oo)) definierten komplexen Funktionen, deren alle Ableitungen stetig 
sind, und welche so definiert werden, dass zu jeder solchen Funktion (p und zu allen 
ganzen Zahlen p = 0 und q =• 0 eine Konstante CVA (von cp abhängig) derart exis
tiert, dass 

| |x | ' cpM(x)\ ^ C,A 

für alle x e Ex gilt. Die Konvergenz in diesem Raum führen wir folg ender massen ein. 
Es sei (pne S, n = 1, 2 , . . . dann konvergiert cpn -> cp, wenn 

a) auf jeder kompakten Menge Lcz Ex die Funktion (Pn\x), j = 0 , 1 , . . . für 
n -> oo gleichmässig8) mit Rücksicht auf x e L zur Funktion cpU)(x) konvergiert, 

b) zu jedem Paar ganzer Zahlen p _ 0, q = 0 eine Konstante Cpq (von n un
abhängig) derart existiert, dass \\x\p (p(

n
q)(x)\ 51 Cpq für alle xeEt ist. Konvergiert 

<pn(x) -> cp(x) für n -> co, dann ist notwendigerweise cp(x) e S. 

Definition 3.2. Einen Raum aller linearen stetigen Operatoren, welche S in # ab
bilden, nennen wir Raum T. Addition und Multiplikation mit einer (komplexen) 
Zahl führen wir durch folgende Formel ein: 

(3.1) (A + f2)(<p) = AO) + f2(<p) , (af)(<p) = a f(<p) = f(a<p). 

Die Konvergenz in diesem Raum wird folg ender massen definiert: Es $eif,fneT, 
n = 1, ... Dann konvergiert fn -> / , wenn für jedes (p e S,fn(cp) -> f(cp) gilt (im Sinne 
der Topologie des Raumes $). 

Wir ordnen einer stetigen abstrakten Funktion g(x),9)10) mit einem kompakten 

7) Wir meinen den Raum über dem Körper aller komplexen Zahlen. Addition und Multiplika
tion sind in folgendem Sinne gemeint 

(<Pi + <Pi)(x) = <Px(x) + (f2(x). 
8) Es handelt sich um eine gleichmässige Konvergenz mit Rücksicht auf x nicht jedoch auf j . 
9) Eine abstrakte Funktion g(x) nennen wir stetig, wenn im Sinne der Topologie des Raumes 0 

für jedes xn -> x e Ev xn e Ex g(xn) -> g(x) gilt. 
10) Wir sagen, dass g(x) einen kompakten Träger hat, wenn eine kompakte Menge L cz Et 

existiert, dass g(x) = 0 für x $ L ist. 
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Träger den. Operator fg e T folgenderweise zu 

(3.2) fg(cp) = g(x)ф)áx."УУ>) 

Es ist leicht einzusehen, dass T wirklich ein linearer Raum ist, welcher alle Eigen
schaften des Moduls besitzt und alle Axiome über die Konvergenz erfüllt. 

Jeder stetigen abstrakten Funktion g(x) (d. h. dem Operator, welcher JEj in # ab
bildet) ordnen wir mit Hilfe des Ausdruckes (3.2) einen Operator zu. 

Es ist leicht einzusehen, dass zwei stetigen Funktionen ein und derselbe Operator 
dann und nur dann zugeordnet werden kann, wenn diese Funktionen identisch sind, 

Wenn wir den Begriff des Integrals auf eine allgemeine Art einführen» welcher z. B. 
eine grössere Klasse abstrakter integrierbarer Funktionen umfasst, wie z, B. das 
Integral von Bochner, dann entspricht zwei sich nur auf der Menge vom Masse Null 
unterscheidenden abstrakten Funktionen ein und derselbe Operator, 

Wir können dahef und werden es weiterhin tun, statt von Operatoren zu sprechen, 
von verallgemeinerten abstrakten Funktionen sprechen. Der Raum T enthält alle 
stetigen abstrakten Funktionen mit kompaktem Träger (in dem oben erwähnten 
Sinne) und neue Operatoren, welche man als Verallgemeinerung einer abstrakten 
Funktion auffassen kann. 

Statt des Symbols f(<p) werden wir im Weiteren die Bezeichnung (/, <p) oder (/(*)» 
cp(x)) u. ä. benützen. Den der Funktion g(x) entsprechenden Operator werden wir mit 
dem Symbol der Funktion bezeichnen, wir werden also (g^ <p) statt fj(<p) und g statt/, 
schreiben. Im Weiteren werden wir von verallgemeinerten abstrakten Funktionen 
sprechen sowie von abstrakten Funktionen im gewöhnlichen Sinne des Wortes. 

Diese abstrakten Funktionen werden wir mit lateinischen Buchstaben g% h usw. 
zum Unterschied von den Funktion <p, \jf aus dem Raum 5 bezeichnen. 

Die Verallgemeinerung einer Funktion kann mit einer komplexen Zahl nach Defi
nition 3.2 multipliziert werden. Wir können jede verallgemeinerte abstrakte Funktion 
f mit einer komplexen (auf Et definierten) Funktion a(x) multiplizieren, weiche alle 
Ableitungen besitzt und für die gilt: zu jeder ganzen Zahl q S> 0 existiert eine Kon
stante p 2> 0 und C derart, dass \aiq\x)\ <; (|x|F + 1) C ist. Die Menge aller dieser 
Funktionen bezeichnen wir mit Ql% Hat die Funktion a(x) diese Eigenschaften, so 

11) Mit Rücksicht darauf, dass g(x) eine stetige abstrakte Funktion mit kompkatem Träger ist» 
können wir das Integral (3.2) auf die einfachste Weise einführen» d. h, mit Hilfe der Riem&nnschen 
Summen. 

12) Offensichtlich ist 

/(*i+ **)(?) - fffM + fg2((p), fäfft » af9%(tp) m f9i(ßf), 
i3) In [1] haben wir für die reguläre Funktion das Funktional g<pdx eingeführt» Dort warf 

eine Funktion, während hier handelt es sich um eine abstrakte Funktion g% d» h. um die Abbildung 
Ex in 0, so dass die komplexe Konjugation nicht definiert sein muss, 
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führen wir die Multiplikation einer abstrakten verallgemeinerten Funktion durch fol
gende Beziehung ein 

(a(x)f(x)9 <p(x)) = (f a(x) q>(x)). 

Dieser Ausdruck ist sicher sinnvoll, denn man sieht leicht ein, dass a(x) q>(x) e S für 
alle (p € S ist und wenn (pn(x) -» <p(x) gilt, dann gilt auch a(x) cpn(x) -> a(x) q>(x) in S. 

Wir führen nun die Abbildung F des Raumes S in sich selbst durch folgende Be
ziehung ein: Es sei cp e S; dann ist 

<ftx) = F(ę) (p(t) e t o dř. 

Aus den Eigenschaften des Fourierschen Integrals und den Eigenschaften der 
Funktionen q> e S folgt, dass F wirklich eine lineare (d. h. additive homogene und 
stetige) Abbildung des Raumes 5 in sich selbst ist, und dass eine lineare inverse Ab
bildung F"~ % existiert. Dabei gilt die Gleichung 

F[F((p)] = 2n<p(~x). 

Definition 3.3. Einen Teilraum des Raumes T, welcher aus allen verallgemeiner
ten Funktionen besteht, die in der Form einer im Sinne der verallgemeinerten ab
strakten Funktionen konvergenten Reihe (d. h. im Sinne der Konvergenz des Rau
mes T)9 

w = — oo 

geschrieben werden können, bezeichnen wir mit U. 
Ähnlich wie in Arbeit [1] lässt sich zeigen, dass U ein Modul ist. Um zu zeigen, 

dass U ein Teilraum ist, ist es notwendig zu zeigen, dass U in Tabgeschlossen ist. Dies 
wird jedoch erst im Folgenden offenbar. Es gilt nun folgender Satz: 

Satz 3.1. Es sei g eR. Dann ist 
00 

(33) / ( * ) = £ 9(n)c^eU. 
II =-< — 00 

Beweis. Um diesen Satz beweisen zu können, ist es notwendig zu zeigen, dass die 
Reihe (33) in Tzur verallgemeinerten Funktion konvergiert. Der Voraussetzung nach 
ist g e R. Es existiert daher zu jeder natürlichen Zahl p eine ganze Zahl qp ^ 0 und 
eine Konstante Cp so, dass ||̂ (n)||p <£ Cp(\n\qp + 1) für alle neM gilt. Wir bezeich
nen nun 

N2 

--Vi 

Es gilt offensichtlich fNuNi 6 U c T. Wirklich ist 
# 2 /• 00 N2 

(fNl .»» 9) = I 9(n) e t e <p(x) dx = £ g(«) <K») . 

wobei i// = F((p) ist. 
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Da F9 wie schon gesagt wurde, eine stetige lineare Abbildung ist, so ist offenbar, 
dass (/N!,N2' <p) eine stetige Abbildung S in <$> ist. Es ist jedoch 

/•00 

ф(n) = cp(x) < 
J —00 

Єnx àx =- ^ ^ ' ^ ' ( x j d x 
(_i„)«*+-

für n 4= 0. Es ist also 

(f.^^^To^ + ET^^vr, 
-jv- (—in)** 

wobei wir y0~ J ü^ <p(x) dx und y(
n

p) =- f f ^ <piq**2)(x) einx dx bezeichnen. Daraus 
folgt jedoch schon, dass für jede Norm || • ||p die Reihe 

S \\9(n) 
•inľ",+2 ІУ.Î 

absolut konvergent ist, was mit Rücksicht auf die Vollständigkeit des Raumes # die 
Konvergenz verbürgt. f(x) ist also ein Operator, welcher S in # abbildet. Es ist leicht 
einzusehen, dass f(x) homogen, additiv und auch stetig ist. Der Satz ist hiermit be
wiesen. Der eben durchgeführte Beweis ist offenbar ganz ähnlich dem Beweise in 
Arbeit [1]. 

Wir führen nun eine Funktion ein, welche wir im Weiteren oft benützen werden. 
Wir bezeichnen mit C»(x), n -= 1, 2 , , . . , die auf folgende Weise definierte Funktion 

Cn(x) = e - ^ / c d / W ) » - ^ f ü r ,X| <g )ff % 

£,(*) = 0 für M J t - , . 

Die Funktionen Cn(x) für alle n haben alle Ableitungen stetig* Ausserdem ist 
^(0) = 1 und Cn(j) = 0 f ü r allle ganzen y,y =1= 0. 

Im Satz 3.1 haben wir gezeigt, dass wir jedem g e R eine abstrakte Funktion / 6 U 

zuordnen können. Es lässt sich weiter zeigen, dass j e dem/ e V auf ähnliche Weise eine 

Funktion g e R zugeordnet werden kann. Es gilt nämlich folgender Satz-

Satz 3.2. Es sei 

f(x)eU, / ( * ) « £ c„ein\ e . e * . 

Dann existiert g e R so, dass g(n) = cn gilt. 

Beweis . Um unsere Behauptung beweisen zu können, müssen wir zeigen» dass wir 
jeder natürlichen Zahl p eine ganze Zahl qp und eine Konstante Cp derart zuordnen 
können, dass ||cn||p <; Cp(\n\qp + 1) ist. 

Setzen wir also im Gegenteil voraus, dass ein p0 existiert, zu dem kein q^ und CH 

mit den angeführten Eigenschaften existiert. Dann existiert eine wachsende oder 
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abnehmende Folge np j = 1, 2,..., nt = 2 so, dass ||cMj:|| > (\nj\J + l ) ; 2 ist. Wir 
kdnnen o h n e Einschränkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass es sich um eine 
wachsende Folge handelt. Wir bezeichnen nun 

00 1 <p(x) = Y——rZi(x~nj). 
1=i IKjWpo 

Auf gleiche Weise wie in Arbeit [1] lässt sich zeigen, dass (p(x) e S ist. Es ist also 

•(*)-^H)eS. 
Darum bildet die Funktionenfolge 

(fN(x), ftx)) = £ c j « t e </<*) dx = 2TT £ cp(n) cnj 
-N J-oo 1=1 

eine konvergente Folge im Raum $. Es ist aber cp(nj) = l/]|cn ||po daher ist 

nj£N 

J=l\\Cnj\\p0 

Die notwendige Bedingung für die Konvergenz der Folge ist, dass He« Ĥ /Uc,, ||Po -». 0 
für j -• oo konvergiert. Dies ist jedoch nicht der Fall. Wir sind zum Widerspruch ge
kommen, der unsere Behauptung beweist. 

Die Sätze 3.1 und 3.2 zeigen, dass wir jeder Funktionf(x) e U ein g e R so zuordnen 
können, dass g(n) = cn gilt und umgekehrt. 

Den Beweis des folgenden Satzes überlassen wir dem Leser.14) 

Satu 3.3- Es sei 

f(x)eU, g(x)eU, f(x) = £ cne
inx, cne<P, g(x) = f dne

inx, dne * , 
- - o o —oo 

ifa/m istf(x) = ^(x) (die Gleichung gilt im Sinne des Raumes T) dann und nur dann, 
wenn cn -*= dnfür alle n = ... — 1, 0,1 ist 

Wir haben bewiesen, dass eine ein-eindeutige Korrespondenz zwischen R und U 
existiert. Wi r können daher folgende Definition einführen: 

Definition 3.4. Die Fouriersche Transformation % des Raumes R wird solche 
Abbildung R auf U genannt, welche für jedes g e R durch 

%g = t g(n) ein* 
- o o 

definiert wird. Mit dem Symbol %"x bezeichnen wir dann eine solche Abbildung U 
oo 

auf R, für welche §T */ = heR, h(n) = cn ist, wenn f(x) e U, f(x) = £ cne
inx gilt. 

— oo 

l 4 ) Der Beweis ist sehr ähnlich dem Beweise in Arbeit [1]. 
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Es ist leicht einzusehen, dass die Abbildungen § und g * homogene, additive 
Abbildungen sind und dass es sich um eine inverse Abbildung handelt. 

Ähnlich wie in Arbeit [1] beweist man auch folgende zwei Sätze: 

Satz 3.4. Die Abbildung § ist eine stetige Abbildung des Raumes R auf U. 

Satz 3.5. Die Abbildung ^T 1 ist eine stetige Abbildung des Raumes U auf R. 

Satz 3.6. Der Raum U ist in T abgeschlossen. 

Wir führen nun eine weitere Definition an. 

Definition 3.5. Eine verallgemeinerte abstrakte Funktion f(x) e T nennen wir 
eine periodische abstrakte Funktion mit der Periode 2n, kurz eine 2n-periodische 
Funktion, wenn für alle (p e S und jedes ganze k 

(f(x), <p(x)) = (f(x), <p(x + 2kn)) 

gilt. 

Ist a(x) eine 27t-periodische komplexe Funktion mit allen Ableitungen undf(x) die 
abstrakte verallgemeinerte 27i-periodische Funktion, dann ist leicht einzusehen, dass 
a(x)f(x) auch eine 27i-periodische Funktion ist. 

Ähnlich wie in [1] gilt folgender Satz: 

Satz 3.7. Der Raum U ist mit dem Raum aller 2%-periodischen verallgemeinerten 
abstrakten Funktionen identisch. 

Auf gleiche Weise wie in [1] lässt sich auch der nächste Satz beweisen: 

Satz 3.8. Es sei A eine konvolutore Abbildung des Raumes in sich selbst und es sei 
a(x) e Q die zugeordnete Funktion zu A. Es sei weiter f eR. Dann ist %Af = § a § f 

Ebenso kann auch der folgende Satz bewiesen werden: 

Satz 3.9. Es sei A eine konvolutore Abbildung des Raumes RinR und A entspreche 
der Funktion ae Q.Es sei weiter feR und g e R derart, dass §g = %a$f gilt. Dann 
ist g = Af. 

Bisher haben wir uns mit der Fourierschen Transformation des Raumes R be
schäftigt. Wie in [1] übertragen wir die Ergebnisse auf den Raum Rm. 

Definition 3.6. Wir bezeichnen den Raum aller Spaltenmatrizen von m Gliedern 
aus $ als Raum $m. Die Konvergenz sei als Konvergenz der einzelnen Elemente 
eingeführt. 

Definition 3.7. Den Raum aller linearen stetigen Operatoren, welche S in <$m 

abbilden, sei Raum Tm genannt. Die Addition und Multiplikation führen wirfolgen-
dermassen ein: 

(fi + h)W) = fiO) + fi(<P) , (af)(<P) = af(<P) = fM • ' 
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Die Konvergenz ist als Konvergenz jedes einzelnen Gliedes wie in Definition 3.2 
eingeführt. , 

Auf ähnliche Weise ist auch die Zuordnung eines Operators einer stetigen abstrak
ten Funktion mit Hilfe eines Integrals eingeführt. Den Raum Tm können wir als Raum 
T x ... x Tbetrachten bzw. kennzeichnen, oder als Raum aller Spaltenmatrizen von 

m-mal 
m Gliedern aus T. Im Weiteren werden wir immer den Ausdruck mit Hilfe der Spalten
matrizen anwenden. 

Definition 3.8. Den Raum aller solchen Elemente des Raumes Tm, welche in der 
Form einer im Sinne der verallgemeinerten abstrakten Funktion konvergenten 
Reihe 

/ ( * ) = £ cne
inx, cne$m, 

n-=? — co • 

d. h. im Sinne der Konvergenz des Raumes Tm, ausgedrückt werden können, nennen 
wir Raum Um. 

Definition 3.9. Eine solche Abbildung Rm auf Um, dassfür 

f = 

gilt, nennen wir die Fouriersche Transformation des Raumes Rm. Auf gleiche Weise 
bezeichnen wir mit dem Symbol $"~1 eine solche Abbildung des Raumes Um auf Rm, 
dass für 

r9x 

"Л" 
, ш= 

"ąл" 

./». ßfm_ 

9 = 
Зn 

eUш Гxø = 
ГVi 

ГVm 
gilt. 

Es gilt nun ein zu Satz 3.9 analoger Satz. 

Satz 3.10. Es sei eine konvolutore Abbildung A = (Atj), i,j = 1,..., m des Rau
mes Rm in Rm gegeben. Es entspreche weiter A der Matrix (aitJ), i,j = 1, 2,..., m, 
aiS e Q. Es seif e Rm und g = Af. Dann gilt %g = §a§/, wobei wir mit %a die Matrix 
(%atJ), i,j = 1?..., m bezeichnet haben. Umgekehrt gilt: Ist %g = föa'föf, dann ist 
g = Af.15) 

4. ÜBER DIE LÖSUNG DES A-PROBLEMS 

In diesem Abschnitt beschränken wir uns einfachheitshalber auf das wichtigste, 
grundlegende Problem, welches mit der Lösung des A-Problems zusammenhängt. 
Es gilt folgender Satz: 

15 ) Das Produkt verstehen wir im Sinne der Matrizenmultiplikation. 
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Satz 4.1. Es seien konvolutore Abbildungen A = (Au), U - L —, m des Raumes 
Rm in Rm gegeben. Es entspreche weiter A der Matrix (at,j), i>j = L • • •> m un" e s sei 

il §-11 

"gfl ltl ... §a l t W 

Ф 0 . 

%amtl ••• Sam,rc 

Dann existieft zu jedem feRm gerade ein einziges g e Rm so, dass Ag = f und 
%G~(%aYl%fgilt,16) 

Der Beweis wird auf ganz ähnliche Weise wie in [1] durchgeführt. 

5. ÜBER DIE ZWEIDIMENSIONALE FOURIERSCHE TRANSFORMATION17) 

Definition 5.1. Den linearen Raum über dem Körper komplexer Zahlen aller auf 
M x M definierten solcher Funktionen, dass für jedes f € R ein ganzes p > 0 und 
c > 0 so existiert, dass 

| / (m, n)\ S C(l + \m\>) (1 + \n\") 

für alle n,meM gilt, nennen wir Raum R2.18) Die Konvergenz in diesem Raum 
führen wir folg ender massen ein. Es sei fneR2, n = 1, 2 , . . . dann ist fn-+ fe H, 
wenn 

a) für jedes j e M, ke M, fn(j, k) -> f(j, k) konvergiert, 
b) eine Zahl p und eine von C unabhängige Konstante n so existieren, dass 

\fn(j, k)\ < C(l + \j\>) (1 + |fc|*) 

für alle j e M, ke M gilt. 

Definition 5.2. Den linearen Raum aller Quadratmatrizen m-ter Ordnung (d. h. 
Matrizen der Form m x m) mit den einzelnen Elementen aus R2, nennen wir Raum 
Rm. Die Konvergenz sei als Konvergenz der einzelnen Elemente eingeführt. 

Definition 5.3. Den linearen Raum aller auf E2 (d. h. auf der Menge (— oo, oo) x 
x (—oo, oo)) definierten komplexen Funktionen, deren alle partiellen Ableitungen 

stetig sind und welche derart definiert sind, dass zu jeder Funktion und den ganzen 
Zahlen px ^ 0, p2 = 0, qx ^ 0, q2 ^ 0 eine Konstante CPltPlAlA2 (von (p abhängig) 
derart existiert, dass 

dqi+q2q> 
.\pi \У\ Pг < C Pi,P2,qiЛ2 dxqi dyqi 

1 6 ) ($d) ~x bedeutet die inverse Matrix zur Matrix %a. Die Multiplikation verstehen wir im 
Sinne der Matrizenmultiplikation. 

1 7 ) Für unsere weiteren Zwecke genügt von der Fourierschen Transformation komplexer 
(nicht abstrakter) Funktionen zu sprechen. 

1 8) Wir meinen den Raum über dem Körper komplexer Zahlen. Addition und Multiplikation 
verstehen wir im Sinne der Definition 3.1. 
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für alle (x, y) e E2 gilt, nennen wir Raum S2. Die Konvergenz in diesem Raum 
führen wir folgenderweise ein. Es sei cpn e S2, n = 1, 2 , . . . dann konvergiert cpn -» (p, 
wenn 

a) auf jeder kompakten Menge La E2 die Funktionen <pnfür n~*oo und alle 
ihre partiellen Ableitungen gleichmässig zur Funktion (p resp. ihren Ableitungen 

• konvergieren, 

b) zu jeden vier Zahlen px ^ 0, p2 = 0, qt § 0, g2 i_> 0 eine Konstante CPUP2Auq2 

(von n unabhängig) derart existiert, dass 

^ C n \x\Pi \y\p 

fur aile (x, y) e F2 gilt. 

z<Pn 

dxqidý ,42 Pî,P2Aî><l2 

Definition 5.4. Den Raum aller auf S2 linearen stetigen Funktionale nennen wir 
Raum T2. Die Addition und Multiplikation mit einer (komplexen) Zahl führen wir 
durch folgende Formeln20) ein: 

CA + fzM = fi(<f>) + fi(<P) , (a/X?) = - / (?) = f((a<P» • 
Die Konvergenz sei folg ender massen definiert: Es sei fneT2, » = 1,2,... und 
fe T2. Dann konvergiert fn -> f, wenn für jede Funktion <p eS fn((p) -> f(<p) gilt. 

Wenn g(x) eine komplexe integrierbare auf F2 definierte Funktion ist, dann ordnen 
wir dieser Funktion das Funktional 

|*00 /* 00 

f9(<p) = g(*> y) <p{x, y) åx ày 
J — 00 J — 00 

zu.2i) 
Wie schon früher in dieser Arbeit getan wurde, setzen wir das Funktional fg der 

Funktion g gleich und werden (g, (p) statt fg(<p) schreiben. -
Jede verallgemeinerte Funktion g ET2 können wir wie früher mit solchen Funktio

nen a(x, y), welche alle Ableitungen haben und für welche gilt, dass für jedes ganze 
qx §: 0, q2 ^ 0 auch ganze px ^ 0, p2 J> 0 und eine Konstante C derart existieren, 
dass 

= (|xi" + \yr +1) c 
ðx"1 õyq 

gilt, multiplizieren. 

1 9 ) Die Addition und Multiplikation wird folgen der massen definiert: 

(<Pi + <P2)(
X> y) = (fi(x, y) + <P2{x, y) , (atpjix, y) == a <px(x, y). 

2 0 ) Addition und Multiplikation ist im geläufigen Sinne gemeint. 
2 1) In [2] ist das Funktional durch die Formel 

fg(<P) = J~ oo J - oo gi.X, y) <p{x9 y) dx dy 

eingeführt. Alle Behauptungen und Beweise bleiben dieselben auch für den Fall des Funktionais, 
welchen wir eingeführt haben . 
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Die Multiplikation führen wir durch folgende Beziehung ein: • *. . 

(a(x, y)f(x9 y)9 cp(x, y)) = (f(x9 y)9 a(x9 y) <p(x, y)). 

Definition 5.5. Den Raum aller Quadratmatrizen m-ter Ordnung (d. h. Matrizen 
vom Typ m x m) über dem Körper aller komplexen Zahlen nennen wir Raum Km. 
Die Konvergenz sei als Konvergenz der einzelnen Elemente eingeführt. 

Definition 5-6. Den Raum linearer stetiger Operatoren, welche S2 in Km abbilden, 
nennen wir Raum T2. Die Addition und Multiplikation, die Konvergenz,und die 
Eigenschaften d§s Integrals sind ähnlich definiert wie in Definition 5.4. 

Den Raum T2 können wir mit dem Raum T2 x ... x T2 oder mit dem Raum aller 
m2-mal 

Quadratmatrizen m-ter Ordnung mit Elementen aus T2 gleichsetzen. Wir werden den 
letzten Ausdruck benützen. 

Definition 5.7. Den Teilraum des Raumes T2, welcher aus allen verallgemeinerten 
Funktionen besteht, die in der Fq^rm einer im Sinne der verallgemeinerten Funktio
nen (d. h. im Raum T2) konvergenten Reihe 

00 00 

wobei cTO>n komplexe Zahlen sind, geschrieben werden können, nennen wir Raum U2. 
In Arbeit [2] ist gezeigt, dass U2 ein Teilraum aller zweifach 27r-periodischen 

Funktionen aus T2 ist. 

Definition 5.8. Den Teilraum des Raumes 172 c: Tm9 der sich aus allen solchen 
Elementen des Raumes T2 zusammensetzt, welche in Form einer im Sinne des 
Raumes T2 konvergenten Reihe 

f(*>y)= t 1 cmJmxe"'y, 
TO-= —00' » = - - 0 0 

wobei cmfU e Km sind, geschrieben werden können, nennen wir Raum Um. 

Definition 5.9. Eine solche Abbildung R2 auf U2, welche durch g eR2 

$9= E £ Êf(m,n)ЛĎ 
P

my 

m~ — 00 B = ~ 0 0 

vermittelt wird, nennen wir Fouriersche Transformation des Raumes R2 (und be
zeichnen sie mit dem Symbol §). Mit dem Symbol §""x bezeichnen wir eine der
artige Abbildung des Raumes U2 auf R2 dass für 

f(x,y)eU2, f(x,y) = £ £ cmJmxein\ 
m=- — oo n— — oo 

$~1f = h, h(m,n) == cm>n 

gesetzt wird. 
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In [2] wird gezeigt, dass § eine lineare homomorphe Abbildung R2 auf U2 ist. 

Definition 5.10. Eine solche Abbildung des Raumes .R2 auf J72 dass für g e R2, 
g = (gij), Sg e -t? $g = ($59i,s) 9^t, nennen wir Fouriersehe Transformation des 
Raumes K2. Mit dem Symbol gT1 bezeichnen vilir eine solche Abbildung des 
Raumes U2 auf R2, dass für g eU2 

9 = (9t,j), n-lg = tä"l0tJ) 
gilt. 

Es ist leicht einzusehen, dass § eine lineare homomorphe Abbildung des Raumes 
K2 auf U2 ist. ' 

6. DIFFERENZENGLEICHUNGEN IM HILBERTSCHEN RAUM 

In (diesem Abschnitt bezeichnen wir mit $ den Hilbertschen Raum. Es ist leicht 
einzusehen, dass fürfe R, g e R, [f g] e R2 gilt Es ist daher sinnvoll von §[f g] e 
e T2 zu sprechen.22)23) Wir beweisen nun folgendes Lemma: 

Lemma 6.1. Es sei q>(x, y) = <px(x) (p2(y), q>x(x) eS, q>2(x) eSfeR,geR. Dann 
ist (p(x, y) € S2und 

(§[/, gl ?) = C(8fi. *i(*)X&. ^Fy ) ) ] . 

Beweis. Es ist 

S[L0] = E £[/(»), £?(»)]««-*«--; 
— 00—00 

daher ist 

(S[/, flf], 9) = X X Cf(m), *(»)] P f* e*V» <?(*, ,) dx dy -
- * - * J-ooJ-oo 

= X X [ f H . *(»)] P «im* *i(*) <** f °° « te w*) d*. 

Weiter ist 

(U 9i(*)) = S / H J" ^ <Pt(*) d* > fäg, WT)) = 
00 / - 0 

= EФ)j_ еЫусР2(-у)*у, 

2 2 ) Das scalare Produkt im Raum <2> bezeichnen wir mit [.] ^ U n t erschied von den Funk-
tionalsklammem (.). 

2 3 ) Es sei bemerkt, dass [f, g](my n) = [f(m\ g(n)]„ 

475 



Weil die letzten zwei Reihen nach der Norm konvergent sind, so ist 

[(&/,*_(*)),(&,?_(-*))] = 

= I f [ / W i / ( » ) ] f" e"">i(*)dx ^ e-^^~(^7)dy -
- » -<*> J - o o J - 0 0 

00 00 /.oo /*00 

= E £ [fW> *(»)] e1^ <px(x) dx einy <p2(y) dy . 
-co -co J . , ^ J . ^ 

Wir beweisen folgendes Lemma: 

Lemma 6.2. Es seien fe R, g e R und Au A2 seien konvolutore Abbildungen des 
Raumes R in sich selbst, welche den Funktionen ate Q, a2e Q entsprechen. Es sei 
weiter (p(x, y) = <p_(x) (p2(y), <Pi(x) E -5- <P2(x) e S. Dann ist 

(%[AJ, A2g], cp) = (%[f, g], (%at)(x) %a2(-y) cp), 

Beweis. Nach Lemma 6.1 ist 

(%[AJ, A2g], <p) = [(_A./, 9l(x)), ($A2g, cp2(-y))] 

Es gilt jedoch 

&A_/=& ._£/ , $A2g = %a2$g; 

ffîAJ, Vi(*)), (%Aг9, <Pг(-y))ì = Ш> W * ) <?i(*)), (&?. Ъф) <Pг(~У))] = 
= [(Ђf,ęШ(%9,ę*Л-y))], 

wobei (pf(x) = (%ax)(x) (px(x); <pt(y) = ^ ( y ) S<z2(~-y) *st- Auf Grund des Lemmas 
6.1 ist also 

(S|>i/, A2flf], <?) = (g[f, g], gfl_(x) 8* 2 (-*) ?) . 

Der Beweis ist erbracht. 

Wir beweisen nun folgenden Satz: 

Satz 6.1. Es sei feR, g e R, und Av A2 seien (den Funktionen at e Q, a2eQ 
entsprechende) konvolutore Abbildungen des Raumes R in R. Es sei weiter 
<p(x, y) € S2. Dann ist 

(§[*_/, A2gl cp) = (g[f, g], ga_(x) ga2(-y)V) . 

Beweis. Unter der Voraussetzung, dass <p = <p_(x) <Pz(y)> #_(*) e -5, <P2(X) e ^ ist> 
gilt dieser Satz auf Grund von Lemma 6.2. Es ist jedoch [A^, A2g'] e R1. Es gilt also 

%[AJA2g]= £ '__ c -^e 6 »^ . 
m = — co w=- —co 

Darum ist 

($[AJA2g],<p)= __ E ^ „ f " r e
&"V">>(x,>Odxd>>, 

m=-CO „=-oo J _KJ _ _ 
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so dass gilt 

(ftAJ.Arf].?)- t £ cm^(m,n), 
m**~~% n=~co 

wobei wir tfm, n) = J ^ J " ^ elmxemx <p(.x, y) d x äy schreiben. Wir definieren nun die 
Funktion ij/*(x, y) folgendermassen 

00 00 

m— — oo n = —co 

und bezeichnen 

^*(*,y)= E I Ci(x^m)Ci(y-n)^(m,n) 2 4 ) 
jn=z — oo n = — c o 

<?*(*> ̂ ) = —5 ^*(a, P) e~*"-"£yiJ du dv . 
^ J - oo J ^ oo 

Dann ist 
(S[Ai/, A2a], 9 ) _ (g[A ./ , A„-], <p*) , 

denn 

(%{AJ, A2g\ « ? , * ) - _ _ CmB f" P e-"V» « (̂x, y) dxdy 
m=-oon=-oo *!_.-, _ , -

v -*• 00 «/ — 00 

00 CO 

= E E cmrn^(m,n) = ($lAJ,A2gl(p) m~ —00 n = — oo 

gilt und \l/(m9 n) = ^*(m, w) für alle (m, rc) e M2. Die Reihe ist für die Funktion 
*/>*(x? y) im Raum S2 konvergent. Dann gilt auf Grund der Eigenschaften des Fourier-
schen Integrals 

1 oo oo /»oo 1*00 

<2>*M = 7 ^ £ -- <Km>n) ^ t e K a " - m ) d u e-"»Ci(f-n)dB-
\2%) w = - o o » = - o o J ^ J - c o 

CO 00 

= 1 1 *(m,n)K«Xx)Kl2Xy) 
m = —00 n — —oo 

und die Reihe konvergiert in S2. Es ist also 

( » / , A2gl <p) = (g[A./, A2fl], <p*) = 

= E E ^(m,n)([gA1/,gA2»],i41>(*)>42)W) 
rø_ _. QQ П _ „ д а 

00 oo 

= 1 1 (m'9lH^n)^ai(x)^a2(-y)K^(X)Kn

2\y)) = 
m= — co / i= — oo 

= (S[/, Ö] g«i(x) faFd, <?*(*, y)) = 
= CW, *] S-xW fä l r 1 J-). <K*> y)) = 
= (s[L <?], gfliW s^F*) *(*> JO) • 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

24 ') Siehe die auf Seite 468 angeführte Funktion Cn-
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Es sei nun g e Rm. Ordnen wir dieser Funktion eine Funktion G e jRm derart zu, 
dass 

gl fGl,l> ***> Gl,m\ 
9= : , G=i und GM(p, q) = [gk{p\ #,(«)] 

_gmj \^m,l? •••> GmtmJ 

ist. Die Funktion G e R^ nennen wir die KoVariationsfunktion der Funktion g e Rm. 
Wir beweisen nun folgenden Satz: 

Satz 6.2. Es sei A eine der Matrix a = (aiyJ) entsprechende konvolutore Abbildung 
des Raumes Rm in Rm. Es sei weiter g e Rm mit der Kovariationsmatrix G e .Rm, sei 
h = Ag und H sei die Kovariationsmatrix des Elementes h. Dann ist 

(6.1) %H = (ЫX))(Щ(H-У)) 

wobei mit dem Symbol (§a(—y)) die transponierte Matrix der Matrix §a(—y) 
bezeichnet wird und der Ausdruck (6.1) im Sinne der Matrizenmultiplikation aufzu
fassen ist. 

Beweis. Ist Ag = h, so ist %h = %a%g. Darum, wenn -

W 
%h = \ , ßhjeU, j = l,...,m, %g 

ЪK %9m 

ist, so ist 

es ist also 

Nach Satz 6A ist 

ШÞ hk~] = S[ £ Aj,i9i, E At^J 

(§[*./> **]> <?) = X X (§[4/./0i> 4M#>.]> «0 = 
1=1 n = l 

m m 

= 1 E (Sfly.iW $[ßi> 9»]> Ŝ fe,»("-y), <?) • 
I = 1 B - 1 

Man kann also symbolisch 

(6.2) SH = (§«(*)) (SO) (^(--5)) 

schreiben, wobei mit $a(—y) die transponierte Matrix der Matrix §a(—y) bezeichnet 
wurde. Im Ausdruck (6.2) handelt es sich um die Matrizenmultiplikation. 

Aus Satz (6.2) folgt offensichtlich auch die Lösung der Aufgabe, eine Kovariatons-
matrix der Lösung des A-Problems Ax = y zu finden, wenn wir die Kovariations-
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matrix des Elementes y kennen. Wenn nämlich ill^lll ^ a > 0 für alle x gilt, so 
existiert (vergl. Abschnitt 4) eine inverse Abbildung .A"1, welche gleichzeitig eine 
konvolutore Abbildung ist. Infolgedessen können wir direkt den Satz 6.2 anwenden. 

In diesem Absatz haben wir uns mit den Hilbertschen Räumen befasst und die 
Kovariationsmatrix ausgedrückt. Offenbar ist es möglich, die Ergebnisse dieses 
Abschnittes auf das Studium zufälliger Differenzengleichungen anzuwenden. Mit 
konkreten technischen Problemen werden wir uns in einer weiteren Arbeit befassen. 
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Výtah 

FOURIEROVA TRANSFORMACE V TEORII DIFERENČNÍCH ROVNIC 
VE SPOČETNĚ NORMOVANÝCH PROSTORECH 

A NĚKTERÉ APLIKACE 

Ivo BABUŠKA, Praha 

Práce je rozšířením teorie diskrétní Fourierovy transformace, která byla podrobně 
studována v práci [1], na problémy abstraktních funkcí. Speciálně je studován případ 
Hilbertova prostoru a problém znáhodnělých řešení diferenčních rovnic a jejich ko-
variančních funkcí. 

Резюме 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ В ТЕОРИИ УРАВНЕНИЙ 
В КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЯХ В СЧЕТНО НОРМИРОВАННЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ И НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

ИВО БАБУШКА (1л!о ВА1Ш§КА), Прага 

Работа является расширением теории дискретного преобразования Фурье, 
которая подробно исследовалась в работе [1], на проблемы абстрактных 
функций. В частности исследуется случай пространства Гильберта и проблема 
случайных решений уравнений в конечных разностях и их функций ковариант
ности. 
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