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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 87 (1962), Praha 

O JISTÉ ÚLOZE Z VARIAČNÍHO POČTU 

BOHUSLAV MÍŠEK, Stochov-Honice 

(Došlo dne 27. června 1961) 

V článku se řeší úloha o minimu jistého kvadratického funkcionálu na 
třídě funkcí, jejichž derivace má konečný počet bodů nespojitosti prvého 
druhu, resp. je spojitá skoro všude v uvažovaném intervalu, s jistými vedlej
šími podmínkami. 

Řešená úloha je zobecněním úlohy č. 1, kterou předložil ANTON KOTZIG V tomto 
časopise roč. 86 (1961) na str. 111. Nejprve dokážeme dvě pomocné věty: 

Nechť x0 < xt < ... < xn jsou reálná čísla. Položme 

o í 1 ^ - 2 x r , i 8 P = - l , # > = 0, a<2> = x 2 , /?f> = x r , ?<
2> = 1 

(r = 0,1,..., n). 
Pro tyj = 1, 2 definujme determinant 

Dз [x0> Xi) — 

v(0 v: (i) Уo° 

3VX1 ~ X o ) > 2\ X 1 "" ^o) > Xl """ ^0 
y t f ) qU) y[» 1 > Pl 

Je-li již definován determinant D^-DÍXO* XU •*•> xn-i)> definujme pro i,j.= 1,2 
determinant D^pfao, xl9..., xn) takto: 

0 , 0 , 0 

o, 
o, 
o, 

^3(n- l ) ( x 0> •••> X и - l ) 

0 - л / 1 ) .-l?*1) - л > ( 1 ) 

U > aл-l> P«-l> ľп-1: 

0 
0 
0 

• « - - <x] ( 2 ) 

v(l) 

o 
o 
o 

-e\ 
e\ 

0, 0 

0, 0 
0 

0 
o , ł(*3-*3-i),f(*2-*2-i) 

Уcл 8Ü> 

0 
0 
0 

-Æîi 

Xл

 xи~-l 
л,tf) 

1. pomocná věta. Nechť x0 < xt < ... < x„jsou reálná čísla. Pak platí: Je-lij + n 
sudé, je D(

3f(x0,..., x„) > 0, je-li j + n liché, je D(
3f(x0,..., x„) < 0 (i,j -. 1, 2; 

n = í,2,...). 
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D^x\x0, xt) = 

Di22\x0, x.) = 

D(312)C*o,*i) = 

= 2(x. -x 0 Y > 0 , 

= - K x i - * o ) * < o , 

= -K*i ~ x o ) 3 < o , 

D ů k a z Věta platí pro n = 1; í, j = 1, 2, neboť 

- 2 x 0 , - 1 , 0 
•3^xí — x 0 ) , 2(^1 "~~ X0J 9 x i "~* ^0 

- 2 x x , - 1 , 0 

x 0 , x 0 , 1 
šv^i ~" x o) > 2Í x i "" xo) 5 x i "" xo 1 

Xi , X A , 1 

~2x 0 , - 1 , 0 
I šfei ~ X0) , 2\XÍ ~" *<>) 9 xl — x0 I 

£(
3

21)(*o, *i) = *>312)(*i> *o) = K*i - * o ) 3 > 0 • 

Předpokládejme, že věta platí pro n — 1; i, j = 1,2. Determinant D ^ X Q , ..., x,,) 
rozvedeme použitím Laplaceovy věty podle posledních tří sloupců. Zřejmě platí 
(píšeme-li pro stručnost D3

iJ)
9 D ^ L ^ , D™ místo D3

iJ)(xn„í9 xn), D$„iy(x09 ..., 
Xn- l)- ^ 3 n (X0> • • '9 xn)): 

(1) Dg," - Di"> • BSgí-i, " I>(321) • D,^-!,, 
n(i2) _ r)(12) r)(i2) _ r)(22) r)(il) 
^ n — -^3 • ^ ( n - l ) u3> • ^ 3 ( n - l ) • 

Je-li n sudé, je n — 1 liché, tedy je podle předpokladu D ^ . ^ > 0, D3
Ž

(
2L1 ) < 0, 

a věta platí. Je-li n liché, věta platí opět, neboť nyní všechna D ^ . x) v (1) vpravo změní 
znamení, tedy je změní i D ^ . 

2. pomocná věta. Budiž k přirozeně číslo, x fc_ l5 xk, yk-.u yk9 ck reálná čísla. Nechť 
xk^.1 < Xfc. Budiž C množina všech funkcí tvaru y =/(x) , definovaných a spojitých 
v intervalu <xJk_1, xky, jež mají spojitou první derivaci v tomto intervalu a pro něž 
platí yk„t = f(xk^1)9 yk =/(x J k ). Budiž dále $ c C tak, že pro f e $ platí 

(2) 
/•Xfc 

f(x) dx = ck 

Definujme na množině Cfunkeionál Mk(f) = J * ^ [/ '(*)] 2 dx. Pfl& existuje funk
ce g e<P tak, že pro libovolnou funkci f e <ř,/ 4= 0, píaíí 

(3) MfcG?) < M>(/). 
Přitom g(x) =- Jx2 + ax + i , fcáe konstanty l, a, b jsou určeny jednoznačně sou
stavou tří lineárních rovnic 

(4) |(xf -T x*.,) I + | ( x 2 — x j ^ ) a -t- (xk - x fe_t) i = ck, 

J**-i + tf**~i + & = yjt-i, i** + axk + 6 = y fc. 
D ů k a z . Existuje-li funkce j = #(x) e # realizující minimum funkcionálu Mk na 

množině # , pak realizuje #(x) minimum téhož funkcionálu na množině C za podmín
ky (2). Tedy, ježto y = g(x) není extremálou integrálu (2) pro feC, existuje podle 
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Eulerovy věty konstanta 41 tak, že y = g(x) realizuje minimum funkcionálu 

Uy)=r F(x,y,y')dx, 

kde F(x, y, y') =- y'2 + 4ly, na množině C za podmínky (2). (Viz např. [2], str. 116.) 
Ukážeme nejprve, že funkce g(x), definovaná ve větě, splňuje všechny postačující 

podmínky silného (relativního) minima funkcionálu Jk: 

1. g(x) je integrálem Eulerovy diferenciální rovnice Fy — d/dx Fy* = 0, 
2. podél g(x) je splněna podmínka Legendreova Frr = 2 > 0, 
3. podél g(x) je splněna podmínka Jacobiova, tj. g(x) neobsahuje body konjugo-

vané. se svým počátečním bodem (xk^u yk_i), čili žádný kořen rovnice 

0 = 
9i(xk-ù > 9a(

xk-i) > 9ь(xk-i) 
9І(X) > 9a(

x) > 9ъ(x) 
Jík_ - 9i dx, Jx*_ x ga dx, ţ ^ г gb dx 

Xk-Í 9- Xk-1 5 1 

|j(X — Xk^1), 2\X ~~ xfc-l)> X """ xk-l\ 

= K*-**-ir 
neleží v intervalu (xk-l9 xfc>, 

4. g(x) splňuje podmínku Weierstrassovu, tj. existuje okolí g(x) tak, že v každém 
jeho bode (x, y), v němž má pole extremál směr p(x, y), je pro libovolné hodnoty 
p =j= p Weierstrassova funkce 

E(x, y,p, p, l) = F(x, y, p) - F(x, y, p) - (p - p) Fy,(x, y, p) = (p - p)2 > 0 . 

(Viz např. [1], str. 518, 519, 533.) 
Ježto podmínka 4 je splněna pro libovolný bod (x, y), tj. pole extremál obklopujících 

g(x) pokrývá celou rovinu, realizuje g(x) absolutní minimum funkcionálu Jk na mno
žině C za podmínky (2) a tedy i funkcionálu Mk na množině $. Poněvadž konečně 
determinant soustavy (4), které musí g(x) vyhovovat na základě podmínek (2), 
g(xk^1) = yk.t, g(xk) = yk, je |(x f c - x ^ ) 4 4= 0, jea(x) určena jednoznačně a pro 
každou funkci/ 6 #, / =# g, musí platit (3). 

Věta 1. Nechťx0, xky ck (k = 1, 2, ..., n)jsou reálná čísla. Budiž x 0 < x± < ... < 
< xn. Označme C(w) množinu všech funkcí tvaru y = / ( x ) , definovaných a spojitých 
v intervalu <x0, xn},jež mají spojitou první derivaci ve všech bodech tohoto intervalu 
až na m bodů nespojitosti prvého druhu (m = 0,1, 2, . . . ) . Budiž dále 3>(m) c C(m) 

tak, že pro j'e # ( w ) platí 
rxk 

(5) f(x)dx = ck (k = l,2,...,n). 
Jxk-i 

Pro fe C(w) definujme funkcionál 
n n pxtc fxn 

M(f) = E Mk(f) = X [/'(x)]2 dx = [f(x)f dx . 
*-- --O**-, Jx0 

(Všechny integrály jsou Riemannovy.) 
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Pak existuje funkce (p e $ ( 0 ) taky že pro libovolnou funkci fe&m) (m = 0,1, 
2,...),/=t=<p, platí 

(6) M(<p)<M(f). 

Funkce (p(x)je definována takto: V intervalu (xk^l9 xky je cp(x) = Xkx
2 + akx + pk 

(fc = 1, 2,..., n), kde 3n konstant Xk9(xk9 pkje určeno systémem 3n lineárních rovnic: 

(7) f(xk
3 - x ^ x ) Afc + f(x2 - x2_x) afc + (xk - xfc„j) & = ck (fc = 1, 2, ..., n), 

(8) (Xk - 2*+1)x2 + (a, - ak+1) xk + pk - pk+1 = O (fc = 1, 2,..., n - 1), 

(9) 2(Xk - Xk+1) xk + a* - afc+i = 0 (fc = 1, 2,..., n - 1) , 

2A-XQ + <*! = 0, 2Xnxn + an = O . 

Důkaz. Budiž C c \JC(m\ resp. $ c (J# ( m ) množina funkcí, jejichž první deri
vace je spojitá ve všech otevřených intervalech (xk„l9 xk) (fc = 1, 2,..., n). Zvolme 
pevně libovolnou soustavu reálných čísel y0> yi»..., y„. Podle pomocné věty 2 existuje 
pro každé fc = 1, 2,..., n v intervalu <-vJk«1, xky funkce gk(x) tak, že g^x^j) = 
= y*-i> #*(**) = y*> /íí-i gjfc(x) dx = c* a že pro libovolnou funkci fe <!>, pro niž 

(10) /(x0) = y0, /(*i) = yi> ..., f(xn) = yn 

a zároveň/(x) =1= #fc(x) v intervalu <xJk_1, x^), platí 

Mk(gk)<Mk(f) ( fc=l ,2 , . . . ,n) . 

Sestrojíme-li funkci #(x) tak, že v intervalu <xJk_1, xky položíme g(x) = g*(x) (fc = 
= 1, 2,..., n), je g(x) e <ř a platí, jestliže alespoň v jednom z intervalů <xk_ l5 xfc> je 
9k(x) * /(*)> 

(11) M(g) - t Mk(gk) < t Mk(f) = M(f) . 
jfc=i * = i 

Definujeme-li na množině C(m) funkcionál 

J(y)-ÍJk(y) = Í T ^ y , / ) < * * > 
*=-l fc=ljxfc-.1 

kde F(Jfe)(x, >>, / ) = y,% + Afcj;, Afc je isoperimetrická konstanta a integrál vpravo je 
Riemannův, lze (11) přepsat ve tvaru 

(12) J(g) = t Jk(gk) < Í Jk(f) = J(f), 
* = 1 k=l 

při čemž nyní místo fe$9ge$ položíme / e C, g e C za podmínek (5). 
Označme D množinu všech funkcí y = g(x) definovaných shora udaným způsobem 

ke všem možným soustavám reálných čísel y09 yx,..., yn. Na množině D je funkcionál 
J spojitou a jednoznačnou funkcí (n + 1) nezávisle proměnných y0, yl9..., yn. 
Předpokládejme, že existuje funkce cpe D tak, že pro libovolnou funkci g e D9 

g #= q>9 platí J((p) < J(g). Pak musí platit pro funkci y = <p(x) (označíme-li znakem 
ÓCÚ variaci funkce co) při přechodu od ní k funkci jí nekonečně blízké g(x) = q>(x) + 
+ o>(x) 
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(13) 0 = ÔJ = І 5Jk = І Í [ F « ðyl=Xk.0 - [F<*> ôy-]x=Xlc.i+0 + 
* = 1 *=1 [ 

ÏK*?-£*)»«}• 
Poněvadž funkce g je extremálou v intervalu <**_!, xk}9 v bodech x0, xl9 ...,xn je 
spojitá a y0, yl9..., y„ jsou proměnné na sobě nezávislé, tedy 5y(x0)9 5y(xk) (k = 
= 1, 2,..., n) jsou libovolné, plyne z (13) 

L*V J*=jco + 0 = L*V Jx=-xn-0 = ^ » 

[ ^ U . - o = [^+ 1 )],-* f c +o (k = 1, 2,..., n - 1) , 
t e d y : % 
<14) ^(xo) = <?)'(xn) = 0, ?(x f c - 0) = <p'(xk + 0) (k = l , 2 , . . . , n - l ) , 

tj. funkce (p(x) má spojitou derivaci i v bodech x1,x29...9xn-X9 takže (p e C(0), 
<p G <P(0). Ukážeme, že (p(x) vskutku existuje, a to jednoznačně. Z podmínky <p e D 
plyne, že <p je extremálou v každém intervalu (xk-l9 xk} za vedlejších podmínek (5), 
tj. že má v tomto intervalu tvar (p(x) = Xkx

2 + akx + fík a že její koeficienty Xk, ak9 pk 

musí vyhovovat rovnostem (7) a (8). Z podmínek (14) plynou vztahy (9). Z pomocné 
věty 1 vyplývá, že determinant systému lineárních rovnic (7), (8), (9), který je roven 
D(3nXx09 xi> •••» xn)> Je nenulový. Z pomocné věty 2 plyne konečně, že q>(x) udílí 
funkcionálu J absolutní minimun;, a to mezi všemi funkcemi množiny D, tj. vzhledem 
k (12) i mezi všemi funkcemi množiny C za podmínek (5), čili cp(x) udílí absolutní 
minimum funkcionálu M mezi všemi funkcemi množiny #. 

Předpokládejme nyní, že existuje funkce ^(x) e $ ( m ) — <P tak, že platí 

M(\Jf) = M(q>) . 

Pak především m 4= 0, tj. existuje k tak, že v intervalu (x*..^ xk) leží r bodů nespoji-
tosti prvého druhu funkce \jf'(x)9 jež označíme £l9 £2, ...5 Čr. Položme xk-1 = £0 < 
< ^ < ... < Zr < {r+1 = x„ dále <A(č0) = y(0), iA(íi) = y(1), ..-, ^ r + i ) = y(r+1), 
konečně 

ijf(x)dx = c<j) 0 = l,2,.. .,r + l), 

Aplikujeme-li nyní celou hořejší úvahu na interval <xjfe_1, xk} místo <x0, x„>, s body 
Čo>Éi>—»Ér+i místo xQ9xl9...9x„ a s hodnotami y(0), y(1),..., y(r+1), resp. c ( 0 ), 
c ( 1 ),..., c ( r + 1 ) místo hodnot y09 yl9..., yn, resp. c0i cl9..., cn - s tím rozdílem pouze, 
že podržíme hodnoty y(0), j ; ( r + 1 ) pevně (což bude znamenat, že užijeme nyní determi
nantu D(22) místo I)^1* z porn. věty 1) - pak dostaneme, že funkce realizující absolutní 
minimum funkcionálu Mk mezi všemi funkcemi / e C(m), jejichž první derivace je 
spojitá ve všech intervalech (5j-l9 Sj) (j = 1, 2, ..., r + l) a pro něž platí f(£0) = 

= y(0\f(Q = y(1) f(tr+1) = y( ,+1), dále 

í f(x) dx = c ( Л (j = 1 . 2 , . . . , r + l ) , 
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má spojitou derivaci v bodech £l9 f2,..., Šr- Sestrojíme-li tuto funkci v každém inter
valu <xJk_1, xk> (k = 1, 2,. . . , n) a označíme-Ii funkci výslednou x(x), je x(x) 6 $. 
Avšak pak platí M(cp) < M(x) < M(\[/), což je spor. Tím je důkaz ukončen. 

Věta 2. Nechťx0, xk, ck (k = 1, 2,..., n)jsou reálná čísla. Budiž x0 < x t < ... < 
< xn. Označme C množinu všech funkcí tvaru y =/(x), definovaných a spojitých 
v intervalu <x0, xn>, jejichž prvá derivace je spojitá skoro všude v tomto intervalu. 
Budiž dále <P cz C tak, že profes platí j£_ 1 f(x) dx = ck (k = 1, 2,...; n) . 

Pro f e C definujme funkcionál 

M(f)=rir(x)Ydx^ 
J xo 

(Všechny integrály jsou Lebesgueovy.) 

Pak existuje nekonečně mnoho funkcí y = ^(x) e $ íafc, ze pra libovolnou funkci 
feC platí 

(15) M(/) ^ M(il/) = 0 . 

Důkaz. Zvolme libovolné reálné číslo y0 a stanovme 

2c 
y* = y*-i (fc = 1,2, . . . ,n) . 

9
 xk ~ xk-l 

Položme 
2a i 

a = —i + 
3 2 37-1 2 2

2 2 J _ 1 

A,« ~ í**-i + U + ^-)(x fc-xJfe_1), xfc_t " h ( a " h ^ j ) ( x * " **--))> 

kde a,- = 0 nebo 1; i = 1, 2, ...,f - 1; 7 = 1,2,... Definujme \//(x) = yk-l + 
+ (£ + 1/2-0 0>* - yk-i) Pro ^ e/fcja, ^(x0) = y0, \l/(xk) = yk(k = 1, 2, . . . , n), ve 
všech ostatních bodech intervalu (jxk^t, xk> budiž prp yk_t < yk, resp. yk-i = y*, 
resp. y4__x > yk: 

\J/(x) = sup Ý(<*), resp. !/<*) = y*-i> resp. i/t(x) = inf ^(f). ' 
Xk-l_2^<X>- . Xfc-i^£<X 

_€/k>o.u(Xfc_1) .6Jfc,«u(Xfc-l) 

Funkce ^(x) je definována a spojitá v intervalu <x0, x„>- Je-li x e JM , existuje i//(x) 
a je spojitá v tomto intervalu. Tedy označíme-li n Lebesgueovu míru a položíme-li 
Nk = <xJt_1, x*> -- U4,«- pak ježto /i(UI*,a) = ** - **-i> je A-(Nfc) = 0 a i ^ e C . 

Dále poněvadž pro x elkt(t platí î (x) = yk + yk^í - i^x* + x*_! - x), je 

ÍI <A(x) dx = K л _ . + Л ) („л - **_,) = c* (fc = 1, 2,..., n) , 
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tedy \jj e $. Konečně protože pro x eIkA je i/t'(x) = 0, plyne odtud ihned (15), neboť 
funkcionál M nemůže nabývat záporných hodnot. Ježto y0 bylo libovolné, lze defi
novat shora udaným způsobem nekonečně mnoho funkcí \j/(x) vyhovujících podmín
kám věty. 

Literatura 
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Резюме 

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

БОГУСЛАВ МИШЕК (ВоЬиз^ МЙек), Стохов-Гонице 

Пусть х0, х ь ск(к = 1, 2,..., п) — действительные числа, х0 < хг < ... < х„. 
Обозначим через Ф множество всех функций ввда у = /(х), определенных и не
прерывных на интервале <х0, хл>, для которых справедливо 

(а) | /(х)дх = с* (к = 1,2,...,и). 

Для/б Ф определим функционал 

(Ь) М(/) - Г[/'(х)]2 их . 
^ X о 

Теорема 1. Пусть Фх <=: Ф — подмножество всех функций, первая производная 
которых непрерывна на интервале <х0, хй> за исключением т точек разрыва пер-
еогорода (т = 0, 1, 2,...). Пусть (а), (Ь) — интегралы Римана. Тогда существу
ет функция среФх, для которой т = 0 так, что для любой функции /еФх 

(т = 0,1,2,...),/ Ф ср, справедливо М((р) < М(/). Функция (р(х) = А*х2 + акх + (5к 

на интервале (хк„19хкУ, где константы Хк9ак9рк определены системой Ъп ли
нейных уравнений (7), (8), (9). 

Функция <р(х) представляет наиболее гладкий ход какого-то процесса при 
данных условиях (а). 

Теорема 2. Пусть Ф2 с: ф — подмножество всех функций, первая производная 
которых непрерывна почти всюду на интервале <х0, хпУ. Пусть (а), (Ь) — ин
тегралы Лебега. Тогда существует бесконечное число функций \)/ еФ2 так, что 
$'(х) = 0 почти всюду на интервале <х0, хя>, и для любой функции /' е Ф2 справед
ливо М(/) = М(ф) = 0. 

Одна из функций ̂ (х) построена с применением множества Кантора. 
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Summary 

ON A VARIATIONAL PROBLEM 

BOHUSLAV MISEK, Stochov-Honice 

Let x0 , Xfc, ck (k = 1, 2 , . . . , n) be real numbers, x0 < xx < . . . < xM. Let us denote 
by # the set of functions of the form y = f(x), which are defined and continuous in 
the interval <x0, xn> and satisfy the relations 

/•xfc 

(a) f(x) dx = ck (k = 1, 2 , . . . , n). 
JXk-l 

F o r / e # , let us define the functional 

(b) M(/)= rV(x)]2dx. 
Jxo 

Theorem 1. Le* # t c # be the subset of functions with first derivative continuous 
in the interval <x0, xw> with the exception of m points of simple discontinuity 
(m = 0, 1, 2 , . . . ) . Let (a), (b) be Riemann integrals. Then there exists a function 
cp e <Pl9for which m = 0, such that for any function fe <Pt (m = 0 ,1 , 2 , . . . ) , / 4= <p, 
there holds M(q>) < M(f) ; further cp(x) = Xkx

2 4- cckx + fik in the interval 
<xjfc_1, xfc>, where the constants Xk> ak, f$k are determined by the system of 3n linear 
equations (7), (8), (9). 

The function <p(x) determines as smooth as possible a development of a process 
under given conditions (a). 

Theorem 2. Let $2 a <P be the subset of functions with first derivative continuous 
almost everywhere in <x0, xn>. Let (a), (b) be Lebesgue integrals. Then there exists 
an infinity of functions \f/ e $2 such that t//'(x) = 0 almost everywhere in <x0, x„> 
and that for any function f e $2 there holds M(f) _ M(\j/) = 0 . 

One such function \J/(x) is constructed using Cantor's discontinuum. 
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