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Casopis pro p&stovini matematiky, ro€. 87 (1962), Praha

O VLASTNICH HODNOTACH DIFERENCIALNICH ROVNIC Mf = ANf

VAcLAv ALDA, Liberec

‘ (Doslo dne 5. prosince 1960)

V praci se dokazuje iplnost soustavy vlastnich funkci diferencidlni okra-
jové ulohy Mf = ANf. Na rozdil od [1] se nepotfebuje, aby operator N byl
positivni, zato ¥4d M — 2 musi byt vé€tSi nebo roven dvojndsobku fddu N.

1. Duikaz existence nekonecné mnoha vlastnich hodnot diferencialni rovnice
(1) Mf = ANf,
kde M, N jsou symetrické diferencialni operatory fadu resp. m, n je v [1]. Metoda,
tam pouZitd pochazi od E. KAMKEHO; predpoklada se, Ze M, N jsou positivni opera-
tory a nedokazuje se uplnost soustavy vlastnich funkci.
Kromsg toho je v [1] metodou integralnich rovnic podan dikaz, v&etn& uplnosti
systému vlastnich funkci, pro operator N zvlastniho tvaru (,,Eingliedklasse“).
UkéaZeme, Ze metody kompaktnich operatori je mozno pouZit i pro obecngjsi
pravou stranu. PYi tom nebude tfeba pfedpokladat, Ze operator N je positivni, zato
bude k vedeni diikazu zapotiebi, aby Yad N < 1/2 (fad M — 2).
_ Pro uplnost poznamenejme, Ze pro libovolné samoadjungované operatory je doka-
zan4 tplnost soustavy ,,vlastnich funkci* v [2] pomoci teorie distribuci.

2. Interval, ve kterém budeme hledat feSeni rovnice (1) necht je <0, 1). Operatory
M, N necht maji tvar:
dm d"
(2 M= +..., N=g,
' dx"

kde po, ..., 4o, ... jsou spojité funkce v <0, 1), po(x) %+ 0 pro vSechna x € <0, 1). Pro
verifikaci samoadjungovanosti potfebujeme i derivabilitu funkci p,, ..., 4q, ..., COZ
nebudeme zvlast€ uvadét; dale bude derivabilita p,, ... potfebna pro existenci deri-
vaci Greenovy funkce.

ey

Pogx—m

Pro feSeni rovnice (1) necht jsou pfedepsany okrajové podminky

(3) Uf=Uf=..=U,f=0,
kde U,f jsou linearni vyrazy v f(0), ..., f™~(0), (1), ..., f~1(1). Za téchto okra-
jovych podminek necht jsou operatory M, N symetrické.
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Koneéné budeme piedpokladat, Ze okrajova tiloha
(41) Mf = 0 ,
(4,) Uf=..=U,f=0
ma jen trivialni feSeni f = 0.
Potom tloha
(5) ' Mf=¢, Uf=..=U,=0
ma YeSeni f(x) = [§ G(x, t) ¢(t) dt, coZ budeme psat f = M~ 'o.
Rovnice (1) je potom
f= AM"INf.

5 necht je prostor funkci f's [ | f(£)|* df <co. V ném vezmeme linearni varietu 7
téch funkci, které maji m-tou derivaci integrovatelnou v kvadraté a vyhovuji okrajo-
vym podminkam (4,). M je hustd v H.

3. Pfipometime, Ze funkce G(x, f) m4 spojité derivace

8" G(x, 1)
ox” or”’
prov+v <m—2axtel0,1).

4. Pfedpokladejme nakonec, Ze M je kladny operator, tj.
(Mf,f)>0 pro feM, f+0.

Zavedeme v M skalarni soudin [ f, g] = (Mf, g). Tim dostaneme v % novou normu ~
M-normu. Vzhledem k existenci positivniho operatoru M ™! je oviem M positivng
definitni a tedy tiplny obal M, v M-normé lin. variety M je &asti H.

O operatoru N piedpokladejme, Ze je fadu n < %m — 1 a za jeho defini¢ni obor
povaZujeme mnoZinu M.

Plati toto:

Lemma 1. Je-li N symetricky na M, pak M~ !N je v M-normé rovnéZ symetricky.
To plyne z nasledujiciho fetézce rovnic, platnych pro f, g € M:

[M~'Nf,g] = (MM~'Nf, g) = (Nf,g) = (f,Ng) = [f, M~'Ng] .
Dale plati:

Lemma 2. Je-li N na M symetricky a 2n £ m — 2, pak operdtor M™'N jev M-
normé symetricky kompaktni operdtor.

Dtikaz. Pfedné je NM ~'N kompaktni. Je totiz

MIN f(x) = f 6(x, ) (Zoq & f(;)) .

0

Integral [} G(x, #) N f(1) dt je pro kazdé x e <0, 1) skalarni soutin (N f(f), G(x, 7))-
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Nyni je G(x, t) = G(t, x), protoZe okrajova tloha (5) je samoadjungovand, a proto

J6-.. = (Nf, G(., x)).

Funkce G(., x) ma spojité derivace do fadu m — 2 a vyhovuje okrajovym podmin-
kéam (jako funkce prvniho argumentu).

PoloZme pro zvolené x
]Jl:G(.,X)(l—CO)’ ')’2=G(.,X)CO,
kde o je t¥idy C*, ma dostatetn& maly nosi¢ a v okoli bodu x je w(t) = 1.

y; ma derivaci spojitou do fadu n a vyhovuje okrajovym podminkam (42)- Proto
71 €M a tedy (Nf, 1) = (f, Nyy).

P2, necht je regularisovand y, s dostatedné malym parametrem h. Potom y,, € M.

Nyni 9$” pro v < m — 2 jsou spojité a nosi& y, lex{ uvnitf (0, 1), a proto y5; — y§?
stejnomérné v <0, 1) prov < m — 2.

Jednak je (Nf, 7,) = (Nf, v,); na druhé stran® plati

1 - 1 -
(Nf, y2i) = (f, Nyz) = j f(@) 2 a5 dt —» j (1) Yans” at = (f, Ny2)
0 0

vzhledem k nasemu piedpokladu o n, m.

Z toho dostavame

(Nf, G(., x)) = (Nf, ys +72) = (£NG(., %) =
= J:f(t) >4y j—t G(t, x) dt = J:f(t) Y, :—t G(x, 1) df .

Zde, a rovnéZ v dalsim, Cinime p¥edpoklad f e M. To stadi, nebof M je v & hustd
a pro ostatni f € § to plyne ze spojitosti.

Nyni (NM™'Nf)(x) je

n v’

& frtrx
v X ’ Nv o ) =
vzo q,(x) i L (vgoq P G(x t)> f(f) de
1 Zn: no_ ov+ v’ 1
- W) gvAx - G(x, t = s ,
L s Z‘o a,(t) q,/(x) P (x, 1) £(t) dt Ll‘(x 1) £(2) dt
kde I' je spojitou funkeci (x, ?).

Vezm&me takovou posloupnost {f,}, f,e M, aby byla omezend v M-normsg.
ProtoZe je

(Mf.f) Zz9f12, y>0,

e [|full £ k s vhodnym k a miZeme tedy p¥edpokladat, Ze

NM_INf" - @ E‘b .
To ale znamena, Ze

HNM—I N(fn - fm)“ <e
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pro dostateéné velka n, m.
Nyni odhadngme M-normu M ~* N(f, — f,,)- Jeji kvadrat je
(MM—I N(fn - fm)’ M—l N(fn _fm)) =
= (fn '_fms NM‘-l N(fn —'fm)) é ”NM—l N(fu —fm)” - ”.[n —fm” _S_. 2ke .
Je tedy {M ~Nf,} cauchyovskd v M-normé a tedy konvergentni v .

5. Aby M~INf % O pro f #+ 0, je nutné a stadi, aby na M bylo Nf + 0 pro f =+ 0.
Misto Mf = ANf miizeme na M psat f = AM ~*Nf nebo

6) M7INf = uf .
Za podminky prve uvedené neni u = 0 vlastni hodnotou rovnice (6), takZe (1) a (6)

jsou ekvivalentni.
Z véty o vlastnich hodnotach kompaktnich symetrickych operatord a predchoziho

lemma plyne existence nekoneéné mnoha vlastnich hodnot a tiplnost soustavy vlast-
nich funkci nasi okrajové tlohy (v prostoru I; s M-metrikou).
Pro vypod&et absolutni hodnoty (n + 1)-ni vlastni hodnoty slouZ{ vyrazy

O L) B O
I[M™*Nu, u]| [(Nu, u)|
kde ue M, za pfedpokladu [u, ¢,] =... =[u,90,] =0 a ¢, ..., ¢, je prvnich
n vlastnich funkci.
Podminky [u, ¢1] = ... = 0se oviem zapisi ve tvaru (v, Mg,) = ... = 0. ProtoZe

Mgo; = A;Ney, ... a A *+ 0, ..., miZeme prve napsané podminky psat (u, No,;) =
= ... = 0. Tim dostdvime znamé vzorce. ‘
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Pe3momMme

O COBCTBEHHBIX 3HAUEHUAX IUOOEPEHLIMAJILHOIO
VPABHEHUS Mf = INf

BAIIJIAB AJIBIA (Viclav Alda), JIuGepen

B paGoTe maeTcs HOKa3aTeNbCTBO IIOJHOTHI CHCTEMBI COOCTBEHHBIX (YHKIMIL
nuddeperuuanbHOro ypasaenus (1) Ipy BhIIONHEHHH KpaeBbIX ycioBuii (3). B o1-
e ot [1] He Tpebyercs 3mech, 4TOObI omepaTop N GBLI IOJIOXKHTEILHBIM, HO
3aTO HAJIO TPEANOJIOXHTH, 4TO m — 2 = 2n, rge m, n — IOPSAAKU OIEPATOPOB

M, N.
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Summary
ON EIGENVALUES OF THE DIFFERENTIAL EQUATION Mf = ANf
VAcLAv ALDA, Liberec
In this paper a proof is given of completeness of the system of eigenfunctions of the
differential equation (1) under boundary conditions (3). In comparison with [1], it is

not required that N be positive, but we require m — 2 = 2n, where m, n are the orders
of M, N respectively.
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