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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 87 (1962), Praha 

O VLASTNÍCH H O D N O T Á C H D I F E R E N C I Á L N Í C H R O V N I C Mf= XNf 

VÁCLAV ALDA, Liberec 

(Došlo dne 5. prosince 1960) 

V práci se dokazuje úplnost soustavy vlastních funkcí diferenciální okra­
jové úlohy Mf = XNf. Na rozdíl od [1] se nepotřebuje, aby operátor N byl 
positivní, zato řád M — 2 musí být větší nebo roven dvojnásobku řádu N. 

1. Důkaz existence nekonečně m n o h a vlastních hodnot diferenciální rovnice 

<1) Mf^lNf, 

kde M, N jsou symetrické diferenciální operátory řádu resp. m, n je v [1]. Metoda, 
t a m použitá pochází od E. KAMKEHO; předpokládá se, že M, N j sou positivní operá­
tory a nedokazuje se úplnost soustavy vlastních funkcí. 

Kromě toho je v [1] metodou integrálních rovnic podán důkaz, včetně úplnosti 
systému vlastních funkcí, pro operátor N zvláštního tvaru („Eingliedklasse"). 

Ukážeme, že metody kompaktních operátorů je možno použít i pro obecnější 
pravou stranu. Při torri nebude třeba předpokládat, že operátor N je positivní, zato 
bude k vedení důkazu zapotřebí, aby řád N ^ 1/2 (řád M - 2). 

Pro úplnost poznamenejme, že p r o libovolné samoadjungované operátory je doká­
zaná úplnost soustavy „vlastních funkcí" v [2] pomocí teorie distribucí. 

2. Interval, ve kterém budeme hledat řešení rovnice (1) nechť je <0, 1>. Operátory 
M, N nechť mají tvar: 

dm dM 

(2) M = p 0 — + . . . , N = q0— + ...9 

dxm dxn 

kde p 0 , ...,q0,... jsou spojité funkce v <0,1>, p0(x) 4= 0 pro všechna x e <0, 1>. Pro 
verifikaci samoadjungovanosti potřebujeme i derivabilitu funkcí p0,..., q0, „.., což 
nebudeme zvláště uvádět; dále bude derivabilita p0,... potřebná pro existenci deri­
vací Greenovy funkce. 

Pro řešení rovnice (1) nechť jsou předepsány okrajové podmínky 
(3) UJ=UJ = ... = Umf=0, 

kde U,/jsou lineární výrazy v/(O), . . . , / ( m - 1 ) ( 0 ) , / ( l ) , . . . , / ( m " 1 ) ( l ) . Za těchto okra­
jových podmínek nechť jsou operátory M, N symetrické. 
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Konečně budeme předpokládat, že okrajová úloha 

(40 M / = 0 , 

(40 UJ=... = UJ=Q 

má jen triviální řešení / = 0. 

Potom úloha 

(5) M / = < p , U1/=... = Um/ = 0 

má řešení/(x) = JJ G(x, ř) cp(i) dř, což budeme psát/ = M~lcp. 

Rovnice (1) je potom 
/ = A M ~ 1 N / . 

*£> nechť je prostor funkcí/s Jo l/( ř)l2 dř <oo. V něm vezmeme lineární varietu SDf 
těch funkcí, které mají m-tou derivaci integrovatelnou v kvadráte a vyhovují okrajo­
vým podmínkám (42). SPÍ je hustá v Jp. 

3. Připomeňme, že funkce G(x91) má spojité derivace 

a v 4 v'G(x, t) 
8xv dť 

pro v + v; ^ m — 2 a x, r e <0, 1>. 

4. Předpokládejme nakonec, že M je kladný operátor, tj. 

( M / , / ) > 0 pro / £ 9 } ? , / + 0 . 

Zavedeme v SD? skalární součin [/ a] = (M/ g). Tím dostaneme v SDÍ novou normu — 
M-normu. Vzhledem k existenci positivního operátoru M"*1 je ovšem M positivně 
definitní a tedy úplný obal ^Jt1 v M-normě lin. variety SDí je částí Jp. 

O operátoru N předpokládejme, že je řádu ftgfm—laza jeho definiční obor 
považujeme množinu SDí. 

Platí toto: 

Lemma 1. Je-li N symetrický na SDí, pak M~~1N je v M-normě rovněž symetrický. 

To plyne z následujícího řetězce rovnic, platných pro/, g e SDí: 

[ M ^ N / , a] = (MM~xNf, g) == (N/ g) = (/, Ng) = [/, M'lNg\ . 

Dále platí: 

Lemma 2. Je-li N na SDí symetrický a 2n <£ m — 2, pak operátor M - 1 N j e ^ M~ 
normě symetrický kompaktní operátor. 

D ů k a z . Předně je NM~XN kompaktní. Je totiž 

M^N/(x) = £G(X, Í) ^£qv ^ /(*)) d/. 

Integrál JJ G(x, t) N/(ř) dř je pro každé x e <0,1> skalární součin (N/(0> G(x> *))' 
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"Nyní je G(x, t) = G(í, x), protože okrajová úloha (5) je samoadjungovaná, a proto 
jl...=(Nf,G(.,x)). 

Funkce G(., x) má spojité derivace do řádu m — 2 a vyhovuje okrajovým podmín-
Jcám (jako funkce prvního argumentu). 

Položme pro zvolelné x 

7i = G ( . , x ) ( l -co), y2 = G(.,x)o>, 

kde co je třídy C0 0, má dostatečně malý nosič a v okolí bodu x je co(t) = 1. 

yt má derivaci spojitou do řádu n a vyhovuje okrajovým podmínkám (42). Proto 

TiegRatedyÍAf/^O-í/^yi). 

y2fc nechť je regularisovaná y2 s dostatečně malým parametrem h. Potom y2/. G ^ * 
Nyní y(

2
v) pro v ^ m - 2 jsou spojité a nosič y2 leží uvnitř (0,1), a proto y2

v
h ~* J^ 

stejnoměrně v <0, 1> pro v <; m — 2. 

Jednak je (N/, y2fc) -> (iV/, y2); na druhé straně platí 

(Nf y2h) = (/ Ny2.) = J/(O Z r f dí -> í/(0 Zqv?(
2
v) dř = (/ Ny: 

vzhledem k našemu předpokladu o n, m. 

Z toho dostáváme 

{Nf, G(., x)) = (Nf, y. + 7 2 ) = ( / NG(.,x)) = 

) 

J. /(ť)I<?v^G( í ,x)dt = 
o õ/v ' / ( 0 I«v^G(x , t )d í . 

o v* 

Zde, a rovněž v dalším, činíme předpoklad / e 3JÍ. To stačí, neboť SDi je v JQ hustá 
a pro ostatní/ e $) to plyne ze spojitosti. 

Nyní ( N M ^ i V / ^ j e 

n dv' f1 / n 3 V \ 
Z «*'(*)TT E?vf;G(x,0)/(O d í = 

v' = o dxv J 0 \v=o /3ť / 

= f Z Ě qJf) «vW - T ^ ; G(X5 í)/(t) dt = ÍV^, 0/(0 d ' , 
Jo v = o v=o dť dxv Jo 

kde F je spojitou funkcí (x, 0-

Vezměme takovou posloupnost {/„}, /BeSDÍ, aby byla omezená v M-normě. 
Protože je 

{MfJ)-žy\\f\\\ y > 0 , 

e | | / J g fe s vhodným k a můžeme tedy předpokládat, že 

NM-^f^tpeS}. 
To ale znamená, že 

l l JVM^N ( /„- /M ) | |< £ 

401 



pro dostatečně velká n, m. 

Nyní odhadněme M-normu M"1 N(ftt —/„). Její kvadrát je 
(MM'1 N(fn - / m ), M- 1 N(fn - fm)) = 

= (L ~fm> NM"1 N(fn - /„)) g IINM-1 N(fn ~ / w ) | | . ||£ - / J | á 2te . 

Je tedy {M~1Nfn} cauchyovská v M-normě a tedy konvergentní v <3Jt1. 

5. Aby M"1Nf 4= 0 pro/ #= 0, je nutné a stačí, aby na SOí bylo Nf =# 0 pro/ + 0-
Místo M/ = 2N/můžeme na SD? psát/ = AM^N/nebo 

(6) M^Nf=fxf. 

Za podmínky prve uvedené není /z = 0 vlastní hodnotou rovnice (6), takže (1) a (6) 
jsou ekvivalentní. 

Z věty o vlastních hodnotách kompaktních symetrických operátorů a předchozího 
lemma plyne existence nekonečně mnoha vlastních hodnot a úplnost soustavy vlast­
ních funkcí naší okrajové úlohy (v prostoru $JÍX s M-metrikou). 

Pro výpočet absolutní hodnoty (n -f* l)-ní vlastní hodnoty slouží výrazy 

inf r
 [ * : > U ]

 n =infí^4. 
([M^Nu, u]| \(Nu9u)\' 

kde w e SE!?!, za předpokladu [u? cp^ = ... = [u, <pj = 0 a <p1?..., <p„ je prvních 
« vlastních funkcí. 

Podmínky [u, ^j] = ... = 0 se ovšem zapíší ve tvaru (u, M(pt) = ... = 0. Protože 
Mcpt = AjN^i, •.. a Xt 4= 0, ...? můžeme prve napsané podmínky psát (w, N<Pt) =* 
= ... = 0. Tím dostáváme známé vzorce. 

Literatura 

[1] Collatz L.: Eigenwertaufgaben. Leipzig 1949. 
[2] reMb^aHÓI. M.-HImoe F. E.: O6o6uieHBie <|)yHicirjaH. B&m. 3. MocKBa 1958. 

Pe3K)Me 

O COECTBEHHMX 3HA*ÍEHH>IX #HO<l>EPEHI|HAJIi>HOrO 
yPABHEHHJI Mf = XNf 

BAIÍJIAB ÁJIbOA (Václav Aida), JIH6epe^ 

B pa6oTe ,naeTC5í #OKa3aTejiBCTBo noJiHOTBi cHCTeMH co6cTBeHHbix <f>yHKroíí 
Ktt<$§epe&.íXM.a.jihKoro ypaBHeHHfl (l) npH BMnoJiHeHHH KpaeBBix ycjioBHH (3). B OT-
jiHHHe OT [1] ne Tpe6yeTCji 3#ecB., HTO6BI oneparop N 6HJI nojio2KHTejn>HBiM? HO 
3aT0 Haao npe#nojio3KHTBs HTO m — 2 ̂  2n, TRČ m, n — nopĵ rKH onepaTOpOB 
M, N. 
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Summary 

ON EIGENVALUES OF THE DIFFERENTIAL EQUATION Mf = ANf 

VACLAV ALDA, Liberec 

In this paper a proof is given of completeness of the system of eigenfunctions of the 
differential equation (1) under boundary conditions (3). In comparison with [1], it is 
not required that N be positive, but we require m — 2 ^ 2/z, where m, n are the. orders 
of M, N respectively. 
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