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Časopis pro pěstování matematiky, roc. 88 (1963), Praha 

ИНТЕГРАЛ ПЕРРОНА В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ 
ПРОСТРАНСТВАХ 

ВАЦЛАВ ПФЕФФЕР (У*с1ау РГегТег), Прага 

(Поступило в редакцию 16/11962 г.) 

В статье при помощи мажорант и минорант определяется интеграл 
в топологическом пространстве, и доказываются для него основные тео
ремы. Исследуется также его отношение к интегралу Лебега. 

1. Некоторые соглашенияи обозначения. Пусть А — множество и пусть 
V — высказывание, зависящее от х е А. Совокупность всех х е Л, для которых 
имеет место У(х)9 обозначим через {хеА: У(х)} . 

Если множество А является частью топологического пространства Р, то мы 
обозначим через А замыкание множества А и положим А0 = Р — Р — А. 
Окрестностью точки хеР будем называть всякое множество Vг с: Р9 для 
которого х е С/0. 

Множество действительных чисел, пополненное элементами ±оо, обозна
чим Е. Упорядочение и топологию в множестве Е мы определим обычным 
способом. Положим 

а4-оо-=4-оо + а = + оо + оо-= + со, 

а — со = — со-г-а=— !со — оо== — со 

для всех а е Е, а Ф ± со; — ( - со) = + со , | + оо( = | - о о | = +оо. Умножение 
и деление в Е определим следующим образом: а.(±оо)-=(±оо).а== ± со, если 
а > 0, а.(±оо) = (±оо). а = +оо , если а < 0, 0. (±оо) = (±оо). О = О ; 
а/0 = +оо, если а > 0, а/0 = —со, если а < 0; а/Ъ = а . (1/Ь) для каждых а9 

ЬеЕ, Ъ Ф О, Ъ ф ±оо. Символы +оо — со, — со +оо, 0/0, а/±оэ мы считаем 
лишенными смысла. Для всех а е Е пусть а+ -= тах (а, 0) и а" = тах(—а, О). 

Отображение любого множества А в множество Е будем называть функцией* 
определенной на множестве А. Совокупность всех функций, определенных на 
множестве А, мы обозначим $(А) и будем ее считать обычным способом по-
луупорядоченным множеством. 

Пусть {ап}™^1 — произвольная последовательность. Так как недоразумение 
не угрожает, будем символом {ап}п^х (вкратце только {ап}) обозначать также 
совокупность всех членов этой последовательности. 
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Пусть А - неоустое множество и пусть /я, /еЩ(А), п = 1,2,.... Если 
Нт/П(х) = Дх) для всех х е А, то это запишем в виде Нт/Л = / или /п ->/. 
Если, кроме того, последовательность {/„} является возрастающей или 
убывающей, то пишем соответственно /„ / / или /п \ /. 

2. Дальнейшие соглашения. Пусть во всей этой работе Р — непустое мно
жество и пусть а — непустая система его непустых подмножеств. Каждому 
х е Р поставим в соответствие некоторое множество последовательностей 
{Вп} с а и обозначим его через кх. Скажем, что последовательности из кх 

сходятся к точке х, и вместо {Вп} е кх будем иногда писать Вп -*• х. 
Для А е а будет ал = {В е а : В с А} и Л* будет множество всех х е Р, для 

которых существует {Вп} с: <тл, В„ —> х. Если Л, В е а и 4 с В , то аАс ав 

и Л* с В*. 

3. Определение. Пусть <5 — непустая система множеств и пусть Ре$(§). 
Функция Р называется аддитивной, когда 

Р(А и В) = Р(А) + Р(В) 

для всех А, В е 8, для которых РрО + Р(В) имеет смысл, ЛиВе<5и.с4пВ==0. 
Если в последнем равенстве заменим знак = знаком = или = э то получжм, 
соответственно, определение функции супераддитивной или субаддитивной. 

4. Соглашение. Пусть во всей этой статье задана определенная конечная 
неотрицательная аддитивная функция С е §(<х). 

5. Определение. Пусть А в а, Ре$(аА) и х е Р . Через тл(Р,~4) мы обозначим 
совокупность всех 1еЕ, для которых существует такая последовательность 
{Вп} с аА, что Вп -> х и Р(Вп)/0(Вп) -» г. Числа 

*Р(х, Л) = шГтДр, Л) и *Р(х, Л) = вир тх(Р, Л) 

называются соответственно нижней н верхней производной от функции Р отно
сительно множества А в точке х. Если *Р(х,А) = *Р(х, „4), то это общее зна
чение называется производной от функции Р относительно множества А 
в точке х и обозначается Р'(х, А). Функция ср е $(Р), определенная соотношением 

(р(х) = *Р(х, Л) или г/?(х) = *Р(х, Л) 

для всех хеР называется соответственно нижней или верхней производной 
от функции Р относительно множества А и обозначается соответственно *Р(А) 
или *Р(А). 

Замечание. Если будет исключено недоразумение, мы будем вместо *Р(х, А) 
и *Р(А) писать только *Р(х) и *Р; подобно *Р, Р' и т. 

6. Обозначение. Пусть Аеа, Ре$(аА), хеР жсеЕ. Символом Р'(х) ~ с 
разумеется, что либо существует Р'(х) и Р'(х) = с, либо *Р(х) = - *Р(х) = 
= +00. 

323 



7. Некоторые свойства производной. Если Аеа, Ре$(аА) и хеР, 
то имеют место соотношения: 

а) тх Ф 0 <=> *Р(х) ^ *Р(х); Р'(х) существует тогда и только тогда, когда хх 

является одноточечным множеством; х ф А* => ^(х) = — *Р(х) = 4- со ; 

б) Р = С х) => Р'(х) ~ 1, I7 = 0 => Р'(х) ~ О, Р = ±оо => Р"(х) -1 ±оо; 

в) •(-.Р) = - *.Г, 0 < с < +оо => [*(сР) = с*^ и *(сР) = с*Р]; если с еЕу 

с Ф 0, с Ф ± со и если существует Р'(х), то существует также (сР)'(х) и (сР)'(х) = 
= сГ(х); 

г) В е аА => [^(Л) ^ тР(В) и «Т(,4) = *Р(В)У) 

д) [#бе(а л) и Я = I7] =-> [*# ^ *Р и * # = *Р]; 
е) если {1%,} с $(аА) жРп г Р, то существует Ит *Рп и Нт *Рп ^ *К 

8- Определение* Пусть 4̂ е <г, / б Щ(А*) жт, Ме %(аА). Функция М называется 
мажорантой функции/на множестве А, если 

а) М — супераддитивна, 

р) х € А* => - со Ф *М(х, Л) = Дх). 

Функция т называется минорантой функции / н а множестве А, если 
а) т — субаддитивна, 

р) х е А* => + со ф *т(х, А) = Дх). 

Совокупность всех мажорант и минорант функции / на множестве А обозна
чим соответственно 9Л(/, А) и тп(/, >4). Если не будет опасности недоразумения, 
будем писать только 2#(/) или Ш(А) или 5ГО вместо подробного ?0?(/, Л), и по
добно для тп(/, А). 

Замечание. Из приведенного определения непосредственно вытекает: 

а) те пт(/) о — т е ?Ш(—/); 

б) В е <гл => рИ(Л) с ЩВ) и гп(Л) с т(В)У) 

9. Определение. Пусть Аеа я/е $(А*). Числа 

/х(/, А) = шГ М(А) [М е ЗК(/, А)] , 18(/, А) = вир т(А) \т е ш(/, А)] 

называются соответственно верхним и нижним интегралом Перрона (далее 
только интегралом) от функции / на множестве А. Если IX/, А) = 18(/, А), то 
это общее значение обозначается символом 1Е(/, А). Если сверх того 1Е(/, А) Ф 
Ф ±оо, то это число называется интегралом от функции / на множестве А 
и обозначается 1(/, А). Функция Ре 5(сгД определенная соотношением 

Р(В)^11(Г,В) или Р(В)~Щ,В) ') 

х ) Здесь, разумеется, мы отождествляем определенную функгдию с той же функцией, рас
сматриваемой только на подмножестве ее области определения, но мы думаем, что читателю 
наверно ясно, в чем дело. 
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для всех ВеаА> называется соответственно верхним или нижним неопределен
ным интегралом от функции / на множестве А и обозначается соответственно 
//(/) или 1$(Л- Положим 

%(А) = {/6 ЩА*) : 1Х(/, А) ~18(/, А)}, ЦА) = {/е %(А) : ^Е(/, Л) Ф + оо} , 

ЩА) = {/еЩ):\/\еЩА)}. 

10. Некоторые свойства интеграла. Если Аеа и/е§(Л*), то имеют 
место соотношения: 

а) IX-/) = - Ш), 0 < с < + оо => ^(с/) = ^ ( / ) и 1^с/) = ^ 8 ( / ) ] ; 

б) [с е Е, с Ф 0, с * ± оо и / е ф ^ ) ] => [с/е ЩА) И !*(<./, Л) = с1^/, А)]; 

в) [> 6§(Л*) И д < /] => [/.(„) < !,(/) и 1^) < Ш)]-

11. Лемма. Пусть Ае<х и / € §(Л*). Г0г<)а функция ̂ ^(/) — супераддитивна 
и функция 1$(/) — субаддитивна. 

Доказательство. Пусть В1э В2 е <х̂ , В% п В2 = 0, В = В хи В2 е <тл и пусть 
/,(/, Вх) + Щ В2) имеет смысл. Если !//, В) < 1^/, Вх) + ^ I(/, В2), то !,(/, Вг) > 
> -оо, I* = 1, 2 и существует такая Мб1(В), что М(В) < г2(/ Вг) + ^^(/3 В2). 
Из 8 б) следует, что М еЩВ^) х); итак, М(В*) =• ^I(/, Вг), I = 1, 2. Принимая 
во внимание супераддитивность функции М, мы получаем 

М(В)^М(В0 + М(В 2)^1Х/,В 1) + . Щ В а ) , 

что и есть противоречие. 

Доказательство субаддитивности функции ̂ 5(/) вполне аналогично. 

12. Определение. Пусть $ — система подмножеств топологического простран
ства Р, Скажем, что система $ локально конечна, когда для каждой точки хеР 
существует такая окрестность ^9 что I/ п 1С Ф 0 только для конечного числа 
множеств К е $. Систему $ называем покрытием множества А <=: Р9 если А = 
= []К (КеЖ). Скажем, что система $' является уплотнением системы $, 
когда для каждого К' е $ ' существует такое К е $, что К! с: К. 

13. Предположения. Если мы хотим, чтобы интеграл, определенный в 9, 
обладал какими-то „разумными" свойствами, мы должны что-то предполагать 
о множестве Р, системе а и множествах кх (см. 2). 

В абзацах 21-40 будем предполагать, что выполняются требования: 

&!. (А, В е а и А ф В) => А - В е а. 
Жх. Если х е Р, {Вй} е к х и {/ея} — строго возрастающая последовательность 

натуральных чисел, то также {Вкп} е кх. 
Ж2. Ъсжх еР, {Вп} екх, Ае с к А ел Впе а, п = 1, 2,..., то также {А п В„} е 

€ Кх. 

Жъ. Если Ле<г, Р е § ( ^ ) супераддитивна и *Р(х) = +со для всех хеЛ*, 

ТО Р > — 0 0 . 
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В абзацах 42—56 мы будем сверх того предполагать, что выполняются тре
бования: 

0>х. Множество Р является локально компактным топологическим простран
ством Хаусдорфа (см. [3] гл. 2 и 5). 

Ж ±. Если хеР, {Вп} екхи если ^ является окрестностью точки х, то мно
жество {п : Вп - ^ Ф 0} конечно. 

В абзацах 60—§3 мы заменим Жъ следующими предположениями: 

«̂ 2- Если А е <т, то А компактно, 

9>ъ. Существует такая последовательность {$„} локально конечных непере
секающихся покрытий пространства Р, что Д, сг <т и &п+1 является уплотне
нием Мп, п = 1,2,.... 

Ж'ъ. Если Кп е Д, и Кп+ г с Кп, п = 1, 2,..., то существует такая точка хеР, 
что {Кп}екх. 

Итак, мы будем предполагать, что в абзацах 60—63 имеют место 0>х, 9"г —&*ъ* 
СМ ^ , «Ж 2> «л з -^ *™ 4" 

14- Примечания к предположениям. Несколько загадочно выглядит 
предположение Жъ; оно является, конечно, неявным требованием, предъя
вляемым множеству Р, системе <т и множествам кх. Между прочим из него 
вытекает, что Л* Ф 0 для каждого А е <х. 

Предпосьшки, приведенные в 13, не являются взаимно независимыми. 
Из 9и Жъ и Ж± следует &г (см. 44) и из 0>х, 9

>

1-УЪ9 Жг и Ж'ъ следует Жъ 

(см. 59). Заметим, однако, что Жъ может быть справедливым и при других 
предположениях (см. 15 — 17). Из 59 вытекает, что все утверждения абзацев 
1-11, 22—40 и 42-56 будут верны и при предпосылках, приведенных в 60. 

Следующих шесть абзацев разяснят читателю на достаточно общем примере 
это положение. 

15. Соглашение. В абзацах 15—17, 19, 20 и 41 мы будем предполагать, что 
кроме &и 5?1У И Уг выполнены требования: 

*̂2- Топологическое пространство Р удовлетворяет первой аксиоме счег-
ности. 

&"ъ. Для каждой точки хеР существует такая полная система окрестностей %), 
что Ч) а <т. 

Далее предполагается в этих абзацах, что для каждой точки хеР есть кх 

система всех таких последовательностей {Вп} а а, что множество {п : Вп — 
— 17 Ф 0} конечно для любой окрестности ^ точки х. 

Замечание. Из только что приведенных предпосылок легко вытекает, что 
.4* = А для всякого А е <т. 

16. Лемма. Если А, В в<т и А г\ В Ф 0, то также А п Ве<г. 

Доказателство. Если В с: А, то А п В = В е <т. Если В ф А, то в силу 9>х 
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будет В — А е а. Так как В ф В — Л, то опять в силу ^ имеем 4 п В = 5 -
- (В - Л) е а. 

Примечание. При доказательстве предыдущей леммы мы использовали 
только цредположение Ух. Значит, лемма будет справедлива всюду там, где 
имеет место 6Рг~ 

17. Теорема. Пусть Аеа и Ре^&а^ супераддитивна. Если *Р(х) > — со для 
всех х е А, то Р > — со. 

Доказательство. Предположим, что существует множество ВеаА, для 
которого Р(В) = — со. Пусть Г — система всех непустых компактных множеств 
С с: Р, обладающих следующим свойством: для каждого открытого множества 
О а Р, содержащего С, найдется такое множество ^ а О, что ^еаАяР(^) = 
= - со. Так как в силу &г будет 5 е Г, то Г Ф 0. Пусть Г 0 с Г — непустая моно
тонная система и пусть С0 = С) С. Множество С0 непусто и компактно. Выбе-

СеГ0 

рем открытое множество С с Р, содержащее С0. Так ка.к {С — 0} С е Г о — мо
нотонная система компактных множеств и П (С — С) = С0 — О = 0, то най-

СеГо 

дется такое СеГ 0 , что С с О. Отсюда легко следует, что С 0 еГ. Итак, в силу 
[3] гл. О, теорема 25 (Ъ) сущестувет множество I) е Г, являющееся минималь
ным в Г. 

Пусть множество I) содержит только одну точку х. Пусть фп}п=:1 — убываю
щая полная система открытых окрестностей точки х (она существует в силу 0>2). 
По определению системы Г существуют такие множества ^п а ^п9 что ^п е аА 

и Р(б„) = — со, п = 1, 2,.... Очевидно, ^п-> х и, следовательно, х е Л и 
*Р(х) == — со. Это, однако, противоречит предположениям теоремы. 

Если множество ^ содержит две различные точки х и у, то одноточечное 
множество {х} не принадлежит Г. Следовательно найдется такое открытое 
множество 6, что х е Окчто Р(@) > — со для каждого ^еаА,^ а О. В силу ^ 
и 0>± существует окрестность ^ точки х, для которой ^ а О, ^ еаАи у ф^. 
Значит, множество I) — (7° является собственной непустой компактной частью 
множества ^. Выберем отркытое множество Н <=. Р, содержащее ^ — 17°. Так 
как Я и 17° - открытое множество, ^с:Ни^0я^еГ, то имеется такое 
йеаА, что б с Я и 17° и Р(б) = -оо. Если б п 17 = 0, то б ~ (7 = бе<7л 

и Р(б ~ 17) = - оо. Если б п 17 ф 0, то в силу 16 будет ^^\^еаА. Однако 
^^\^ с О; значит, по выбору множества О имеем Р(б п 17) > -оо. Так как 
р(б) = - со, то б Ф б ^ V* В силу Ух отсюда следует, что ^-^е аА. Из 
предположенияР(б — 17) > —со вытекает 

^(е) = ~оо < р(е п с/) + р(е - с/), 

что и противоречит супераддитивности функции Р; значит, Д б — 17) = —со. 
Так как б - V <= б - 17° с Я, то I) - с7° е Г. Это, однако, противоречит ми-
нимальности множества ^ в Г. 
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Следствие. Требования абзаца 15 гарантируют выполнение предположений 
Жх — Х 4 (см. 13). В самом деле, справедливость предположений Жъ Ж2 и Ж± 
очевидна и справедливость предположения Жъ следует из предыдущей теоремы. 

Примечание. Из доказательства теоремы 17 вытекает следующее утверж
дение: 

Пусть .4 ест и Е е%(аА) супераддитивна. Если Е(А) = —со, то существует 
точка х € А и такая последовательность {Вп} с <тА, что Вп -> х и Е(Вп) = — со, 
и = 1,2,.... 

18. Пример. Пусть Р — естественно упорядоченное множество всех порядко
вых чисел х <$ сох, где сох — первое несчетное порядковое число, и пусть а — 
— система всех подмножеств множества Р. Топологизируя множество Р обыч
ным образом, мы получим компактное топологическое простанство Хаусдор-
фа, неудовлетворяющее первой аксиме счетности (всякая полная система 
окрестностей точки сох несчетна). Система а, очевидно, удовлетворяет требо
ваниям 5?х, 9>г (см. 13) и &"ъ (см. 15). Множества кх определяются таким же 
способом, как и в 15. Для В е а положим Е(В) = 0, если В счетно, и Е(В) = — со, 
если В несчетно. Определенная таким образом функция Е аддитивна 
и Е(Р) = — со. Выберем х е Р и {Вп} а аА, Вп -* х. Если х < сох, то существует 
счетная окрестность точки х. Следовательно, множества Вп счетны для всех 
достаточно больших п. Если х = сох, обозначим хл первый элемент множе
ства Вп, п = 1, 2,.... Так как хп -* сох, то хл = сох, и, следовательно, Вп = {сох} 
для всех достаточно больших п. Значит, в обоих случаях *Р(х) ^ 0. 

Следствие. Предположение 0>г является существенным для справедливости 
теоремы 17. 

19. Теорема. Пусть Аеа, В с: А и ЕеЩ(стА). Если для всех хеВ существует 
Е'(х, А), то нижняя производная *Е(А) непрерывна на множестве В. 

Доказательство. Пусть г > 0 и 1еЕ. Положим 1/(*, в) = (г — в, I + г), 
если г Ф ±оо, 1Г(— со, в) = (—со, — 1/е) и 17(+со, в) = (1/г, фсо). Выберем 
хпе В, п = О,1,... так, чтобы хп -* х0, и обозначим Р'(хл) = *Е(хп) = 1п. Для 
всякого натурального числа п существует такая последовательность {В1}™= х с: 
а аАу что В\ ~>хп и Е(В1)/0(В1) -> *л. Пусть {с^}*^ — убывающая полная 
система открытых окрестностей точки х0. Не умаляя общности, предположим, 
что хл Ф х 0 и обозначим через рп то натуральное число, для которого х„ е ^Рп 

и хл ф ^Рп+x, п = 1, 2,.... Очевидно, существуют такие натуральные числа кп, 
что если обозначим Ап = В%п, то будет Е(Ап)10(Ап) е 17(гп, 1/п) и Ап с ^Рп. 
К любому ^р найдется такое п0, что хп е ^р и, следовательно, Ап с Црп с: йр 

для всех п = п0. Значит, Ап -» х0 и, следовательно, Е(Ап)/б(Ап) -+ *0. Отсюда 
вытекает, что каково бы ни было в > О, то с7(г0> 8) г. 17(гл, 1/п) Ф 0 для всех 
достаточно больших п. Различая случаи * 0 Ф ±со, *0 = + со и г0 = —со, мы 
легко обнаружим, что 1п -* 10. 
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20. Теорема. Пусть А ее и Р*=$(сгА). Если *Р(х) > -со для всех хеА, то 
также Ы; *Р(х) > — со. 

XЄA 

Доказательство. Пусть М *Р(х) = — со. Тогда можно найти такие хп е Ж, 
хел 

что *Р(хл) < — п, п = 1, 2,.... Для каждого натурального числа п найдется 
такая последовательность {Вп

к}к= г а аА, что Вп

к -» хл и Цщ [Р(Вп

к)/0(Вп

к)~\ < — п. 

В силу У 2 существует предельная точка последоватеьности {х„}; обозначим 
ее х0. Пусть №Р}Р=% — убывающая полная система открытых окрестностей точ
ки х0. Так как всякое ^р содержит некоторую точку хПр, пр §: р, то имеется мно
жество Ар = Вп

к

р

р с ^р, для которого Р(Ар)1С(Ар) < — р. Очевидно, Ар -> х0; 
итак, *Р(х0) = — со. Это, однако, противоречит предположению теоремы, 
так как х0 е А. 

Примечание. В доказательствах теорем 19 и 20 нигде не используются 
предположения 3^1 и &"ъ. В доказательстве тоеремы 19 не используется ни пред
положение У2, и, следовательно, для доказательства этой теоремы не требуется 
ни локальной компактности пространства Р. 

21. Соглашение. Пусть теперь Р — опять абстрактное множество, а — не
которая система его подмножеств жкх — некоторые множества последователь
ностей. Вплоть до конца абзаца 40 мы будем предполагать, что выполнены 
требования^! и Жх — Жг. 

22. Лемма. Пусть А ее, Ее %((ТА), хеР, се Ей пусть *-Р(х) > с. Если {Вп} с: 
а аАи Вп-+ х, то существует такое п0, что Р(Вп) = сО(Вп) для всех п = п0. 

Доказательство. Из Р(Вп) < с С(Вп) следует Р(Вп)/0(Вп) ^ с. Допустим, 
что утверждение леммы неверно. Тогда существует такая подпоследователь
ность {Вкп} последовательности {Вп}, что Цт [_Р(Вкг)/0(Вкг)'] ^ с. Это, однако, 
невозможно в силу Жг. 

23. Лемма. Пусть Аеа, Р, Рге $(сгА), г = 1, 2 и хе Р. Если для всех ВеаА 

справедливо Р(В) = РХ(В) + Р2(В), как только сумма вправо имеет смысл, то 

„Р(х)^^Р1(х) + ^Р2(х) и * Р(х) й *-?!(*) + *Р2(х) , 

как только сумма вправо имеет смысл. 

Доказательство. Пусть сумма *Рх(х) + *Р2(х) имеет смысл и пусть 
*Р(х) < *Рх(х) + *Р2(х). Выберем сь еЕ,сг< ^Р{х), г = 1, 2 и *Р(х) < сх + с2. 
Тогда существует последовательность {Вп} с: вА, для которой Вп -> х и 
Ит [Р(Вп)1С(Вп)] < сх + с2. В силу 22 можно найти п0 так, что 

п = п0 => [Рг(Вп) = с, 6(Вп) > -со, I = 1, 2] . 

Следовательно, 

Р(ВП) = 1МХ) + ,Р 2(ВЛ) ^ (С 1 + С2) е ( в п ) 
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для всех п 2> и0. Отсюда, однако, вытекает Ит [̂ (-#П)/С(ВИ)] ^ сх + с2, что 
и противоречит предположению. 

Доказательство второго неравенства вполне аналогично. 

Примечание. Если выполнены предположения предыдущей леммы и если 
существует Р[(х), то 

*Р(х) = Р[(х) + ^ 2 ( х ) и *^(х) = Г1(х) + *г^2(х), 

как только сумма вправо имеет смысл. Доказательство этого утверждения: 
является аналогом доказательства предыдущей леммы. 

Если, кроме того, существует Р2(х) и если сумма Р[(х) + Р2(х) имеет смысл, 
то существует также Р'(х) и Р'(х) = .^(х) + Р2(х). 

24. Лемма. Пусть Аеа и /9/г е $(А*), / = 1,2. Если для всех хеА* спра
ведливо /(х) = /±(х) + /2(х), как только сумма вправо имеет смысл, то 

Щ, А) й Ши А) + Ш2, А) и Ш, А) Ш Шх, А) + Щ2, А), 

как только сумма вправо имеет смысл. 

Доказательство. Пусть /Г(Л, А) + 1х(/2, А) имеет смысл и пусть 17(/, А) > 
> ^г(Л- Л) + -Гг(/2> ^0- Тогда существуют такие Мг е Щ/)у \ = 1, 2, что 
МХ(А) + М2(Л) имеет смысл и МХ(Л) + М2(Л) < /7(/, Л). Для всех В е аА 

положим М(В) = МХ(В) + М2(Б) или М(В) = - со, если МХ(Б) + М2(Б) со
ответственно имеет или не имеет смысла. Без затруднений проверяется, что М 
супераддитивна. Пусть х е А*. В силу 23 будет ^М(х) ^ *М±(х) + *М2(х) > 
> — со. Если /х(х) + /2(х) имеет смысл, то *М(х) ^ /х(х) + /2(х) = /(х).. 
В противном случае либоЛ(х) = +со, либо/2(х) = + со; итак, *М(х) = +оо ^ 
^ Дх). Следовательно, М б 3№(/). Это, однако, противоречие, так как М(А) < 

<Щ,А). 
Переходя к функциям —/, — /„ г = 1, 2 и учитывая 10 а), мы получаем второе? 

неравенство из первого. 
Примечание. До сих пор мы пользовались только предположением Ж±~ 

Подобно этому и далее, вплоть до конца абзаца 31, мы будем пользоваться: 
лишь предположениями Жг и Жъ. ПредположенияУх (исключая абзацы 16, 17) 
и Ж2 употребляются в первый раз, соответственно, в абзацах 32 и 36. 

25. Лемма. Пусть А ее и Ре$(с^ супераддитивна. Если *Р(х) > — со для 
всех хеА*, то Р> ~ со. 

Доказательство. Для Ве<гЛ положим Н(В) = Р(В) + (+ со) . С(В) или 
Н(В) = —-со, если Р(В) + (+оо). 0(В) соответственно имеет или не имеет 
смысла. Без затруднений проверяется, что Я супераддитивна и что Н(В) = — со-
тогда и только тогда, когда Р(В) = —со. В силу 23 имеем 

*Н(х) ^ +Р(х) + *[(+ оо) . О] (х) = + со 

для всех х е А*; итак, из Жъ следует, что Н > — со. 
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Примечание. В доказательстве только что приведенной леммы мы впервые 
употребляем аддитивность функции С. Ни в каком из предыдущих абзацев мы 
аддитивностью функции О не пользовались. 

26. Лемма. Пусть Аеа и Ее%(а^) супераддитивна. Если *Е(х) _ 0 для всех 
хеА*,то Е^О. 

Доказательство. Пусть в > 0. Для ВеаЛ положим Н(В) = Е(В) + г 6(В), 
если Р(В) + г С(В) = 0; в противном случае положим Н(В) = — со. Опреде
ленная таким образом функция Я супераддитивна и в силу 23 и 7 б), в) будет 

*(Е + г 0)(х) = *Е(х) + г *6(х) = *Е(х) + г > 0 

для всех х е А*. Значит, *Я(х) = *(Е + гО) (х) > - со для всех х е А*. Поэтому 
в силу 25 будет Я > — со и, следовательно, Е + гО = 0. Ввиду произволь
ности е также Е _• 0. 

Примечание. Для фунщий субаддитивных справедливы леммы 25, 26 
в очевидной „дуальной" формулировке. Если функция Е аддитивна, то ввиду 7 б) 
будет Е = 0 тогда и только тогда, когда Е'(х) ~ 0 для всех х е А*. 

27. Теорема. Пусть Аеа и/е $(Л*). Тогда 18(/, А) ^ 1^ А). 

Доказательство. Пусть МеШ и теш. Разность Е = М—т имеет 
смысл, так как в силу леммы 25 и ее дуальной формулировки М > - оо и 
т < +оо. Функция Е супераддитивна и *Е(х) = *М(х) — *т(х) = 0. Поэтому 
из 26 вытекает Е _• 0 и, следовательно, т ^ М. Утверждение теоремы является 
непосредственным следствием последнего неравенства. 

Следствие. Если существует Е еШ п т , то / е ^(Л) и /(/, Л) = -Р(-4). В этом 
случае число /(/, А) называется интегралом Ньютона от функции / на мно
жестве А. 

28. Теорема. Пусть Аеа,сеЕи/~ сна А*. Тогда/е *фЕ(А) и 1Е(/, А) = сО(А). 

Доказательство. Если с Ф +оо или 0(А) = 0, то сО е2# п т х) и теорема 
верна. Не умаляя общности, мы будем йредполагать, что с = + со и С(Л) > 0. 
Тогда т й = пСб1П1) }п = 1, 2,.... Так как тп(А) /* +оо, то из 27 вытекает 

Ш ^ ) = Ш ^ ) = +сю = св(А). 
Примечание. Если 6(А) = 0, то существует интеграл Ньютона /(/, А) = 0 

для всякой функции /е$(А*). Общей мажорантой и минорантой является 
здесь футцйя -Р = 0. 

29. Теорема. Пусть Аеа, /еШЛ), а,еЕ, а{ Ф +со, I = 1,2 и/е$С4*). 
Для всех хбЛ* пусть/(х) = а^Ос) + сс2/2(х), как только сумма вправо имеет 
смысл. Если ̂ г1Е(/19 А) + ос21Е(/2, А) имеет смысл, то/е *фЕ(А) и 

Ш «4> = «14СЛ, -4) + *гШъ А) . 

Если/еШ), г = 1-2, т 0 / е % 4 ) . 
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Теорема непосредственно вытекает из 10 б), 24 и 27. 

30. Соглашение. Пусть р — целое число, р ^ 2. Выберем определенное 
целое число г, 1 ^ г ^ р, и каждому х е Р поставим в соответствие множество кХУ 

введенное в 2. Для системы множеств кх, хеР, определим способом, описан
ным в абзацах 5, 8 и 9, производную и интеграл. Ради различения мы будем 
пользоваться символами А*\ т\ ^Р*,!1,^, *р* и т.д., I = 1, 2,..., р, значение 
которых несомненно. 

31. Теорема. Каждой точке хе Р поставим в соответствие два множе
ства к1

х, г = 1,2. Пусть для множеств кх выполнены требования Жги Жъ\ 
множества к2 произвольны. Псутъ кх с. к2

х для всех хе Р. Тогда тренование Ж3 

выполнено и для множеств к2

х, и если Аеа, то А*1 а А*2, *р2(А) с: ^(А) 1) 
иТ2(/, А) = / 1(/, А) для каждой функции/е ^2(А). 

Доказательство. Пусть А е а, /е$(А*2) и РеЩ(аЛ). Очевидно, что А*1 а 
а А*2 и так как тх а т2 для всех хеР, то +Р2 ^ ^Р1 и *Р2 ^ *Р1. Следова
тельно, требование Ж3 вьшолнено для множеств к2, и 50?2 с= 9Л1, т 2 а ш1. 
Отсюда в силу 27 и примечания к лемме 24 вытекает неравенство 

т, А) й да .4) й да А) ^ да ^, 
тривиальным следствием которого являются оставшиеся утверждения теоремы. 

32. Лемма. Пусть Аеа и РеЩ(аА) супераддитивна. Если Р > — со и Р(А) < 
< + со, то Р < + со. Если Р^0,то Р ^ Р(А). 

Лемма является простым следствием предположения &>

1. 

33. Лемма. Пусть Аеа и/е Щ(А*). Если 1Г(/, А) < + со, то 1^/) < + со. 

Доказательство. Если 1г(/> А) < +со, то существует МеЩА), М(А) < 
< + со. Из 25 и 32 вытекает,что М < + со. Однако, в силу 8б) имеем 1Г(/) ^ М. 

34. Теорема. Пусть Аеа. Тогда ЩА) а ЩВ) г) для всякого множества 
ВеаА. 

Доказательство. Пусть /е^А), ВеаА и г > 0. Очевидно, существуют 
такие М е50?(Л) и т ет(А)у что М(А) — т(А) < е. Так как функция М — т 
неотрицательна и супераддитивна, то из 27, 8 б) и 32 вытекает 

О ^ 1х(/, В) - /5(/, В) й М(В) - т(В) й М(А) - т(А) < а . 

Ввиду произвольности г теорема доказана. 

Примечание. Пусть Аеа ж/е ЩА). На основе предыдущей теоремы можно 
соотношением Р(В) =- 1(/,В), ВеаА, определить функцию Ре^а^, которую» 
мы будем называть неопределенным интегралом от функции/на множестве А. 
Обозначим ее через /(/). Из 11 вытекает, что функция /(/) аддитивна. 

35. Теорема. Пусть Аеа, /е ^(А) и хе Р. Пусть, далее, {Вп} с: аА — такая 
последовательность попарно непресекающихся множеств, что Вп-+ х и что 
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соединение любого конечного числа множеств этой последовательности при-* 
00 

надлежит а. Тогда ряд ]Г /(/, Вп) абсолютно сходится. 
п = 1 

Доказательство. Пусть утверждение теоремы неверно. Тогда, не умаляя 
общности, можем предполагать, что существует подпоследовательность {Сп} 

00 

последовательности {Вп}, для. которой %1(/9 Сп) = — оо. Так как /еЩА)У 
л = 1 

то существует М е §[!?(/, А), М(А) < 4- оо. Из 8 б), 25 и 32 вытекает, что Я = 
= М — 1(/) есть конечная неотрицательная супераддитивная функция. Пусть 
с < тш [#М(х), 0]. В силу Ж х и 22 найдется такое пъ что для п ^ пг будет 
М(Сп) = с С(Сп) и, следовательно, Н(Сп) = с 0(Сп) - 1(/, Сй). Далее найдется 

п2 = п19 для которого Х^(/' ^п) < сС(А) — Я(Л). Если мы положим С = У Сп> 

то СеаАив силу 32имеем 

н(л) ^ я(с) ^ 2 я(с.) ^ с Е о(с„) - 2 /(/, о > 

> с 6(С) - с е(л) + я(л) = Н(А) . 

Это, однако, противоречие. 

36. Лемма. лБЬш Л1 ? А2> Ах*о Аге а, то {Аг и Л2)* = Л* и ^4|. 

Доказателство. Очевидно, А\ и Л | с= (Лх и ^42)*. Пусть хе(Л х и А2)*, 
{Вп} а аЛхиА2 и пусть Вп -* х. Если Аг п В„ Ф 0 лишь для конечного числа 
индексов щ то с определенного п0 начиная Вп е аАг. Итак, в силу Жх будет 
х 6 У12. Следовательно, не умаляя общности, мы можем в силу Жх предполагать,, 
что Ах п Вп Ф 0 для всех п. Тогда из 16 и «ЗГ2 вытекает, что {А1 п Бй} с: сАх 

ш Аг п Вп -> х. Значит, х е А*. 

37. Лемма. Пусть А19А2> А±иА2еа и Ре%{<тА^А2) супераддитивна. Если 
А1 п А2 = 0, то 

*Е(Аг и Л2) = ппп [нД-4-.), *,Р(-42)] . 

Доказательство. Пусть хеР. Обозначим а1 = *Р(х, А^), г = 1, 2 и а = 
= *.Р(х, Л-. и ^42). В силу 7 г) будет а ^ т т (аъ а2). Предположим, что а < 
< т т (аъ а2) и выберем Ъ еЕ9 а < Ъ < т т (а19 а2). Тогда существует {Вп} с: 
с: с7^1иЛ2, для которой Вп -» х и Нт [.Р(БП)/С(.ВИ)] = * < Ъ. Если У1Х П Вп Ф 0* 
лишь для конечного числа индексов га, то с определенного п0 начиная Вп е аАг. 
Итак, в силу Жи а2 <* г < Ъ < а2, что и есть противоречие. Следовательно, 
не умаляя общности, мы можем в силу Жг предполагать, что Вп = А1 п Вп Ф 0Г 

п = 1, 2,..., 1 = 1, 2. Тогда из 16 и Ж2 вытекает, что {Вп} с: аА. и В^ ~> х. 
Учитывая теперь 22, мы получим, что для достаточно больших индексов п 
имеет место 

Р(В$^Ь6(В%, .=-1,2 
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и, следовательно, в силу супераддитивности функции Р и аддитивности функ
ции С (см. 4) будет 

Р(В„) ^ Р(В1) + Р(в1) ^ ъ\р(в1) + с(в1)\ = ъ а(вп). 

Из последнего неравенства однако легко вытекает, что I ^ Ъ. Это противоречие. 

38. Теорема. Пусть Аеа и/е%(А*). Тогда функции //(/) и 18(/) аддитивны. 

Доказательство. Достаточно доказать аддитивность 11(/). Однако,в силу 11 

достаточно доказать лишь субаддитивность ^^(/). Пусть В19 В2 еаА9 В = 

= Вг и В2 е аЛ9 Вг п В2 = 0 и пусть ^^(/, Вх) + ^^(/, В2) имеет смысл. Выбе

рем МьеШ(В^) и для Сеав положим МЬ(С) = М[С п В), если С п В* Ф 0, 

и М*(С) = 0, если С п В1 = 0. Положим, далее, М = Мх 4- М2. Без затрудне-

ний проверится, что функции М19 М2 ж, следовательно, также М суперадди

тивны. Так как М(С) = Мг(С) = Мг(С) для всякого С е ав., г = 1, 2, то, исполь

зуя 37, мы получим 

*М(В) = т т [*М(Вг)9 *М(В2)-\ = т т ^ М ^ ) , *М2(В2)\ . 

Из этого равенста в силу 7 а) вытекает, что М 6 9Й(В); итак, 

^^(/, в) ^ м(в) = мг(в) + м2(в) = м ^ ) + м2(в2). 

Следовательно, учитывая произвольность мажорант М19 М29 имеем 

^I(/9в) = ^^(/эв1) + ^^(/,52). 

39. Несколько утверждений. В этом абзаце приведем без доказательства 
некоторые важные свойства интеграла. Доказательства этих свойств подобны 
доказательствам аналогичных утверждений, содержащихся в [4] II, 63—73. 
Читатель может их без особого труда доказать сам на основе приведенного 
образца. 

а) Пусть Аеа и /9деУ(А). Тогда / + , / " , |/ | е^Е(А)9 тах (/, д) ефЕ(А) 
и т т (/, д) е УЕ(А). Если /9де Ч>0(А)9 то также / + , / " , | / | е %(А)9 тах (/, д) е 
е%(А) итт(/9 д)е%0(А). 

б) Пусть Аеа и /п9/е%(А*)9 п = 1, 2,.... Если /п /* / и ^ /(/ 1, А) > -со, 
то^А) ^Ш>А). 

в) Пусть Аеа и /пе §(-4*), п = 1, 2,.... Если ^7 (ш(/п9 А) > — со, то 

1Х (Цт тГ/Л, А) ^ Нт М ^^(/„, А) . 

г) Пусть Аеа9 д9 А,/ле^(Л) и гаусть д й/пйК п = 1,2, .... /Ясли су-
ществует Пт/„, т о Пт/П 6 *Р(Л) г/ 

^(1^т/п,л) = ̂ ^т (̂л,-4). 

д) Я^сть -4 Е с, /и е ^ ( Л ) , п = 1, 2,... г/ / е §(А*). Если /п 7 / и 1Е(/19 А) > 
> - со, то / е %(А) и 1Е(/п9 А) / ^Е(/ ) А). 
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40. Лемма. Пусть Аеа9/е ЩА) - %(А) и МеШ(/9А). Если М(А) < +оо, 
то М *М(х) = — со. 

хеА* 

Доказательство. Предположим, что шГ^М(х)> —со и выберем с ^ 
хеА* 

^ т ш [шГ *М(х), 0]. Функция Мг = М — сО супераддитивна и для всех хеА* 
хеА* 

имеем 

*Мх(х) ^ *М(х) - с ^ тах [/(х), 0] = /+(х) > -со . 

Следовательно, М-! 6 9Й(/+). Так как в силу 39 а) имеем / + е *$Е(А) и 

0 ^ / Е ( / + , А) ^ Мг(А) = М(Л) - с С(А) < +оо , 

т о / + б $р(Л). ИЗ 29 вытекает, что также |/ | е ЩА)9 потому что |Дх)| = 2/+(х) — 
— /(х), как только правая часть имеет смысл. Это, однако, противоречит 
предположениям. 

41. Теорема. Если выполнены требования абзаца 15, то ЩА) = ^0(А) для 
всякого множества А е а. 

Теорема сразу вытекает из 17, 20 и 40. 

42. Соглашение. В абзацах 42—56 мы будем предполагать, что кроме тре
бований У1 и Жх — Жъ выполнены также требования 0>г и Ж4. 

Примечание. Из предположений 0>

1 и Ж4 непосредственно вытекает, что 
всякая последовательность {Вп} с а сходится не более чем к одной точке хеР. 

43. Теорема. Для каждого Аеа имеем А* =* А. 

Доказательство. Из Ж4 непосредственно следует, что А* с А. Пусть 
существует хеА — А*. Для В е аА положим Р(В) = — со, если х е В, и Р(В) = 
= + оо, если х ф В. Тогда Р аддитивна и Р(А) = — со. Выберем у е А* и {Вп} с 
с аА9 Вп -> у. Так как у Ф х и Р — пространство Хаусдорфа, то из Ж4 выте
кает, что начиная с определенного п0 будет х ф Вп и, следовательно, Р(Вп) = 
= +оо. Значит, *Р(у) = +оо для всех у е А*9 что противоречит Жъ. 

44. Теорема. Если Аеа9 то А компактно. 

Доказательство. Для В еаА мы положим Р(В) = +оо, если В компактно, 
и Р(В) = — оо в противном случае. Легко проверяется, что определенная 
таким образом функция Р аддитивна. Пусть х е Р, {Вп} с аА и Вп -» х. Из ЗРХ 

вытекает, что существует компактная окрестность ^ точки х. В силу Ж49 

начиная с определенного п09 Бй с 17 и, следовательно, Р(Вп) = Ч-оо. Значит, 
*Р(х) = + оо для всех хеР. Из Жъ вытекает, что Р(А) > — оо. Итак, по опре
делению функции Р множество А компактно. 

Примечание. Для доказательства теорем 43, 44 мы употребляли лишь 
предположения 0>и ЖЪ9 и Ж4. 
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45. Лемма. Пусть Ае<г,/в§(Д) ихёЯ* Если положим Р ** //(/)• то р'(х) <* 
~ /(х), как только функция / непрерывна в точке х. 

Доказательство. Лемма очевидно терна* если тх{Р) *а §* Пусть* сле
довательно, существует такая последовательность {Вш\ с #Лч что В^-^х 
ж Р(Вп)/0(Вп) -> *. Положим тя « шГ/(х) и 0„ » эдрДх). Из 10 в) и 28 вытекает 

чо(в,)^р(аЛйЯС(Д^ 
Так как частное Р(Вп)/С(Вп) имеет смысл, то 0(1^) > 0, и делением последнего 
неравенства на С(В„) мы получим 

<»ш*Р(вЙ)1с(в1)$а„9 *~ иг.... 

Если теперь функция/непрерывна в точке х, то» учитывая М\ч имеем Нт тш « 
в Нт Оя = /(х). Значит, г «* Дх), и лемма верна в силу ? а). 

46. Теорема. Пусть Авс и /бЦ(Я). Ясли функций / конечна и непрерывна* 
то существует интеграл Ньютона Д/, Л), 

Теорема непосредственно вытекает из следствия теоремы 27, так жшш ш силу 38 
и 45 имеем 1Х(/) е Щ/$ А) п т ( / Л), 

47. Некоторые обозначения. Пусть В - система §дас миожестн Бореля 
пространства Р (см. [2] § 51). Через Щ и € мы обозначим соответственно класс 
всех открытых множеств системы В и класс всех компактных множеств 
пространства Р. Если р> — регулярная борелеескан мера (см. [21 § 52), заданная 
на системе 55, то по определению регулярности дня каждого множестаа В е В 
выполнены равенства: 

р(В) - шГ {/<С7) : В с ( / € @ | » аир {/|(С>: » » С « <5}. 

Следовательно, к множеству В €® существуют такие множества V и С, имею
щие соответственно тип Р$ к О* что С с В с У и /4(#) ^ /*({/) « /|(С). 

Пусть А е 85 и / б 8(Д). Через /^ / ф мы обозначим, инт&утл Лейега от фумк« 
сни/на множестве 4̂ но мере у. - если он» конечно» сукдествует. Так как ш да* 
льнейшем мы будем пользоваться лишь одной определенной мерой (^ то не 
возникнет недоразумение» если вместо/д / % будем писать только | 4 /. Систе
му всех борелееских, т.е. $д-измеримых* функций /б |(Л), дда которых суще* 
ствует конечный интеграл $л /, мы обозначим Х(4), 

Если X с Р, то хх означает характеристическую функцию множеспю X, 

48. Соглашение. В абзацах 48—56 и 60-63 мы будем прелполага!!», что 
а <= 58 и что на системе 95 задана определенна! регулярна* борелеяская мера /*, 
которая на системе сг совпадает с функцией С, определенной а 4* Т.е. требуется» 
чтобы [л(А) == 0(А) для всякого множества А е <г-

Примечание, Читателю советуется сразу прочитать примечание к теоре
ме 63. 
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49. Лемма. Пусть Аео и /е%(А). Если функция / конечна и непрерывна, 
то1(/9А)~!А/. 

Доказательство. Одинаковым способом как и в 45 докажется, что неопре
деленный интеграл Лебега // является общей мажорантой и минорантой 
функции/на множестве А и используется следствие теоремы 27. 

Примечание. Для верности только что приведенной леммы неважно, что 
мера )л регулярна. 

50. Лемма. Пусть А в-а и .В е 25. Если /и(В) = 0, то какого бы ни было в > 0, 

существует такая аддитивная функция Рв>г е Щ(сгЛ), что 0 ^ Рв>е ^ в и 

*РвАх* ^) ^ + °° &ля всех х € -& 

Доказательство. В силу 47, 48 существуют такие множества ^пе®, что 
В с ^п Ж ц$п) й в/2% п = 1, 2,.... Положим Рп(С) = р(С п ̂ п) для Свал 

00 

и Рв^ш ш X Рп. Очевидно, Рв>|, аддитивна и 0 ̂  т 7 ^ ^ г. Пусть теперь хеВ, 
#«1 

{С#} с: ^ и ^ 4 х. Из .ЗГ4 вытекает: для каждого п найдется такое кт что 
для всех к 2Б &„ будет Сл с Ця и, следовательно, ^„(С^) =- /*(СЙ). Значит, ^„(х) ^ 

00 

;> 1, « « 1, 2,.... В силу 23 и 7е) мы заключаем Л Д * ) ^ X АС*) — + 0 °-

51. Теорема, Пусть Аеаи/д в %(Л). Если/ = # почти всюду, то 

Ш> *)-*&> А) и 1&,А)ш1/09А). 

Доказательство. Пусть 1г(/, А) < 1г(д, А). Тогда существует такая Ме 
е 2Й(/), что М(Л) < /;(б/, Л). Выберем положительное число в < 1х(д, А) - М(А) 
и положим В =- { х б ! :Дх) Ф #(х)}, Мх = М -т- -Рц,* (см. 50). Без особого 
труда проверяется, что М% е 93%). Это, однако, противоречие, потому что 
МХ(А) ^ М(А) + с < //($, Л). Следовательно, 1Х(/, Л) 2> 1х(д, А). Обратное не
равенство вытекает из симметрии отношения „/ = д почти всюду". 

Применяя только что доказанное утверждение для функций —/, — д, мы в силу 
10 а) получим, что также /у(/, А) = 1$(д, А). 

Примечание. Интересно, что в доказательстве утверждений 50, 51 мы упо
требляли лишь предположения &>г и -ЗГ4-

52. Лемма. Если А есг и Ве(&, то %п в ЩА)1) и 1(хв, А) == §А%в. 

Доказательство. В силу 47 существуют такие множества ^пе®, п = 
00 

= 1,2,..., что если мы положим ^ — Г\^п, то В с: ̂  я р(В) = /*((/). Не умаляя 

общности, мы можем предполагать, что множества ^п образуют убывающую 
последовательность. Из [2] § 50, теорема В, вытекает, что можно найти непре
рывные функции / я е$(Р), для которых 0 ̂  /„ <; 1, /п(х) = 1, если хеВ, 
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и /п(х) = 0, если х е Р - *У„. Так как /„ е У(А), /(/„, А) = /л/„ (см. 49) и/„ -* д, 
почти всюду, то в силу 28, 39 г) и 51 будет Хв е У(А), причем 

1(Хв, А) = 1ш !(/„, А) = Кт Г /„ = Г Х в . 
^-4 ^ л 

53. Лемма. .Если А е а и В е 25, то Хв е Ф0О *) г/ /(&,, -4) = \А Хв-

Доказательство. В силу 47 существуют такие множества Сп е @, что если 
00 

мы положим С = и Ст то С с: В и р.(В) = р(С). Не умаляя общности, мы 

можем предполагать, что множества Сп образуют возрастающую последо
вательность. Тогда Хсп -* Хв почти всюду. Из 28, 52, 39 г) и 51 вытекает, что 
Хв 6 ф(̂ 4)5 причем 

ICřв, -4) = lim%cn, A) = Иm %Cn = 
JЛ Jv )А 

Следствие. Пусть Аеа. Из предыдущей леммы и теоремы 29 вытекает, 
что если / - 25-простая функция (см. [2] § 20), то /е*ф(А) *) и 1(/, А) == /л/. 

54. Теорема. Пусть Аеа и /,д е %(А). Если /(х) = д(х) для всех хеА, то 

ША)=Щ,4 иША\ = Ш,А). 
Доказательство. Из 44 вытекает, что 1 е С Положим к = (+со) . ХЛ-А-

Так как пХ^А е ЦА) И 1(ПХЖ-А> Л) = п / л ХЖ-А = 0, п = 1, 2,... (см. 53), то 

в силу 39 д) будет к е ЩА) И 1(к, А) = 0. Очевидно, 

Дх) - к(х) й д(х) й /(х) + к(х) , д(х) - к(х) = Дх) ^ в(х) + *(х) , 

как только суммы вправо и разности влево имеют смысл. Интегрируя эти 
неравенства и применяя 10 в) и 24, мы получим доказываемые отношения. 

55. Определение. Пусть Аеа ж пусть/функция, определенная почти всюду 
в А. Пусть, далее, д е §(Д) — такая функция, что д(х) = Дх), как только /(х) 
определено. Числа //(#,-4) и 15(д,А) называются соответственно верхним 
и нижним интегралом от функции/на множестве А и обозначаются соответ
ственно через /г(/ А) и /5(/, А). Символы 1Е(/, А) и /(/ А) тогда определяются 
вполне аналогично как в 9. 

Примечание. Теоремы 51 и 54 показывают, что значения /г(/, А) и 18(/, А) 
не зависят от выбора функции д. Следовательно, предыдущее определение 
корректно и не противоречит определению 9. Для интеграла, определенного 
в этом абзаце, справедливы все утверждения, приведенные в предлагаемой 
статье. 

56. Теорема. Пусть Аеа. Тогда %(А) а У0(А) и /(/, А) = $А/ для каждой 
функции /е&(А). 
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Доказательство. Выберем / е $(А) и предположим сначала, что / ^ 0. 
В силу [2] §20, теорема В существуют такие неотрицательные ЭЗ-простые 
функции /п, п = 1,2,..., что /и /* / * ) . Из следствия леммы 53 и 39 д) вытекает 

1Е(/, А) = Пт1(/п,А) = Нш Г /й = Г / Ф ±со . 

Значит, /б ф0(А). Если/е 2(Л) произвольна, то, применяя только что доказан
ное для функций/4",/"", достаточно использовать 29. 

57. Проблема. Опустим требование регулярности борелевской меры ^, 
введенной в 48. Будут ли тогда справедливы теоремы 51, 54 и 56? 

Примечание. Так как мера Бэра всегда регулярна (см .[2] § 51 и § 52, теоре
ма О), то для решения предложенной проблемы надо заняться топологически
ми пространствами, содержащими компактное множество, неявляющееся Сд 

множеством (см., напр. [1] гл. 2, § 11). 

58. Обозначение. Пусть выполнены требования 0>х и &*ъ. Тогда для каждо
го множества А е а и каждого натурального числа п мы обозначим $п = 
= {К е Мп: А п К Ф 0}, где $п — локально конечное непересекающееся покры
тие пространства Р, постулированное в предположении 9>ъ. 

Примечание. Сразу видно, что если кроме 0>х и 9*ъ выполнено также 3?2, 
то для всякого А е а системы $%, п = 1, 2,..., конечны. 

59. Теорема. Если выполнены требования 0>х, 9*х — &>ъ, Ж2 и Жъ, то выпол
нено также требование Жъ. 

Доказательство. Пусть имеют место 0*х,9
?

х-- &'Ъ,Ж2 и Жъ. Пусть, 
далее, А е а и Р е %(аА) — такая супераддитивная функция, что *Р(х, А) > — со 
для всех х е Л*. Предположим, что существует В е аА, для которого Р(В) = 
= —со. В силу 58 образуют множества В п К, где Ке $\, конечное непересе
кающееся покрытие множества В. Из 5?х и супераддитивности функции Р 
вытекает, что 

-со ^Р(В)^^Р(ВпК) (Ке$$, 

как только сумма вправо имеет смысл. Следовательно, существует Кх е Жх, 
для которого р(В г. Кх) = —со. Подобно найдется такое К2еМ2

пКг с: М2, 
что Р(В п К2) = — со (в самом деле, К2 <= Кх; итак, В п К2 = В слКх п К2). 
Продолжая этот процесс, мы индукцией построим убывающую последователь
ность {Кп}, для которой Кп е $® и Р(В п Кп) = — со, п = 1, 2,.... В силу Жъ су
ществует такое х е Р, что Кп -* х. Из Ух и Ж2 вытекает, что также В п Кп -+ х. 
Следовательно, х е А * и *Р(х) = — со. Это противоречие. 

Примечание. Из доказательства предьвдущей теоремы вытекает следующее 
утверждение: 
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Пусть выполнено 0>и 9}

1 —&Ъ9 пусть АеаяР е $(<7А) супераддитивна. Если 
Е(А) = — оо, то существуют такие КпеЖП9 что Кп+1 с 1 П 5 Кп п Аеа и 
Е(Кпг\ А) = -оо, п = 1,2,.... 

60. Соглашение. В абзацах 60—63 мы будем предполагать, что выполнены 
требования 0>19 6Р± - 9>Ъ9 Жъ Ж19 Жъ и ЖА. 

Примечание. В силу теоремы 59 будет выполнено и требование Жъ. Значит, 
при только что приведенных предположениях имеют место все утверждения 
абзацев 1-11, 22-40 и 42-56. 

61. Лемма. Пусть Аеа9 /е$(А) и сеЕ. Если/^ с > — оо и ^^(/, А) < + оо, 
то каково бы ни было 8 > 0, существует такая функция д е 2(Д), что 

д*/ и Г д<ША) + *. 

Доказательство. Пусть Жп = {К*}^ Для всех КпеМп мы положим Ап = 
= А г\ Кп. Из 58 и Ух вытекает, что {Ап} с= аА9 п = 1, 2,..., суть конечные 
непересекающиеся покрытия множества А. Выберем в > 0 и такое М е 5К(/, .4), 
чтобы М(Л) < ^^(/, Л) + е. Положим ф1") = М(Л")//г(Л"), если частное 
М(Ап)1}х(Ап) имеет смысл, и *;(,4") = + ОО В противном случае. Легко проверит
ся, что ь(Ап^) > —оо. Следовательно, можно определить измеримые снизу 
ограниченные функции 

Л = ( + « > ) . й - 4 + Е < > - Ь ^ 11 = 1,2,... . 

Тогда 

-00 < f /. = (+oo)f XJ-A + Y^A^Í ^ n = ^ " ) ^ " ) š M ( ^ ) . 
J^j» JA/» * JA/* 

В самом деле это ясно, если 1л(Ап) > 0; если /л(Л") = 0, то М(А") ^ ^^(/ ) Л") = 
= 0 = §А.п/п. Отсюда вытекает 

-оо < Г / = У [ Г< У.М1АЧ) = М(А) < + оо . : í fn = ZÍ L^EM(A3)áM(A) 
JA J J Ajn J 

Значит, / в б 2 ( 4 Если мы положим # = Н т М / п , то функция # измерима 
и д(х) = + оо _• Дх) для всех хеА — А. Выберем определенную точку хеА 
и множество А*, содержащее эту точку, обозначим через А,, п = 1, 2,.... 
Из $Ри Ж39 Ж2 и «УГ4 вытекает, что Ап -> х. Итак, в силу Жх будет 

д(х) = 1нп 1пГ/„(х) = Нт ш( ь(Ап) = *М(х, А) =- Дх) . 

Следовательно, ^ / ^ с и 

— 00 < # g lim inf fn <: M(A) < Jj(f, A) + a < + oo . 
i J A 

Последнее неравенство одновременно показывает, что д е 2(Л). 
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Следствие. Пусть А ее и /еф(Л) ограничена. Тогда каково бы ни было 
г > О, существуют такие функции д, к е 2(4), что Ь <: / ^ д и / л (д - /г) < е. 

62. Лемма. Пусть А ЕСТ. Если функция/е ЩА) ограничена, то/е %(А). 

Доказательство. В силу следствия леммы 61, существуют такие функции 
дп9 Нп е ЦА), что пп й/й 9„ и $А(дп - кп) < 1/п, п = 1, 2,.... Положим д = шГ#п 

и к = аир/2,,. Тогда #, Не 2(Л), А ^ / = # и $Л(д - й) = шГ/ А (л - йя) = 0. 
Следовательно, д = А = /почти всюду; итак, / е 2(Л). 

63. Теорема. Если А$с9 то У0(А) = %(А). 

Доказательство. Учитывая теорему 56, нам достаточно доказать лишь 
соотношение У0(А) с 2(Л). Выберем /е^0(А) и предположим сначала, что 
/ = 0. В силу 28 и 39 а) будет /„ = пип (/, п) е У0(А), п = 1, 2,.... Так как функ
ции/., ограничены, то /я е &(А) и \А /п = /(/„, Л) (см. 62, 56). Так как /и г /, то из 
39 д) вытекает 

ľ / = lim f /„ = limlfø,, Л)= /(/. A) Ф + oo 

Следовательно, / е 2(Л). Если /е^0(А) произвольна, то, используя 39 а), 
достаточно применить только что доказанное для функций/4",/". 

Примечание. Без всяких затруднений проверится, что все утверждения 
абзацев 48 —56 и 60—63 будут справедливы и в том случае, если вместо регуляр
ной борелевской меры р, определенной на системе 25, мы будем пользоваться 
ее пополнением р, определенным на системе 23 (см. [2] § 13). Это мы употре
бим в следующих шести абзацах, где проиллюстрируем до сих пор излагаемую 
теорию примером в г-мерном евклидовом пространстве. Мерой Д здесь будет 
лебеговская мера, определенная на системе 23 всех множеств, измеримых 
в смысле Лебега. 

64. Некоторые обозначения. Пусть г = 1 — определенное целое число. 
Через Ег мы обозначим г-мерное евклидово пространство и через р лебеговскую 
меру в Ег. Скажем, что множества А,В<=ЕГ эквивалентны и пишем А == В, 
если р[(А - В) и (В - А)] = 0. 

ЕСЛИ А а Ег ограничено и измеримо, то число \\А\\, определенное в [5] 2, 
мы назовем поверхностью множества А. % будет система всех ограниченных 
измеримых множеств А а Ег9 для которых || Л|| < + оо. Строго говоря, в статье 
[5] число || А || и система 21 определяются лишь тогда, когда г > 1. Однако 
из упомянутой статьи вытекает, что если г = 1, то естественно определить % 
как систему всех ограниченных множеств А с: Е19 для которых существуют 
целое число 1 ^ 0 и такие действительные числа ах < Ьг < ... < ах < Ь19 что 

А = У (аь Ь;), и положить ||Л|| = 21 (см. [5] 33). 

341 



Через $ мы обозначим систему всех интервалов вида X <Я/> Ь^2), где 
1=1 

ар Ъ$ — действительные числа, а5 < Ър ) = 1, 2,..., г. Из [5] 20 вытекает, что 
$ с 21. 

65. Соглашение. Вплоть до конца этой статьи мы будем предполагать, что 
Р = Ег9 Ж <= а с % и что система <г удовлетворяет требованию 9>х. В абзацах 
65—69 мы будем далее предполагать, что О = \х *), где \х — лебеговская мера 
в ЕГ9 и что каждому х е Ег поставлены в соответствие множества 

< = {{В„} а а : й(Вп и {х}) -• 0} 3) , к2

х = {{Вп} е кг

х : шр ||ВВ | < + со} 

и если г > 1, также множество кх = {{Вп} етс* : \\Вп\\ -» 0}. 

66. Несколько примечаний, а) В силу [5] 35 мы можем положить прямо 
а = {А 6 % : А Ф 0}. 

б) Пространство Р и система а удовлетворяют, очевидно, предположениям 
&19&2жУ19&2. 

в) Ясно, что множества кх9 г = 1, 2, 3 удовлетворяют требованиям Ж± и Ж±. 
Требование Ж29 очевидно, выполнено для множеств к\. Для множеств к2 и к% 
вытекает Ж2 соответственно из [5] 35 и [6]. 

г) Пусть п — натуральное число. Через Жп мы обозначим систему всех 
г 

интервалов вида X <*//2и, (*,- + 1)/2") 2), где ^ - целые числа,./ = 1, 2,..., г. 
1=1 

Для п = 1,2,... образуют Жп локально конечные непересекающиеся покры
тия Ег9 причем 1 п с | с а и 1 в + 1 является уплотнением Мп. Следовательно, 
система а удовлетворяет предположению У*ъ. 

д) Множества кх9 г = 1, 2, 3 удовлетворяют предположению Жъ. В самом 
оо 

деле, если Кп е Жп и Кп+1 а Кп9 то существует точка х0 е П Кп и из [5] 20 вы-
п = 1 

текает, что {Кп} е к1

Хо9 г = 1, 2, 3. 

е) Из 59 и предыдущего вытекает, что во всех случаях выполнено требова
ние Жъ. 

ж) Так как тс2 с: тс1 и если г > 1, также к^ с: к:2 для всех х е Ег, то в силу 31 
имеем ^(А) а ^2(А) и если г > 1, также ф2(-4) с= У3(А) для всякого множества 
Л е ст. При этом кажды два из интегралов 1\ г = 1, 2, 3 совпадают на пере
сечении своих областей определения. 

з) Сразу видно, что множества кх для всех хеЕг совпадают с множества
ми кх9 определенными в 15. Следовательно из 41, 56 и 63 вытекает, что если 
А е <у9 то ЩА) = ф0(Л) = 2(Л) и 1\/9 А) = $А/для каждой функции/б ЩА). 

) X У4* есть декартово произведение множеств А%, А2,..., Аг. 
1=1 

3 ) Через с$(Б) обозначается диаметр множества В а Ег. 
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67. Лемма. Пусть аь ЪьеЕ, Ьг^0, г = 1, 2,..., п. Если частное ^ аь\ ]Г Ь§ 
1 = 1 1 = 1 

имеет смысл, то существуют такие целые числа /,-, 1 -й г] -^п, } = 1,2, что 

* = 1 1 = 1 

Доказательство. Так как остальные случаи тривиальны, будем сразу 
предполагать, что аь Ъг — конечные числа ж Ъг> 0, г = 1, 2,..., п. Пусть 

аи - а^ аи а*ъ /. А * \ 

— = т т —= и - - = тах —* (г = 1, 2,..., п). 
и И 

Тогда (я^Ь*.) Ъг ^ а* = (аь/ЬС2) Ъг и, следовательно, (л^/Ь,,)^ Ь, = ^ а . = 
И И 1 = 1 1 - = 1 

= (а 12/̂ *2) .Е &* -Делением последнего неравенства на ]Г Ъг мы получаем дока-
1 = 1 1 = 1 

зываемое соотношение. 

68. Теорема. Пусть Аеа и Ре %(&А) супераддитивна. Тогда *Р1(А) = *Р2(А) 
и если г > 1, также *РХ(А) = *РЪ(А). 

Доказательство. Выберем хеЕг и предположим, что г > 1. Так как 
к1 с: к1 а к\, то ^ ( х ) ^ *-^2(х) ^ *^3(х). Следовательно, достаточно дока
зать, что *Рг{х) = *-Р3(х). Пусть *Рг(х) < *.Р3(х). Тогда существует такая 
последовательность {Вп} а сгА, что {Вп} е к\ и Нт [̂ (В^/О^В,,)] < *-Р3(х). Не 
умаляя общности, мы можем предполагать, что Р(Вп)/С(Вп) < +со,п = 1,2,.... 
Пусть $*п = {2СР}* (см. 58). Для всех Кп

к>
р е &в

р

п мы положим Вп

к>
р = Вп п .КЕ* 

п, р = 1, 2,.... Выберем определенное натуральное число п. Из Ух вытекает, 
что {Вп

к'
р}к с аВп, р = 1, 2,..., суть конечные непресекающиеся покрытия мно

жества Ви. Если для некоторого числа р сумма ^ Р(В1'Р) не имеет смысла, то 
к 

существует такое число кр, что -Р(В^Р) = — со и, следовательно, 

Р(В1;р)10(Вп

к;
р) = - о> = ^(вл)/е(в„). 

Если сумма ]Г Р(В1'Р) имеет смысл, то имеет смысл и частное ]Г Р(В1'р)/% 0(Вп

к

р). 
к к к 

В самом деле, если 0 = ^ С(^' р ) = 0(Вп), то 0 > ^(В,,) = ^ р ( В к Р )> Однако, 
к к 

тогда в силу 67 существует опять такое число кр, что 
р{в1-;)[в(вк;") ^ X * ( в Э Д б(в*к") й *(А)/е(А) • 

к к 
Из [5] 20 и [6] вытекает, что 'Ит \\В1'Р\\ = 0. Значит, можно найти число р(п)9 

р-+оо 

для которого И ^ ^ И < 1/л. Если мы теперь положим Ап = Вп

к'
р^, п = 1, 2, ..., 

то {А}ек;3 и 
11т вир [Р(Ап)Ю(АпУ\ й Нт [Р(ВЙ)/С(ВЙ)] < ^ 3 ( х ) . 

Это противоречие. 
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Пусть г = 1 и пусть *Рг(х) < *Р2(х). Тогда существует такая последователь
ность {Сп} с (тА, что {Сп} екхж Шп [Р(Сп)1С(Сп)] < *Р2(х). В силу 64 существуют 
целые числа 1п и такие действительные числа а\ < Ъ\ < ... < ап

п< Ъп

п, что 

Сп = \) (аь Ъ^. Пусть рп —натуральные числа, для которых 2~Рп < т т ( а г Ъ1ш,х) 

(I = 2, 3,..., /„). Для каждого натурального числа п образуют множества 
Сп п К, где К е Мр1, конечное непересекающееся покрытие множества Сп. 
Аналогично как в первой части доказательства проверится, что можно найти 
Кп е $%", для которых 

Е(Сп п Кп)Ю(Сп п Кп) й Е(Сп)/0(Сп), 

п = 1, 2,.... Так как \\Сп п ЛГЖ|| = 2, то {Сл п Кп) ек2

х. Итак, последнее нера
венство непосредственно ведет к противоречию. 

Примечание. В доказательстве предыдущей теоремы мы пользовались 
лишь аддитивностью функции О. 

69. Теорема. Пусть Аеа. Тогда У>2(А) = ф%(А) = %(А) и если г > I, также 
У3(А) = &(А). 

Теорема непосредственно вытекает из 68, 8 а), 66 з). 

Примечание. При некотором выдоизменении излагаемой теории возможно 
на системе 21 определить интеграл, являющийся обобщением интеграла Ле
бега. Это, однако, будет изложено в статье [7]. 

г 

70. Обозначение. Если К = X <Я/, Ь/> 2), где о,, Ь,- — действительные 
]=1 _ г 

числа, а] < Ър ) = 1, 2,..., г, то мы положим К = X (ар Ь;). Пусть О е $((?) — 

— произвольная функция, введенная в 4. Через С мы обозначим функцию, 
определенную на системе всех компактных невырожденных интервалов К а Ег 

соотношением С(К) = С(К). Функция О аддитивна в смысле определения [4] II, 
21. Если теперь Х с Е г - компактный невырожденный интервал и /€§(&)» 
то мы можем рассматривать интеграл /к/ей, определенный в [4] II, 47 (если 
он конечно существует). 

71. Теорема. Пусть а — минимальная система, содержащая $ и удовлетворя
ющая требованию &*ъ и пусть 

кх={{Кп}е$:хеКп, л = 1 , 2 , . . , и сВД -> 0} 3) 

для всех хеЕг. В этом случае А ее тогда и только тогда, когда существуют 
р 

такие непересекающиеся интервалы Аг е $, / = 1, 2,..., р, что А = \) Аг. Поло-
1 = 1 
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жим Кг = Аь г = 1, 2, ...,р. Тогда 

для каждой функции/е$(А), для которой либо выражение влево, либо выраже
ние вправо имеют смысл. 

Доказательство этой теоремы весьма просто ж читатель может его без 
особого труда провести сам. 

При подготовке предложенной статьи ряд ценных примечаний сделал проф. 
Ян Маржик (^ап Мапк). Автор выражает ему свою благодарность. 
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Výtah 

PERRONŮV INTEGRÁL V TOPOLOGICKÝCH PROSTORECH 

VÁCLAV PFEFFER, Praha 

Budiž P neprázdná množina a budiž a neprázdný systém jejích neprázdných pod
množin. Systém a nechť je uzavřený vůči operaci množinového rozdílu, pokud tento 
rozdíl zůstává neprázdný. Je-li A e a, bude aA množina všech částí A, jež patří do a. 
Na systému a budiž pevně dána nezáporná konečná aditivní funkce G. Ke každému 
bodu xeP přiřaďme jistou množinu posloupností {Bn}, Bn e a, n = 1, 2,... a označ
me ji KX. Je-li A e a, je A* množina všech x e P, k nimž existuje taková posloupnost 
{A} e KX, že BneaA, n = 1, 2,... 

Dolní derivací funkce F definované na aA, Aea,v bodě xeP vzhledem k množině 
A nazveme infimum množiny všech čísel t (konečných nebo nekonečných), ke kterým 
existuje taková posloupnost {Bn} e KX, žeBneaA,n = 1, 2,... a lim [F(£n)/G(íQ] = t 
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(přitom klademe a/0 = + oo pro a > 0, a/0 = - oo pro a < 0, podíl 0/0 se nedeS-
nuje). Označíme ji *F(x, A). 

Budiž A 6 a a budiž / funkce definovaná na A®. Superadiíivní funkcí M defino
vanou na aA nazveme majorantou funkce f m množině A, jestliže 

x e A* => - oo + %M(x, A) 5g f(x) • 

Číslo inf M(A), kde infimum se bere přes všechny majoranty funkce/ na množině Áf 

nazveme horním integrálem funkce / na množině A a označíme je //(/, A), Je-Ii 
Ij(f, A) = — J/(—/, AI) 4= ±oo, nazveme tuto společnou hodnotu integrálem funkce/ 
na množině A a označíme ji /(/, A). ty(A) bude systém všech funkcí, jež mají na mno
žině A integrál. 

Nyní předpokládejme, že platí: 
cťt. S každou posloupností patřící do KX, xe P, patří tam také všechny posloup

nosti z ní vybrané. 
«3f 2 . Je-li xeP, {Bn} EKX, Aeaa. A n Bnea, n = I, 2,..., je také {A n Bn} e KX 

Jť3. Je-li F taková superaditivní funkce definovaná na aAy A e <r, že ^F(A% A) -* 4* oo 
pro všechna x G A*, je F > — oo. 

(Je-li P lokálně kompaktní Hausdorířův topologický prostor, splňující první axiom 
spočetnosti, můžeme vskutku volit systém a a množiny KX tak, že předpoklady 
Cťt —čť$ jsou splněny.) 

Za těchto předpokladů obsahuje systém ty(A), A Ba, všechny konečné konstanty 
a je uzavřený vůči limitním přechodům pro posloupnosti majorísované a minoriso*-
vané integrovatelnými funkcemi. Je-li f,ge ty(Á), je také af + (íg e ty(A) (po libo
volném dodefinování tam, kde a/(x) + P g(x) nemá smysl) pro všechna reálná čísla 
a, /?. Integrál /(/, A) je potom nezáporným lineárním funkcionálem definovaným na 
ty(A) a platí pro něj obvyklé věty o limitních přechodech za integračním znamením* 
Existuje-li I(f, A), existuje také / ( / B) pro každou množinu B e aÁ, přičemž neurčitý 
integrál /(/) je aditivní množinovou funkcí. 

Nechť P je lokálně kompaktní Hausdorfřův topologický prostor a nechť ještě plutí: 

j f 4. Je-li {Bn} e KX a je-li U okolí bodu x e P, je od určitého indexu počínaje 
Bn cz U. 

Pak pro každé A ea je A kompaktní, A* = AT a ty(A) obsahuje všechny konečné 
spojité funkce, definované na A. Jsou-li všechny množiny systému a borelovské 
a existuje-li regulární borelovská míra jn, jež na a splývá s funkcí tř, nezávisí hodnota 
Ij(f, A) na tom, jak je funkce/ definována na I — A. Existuje-li Lcbcsgueův integrál 
jAfdn, je / e $(A) a I(f, A) = J^/d/i. 

Nechť existuje taková posloupnost {$n} lokálně konečných disjunktních pokrytí 
prostoru P, že $n c a a $ r t +i je zjemněním Si„9 n = 1, 2.... a nechť platí: 

jTg. Je-li Kne$n a K„+i c Kn, n = 1,2,..., existuje takový bod X G P , že 
{KJe/c*. 
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Pale existuje Lebesguefiv integral jAfdpi, privS kdy2 existuji integrity I(f,A) a 
/( | / | , A). Pfi torn pfedpoklad Jf 3 plyne z predpokladu <?f 2 a ̂ 3 , jakmile jsou uz&very 
vgech mnoiin ze syst6mu cr kompaktni. 

Summary 

THE PERRON INTEGRAL IN TOPOLOGICAL SPACES 

VACLAV PFBFFER, Praha 

Let P be a non-empty set and a a non-empty system of non-empty subsets of P. Let 
the system a be closed with respect to the operation of forming non-empty differences. 
If A e <r, we denote by aA the set of those parts of A which belong to a. Let there be 
given on the system a a non-negative finite additive function G. To each point xeP 
associate a certain set of sequences {Bn}, Bne a, n = 1, 2, . . . and denote it by KX. If 
A e <r, let A* be the set of all x e P for which there exists a sequence {Bn} e KX such that 
BneaA, n -*« 1, 2 , . . . 

Given a set A e a and a function F defined on aA, we call the lower derivate of F at 
a point xe P relative to A the lower bound of the set of the numbers t (finite or in
finite) such that there exists a sequence {Bn} EKX for which Bn e aA> n = 1, 2, . . . and 
lim [F(Bn)/G(Bn)] » t (putting a/0 -= + 00 for « > 0 and a/0 ==-00 for a < 0, 
without defining the ratio 0/0). We shall denote it by %F(x, A). 

Let Al 6 cr and /be a function defined on A*. A superadditive function M defined on 
aA is termed a major function of the function/on the set A if 

xeA*=> — 00 # * Af(x, A) 2g / (X) , 

The number inf M(A), where M is any major function of the function/on the set A, is 
called the upper integral of the function/ on the set A and is denoted by Ix(f A). If 
//(A -4) = —'/(—/• -4) # ± 00, then this common value is called the integral of the 
function/on the set A and is denoted by / ( / 4̂). ty(A) will be the system of all functions 
integrable on the set A. 

Let us suppose that the following conditions are fulfilled: 

.3ft. With each sequence belonging to KX, all of its subsequences also belong to KX. 
Jf2. If x e P, {Bn} € K*, 4 6 a and .4 n Bw e <r, ra = 1,2,..., then also {Al n .Bw} € KX. 
«af3. -f ̂  *s a superadditive function defined on aA, Aea, such that *F(x, A) == + 00 

for all x 6 *4*, then F > — 00. 

(If P is a locally compact first-countable Hausdorff topological space, we can actually 
select a system a and sets KX such that the assumptions Jft ~~Jf3 are fulfilled.) 

Under these assumptions the system ty(A), A e a, contains all finite constants and is 
closed with respect to taking limits of sequences majorized and minorized by integrable 
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functions. If/, g e ^J(A), then also of + fig e ^(A) (we assign af + fig an arbitrary 
value at points x e A* at which ocf(x) + {) g(x) is meaningless), for all real n ambers 
a, jS. The integral I(f, A) is then a non-negative linear functional defined on ty(A) for 
which the usual theorems on the limit transitions under the integral sign are valid. 
If !(/, A) exists, then there also exists !(/, B) for each set BeaA and the indefinite 
integral / ( / ) is an additive set function. 

Let P be a locally compact Hausdorff topological space and let the following condi
tion be fulfilled: 

JT4. If {Bn} e KX and U is a neighbourhood of the point x e P, then there exists 
a positive integer n0 such that Bn c U for all n = n0. 

Let A € a. Then A is compact, AL* = A. and $P(A) contains all finite continuous 
functions defined on A. Suppose that every set of the system a is a Borel set and that 
there exists a regular Borel measure \x, equal to G on a. Then the value Ij(f, A) does 
not depend on the values of the function/ on A - A. If the Lebesgue integral fAf dpi 
exists, then / e ty(A) and I(f, A) = $Af d/i. 

Let there exist a sequence {$in} of locally finite disjoint coverings of the space P such 
that Mn c a and that $ n + 1 is a refinement of $n, n = 1, 2, . . . . Let the following 
condition be fulfilled: 

Jf3. If K„e$n and Kw+1 <=• Kn, n = 1,2,..., then there exists a point x e ? such 
that {K„} € KX. 

Then the Lebesgue integral jAfd^ exists if and only if there exist both the integrals 
/ ( / , A) and J(|/|, A). The assumption Jf3 is a consequence of the assumptions JT2 and 
Jf 3 as soon as the closures of all sets in the system a are compact. 
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