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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Mattmatíckf ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 88 * PRAHA 20. X . 1 9 6 3 * ČÍSLO 4 

POZNÁMKA O CHARAKTERISTIKÁCH USPOŘÁDANÝCH MNOŽIN 

NADIŽDA POLÁKOVÁ, Brno 

(Došlo dne 13. března 1961, po úpravě dne 8. ledna 1963) 

V uspořádaném kontinuu definoval akademik J. NOVÁK jistá kardinální 
čísla, tak zv. charakteristiky (viz [3]). V této práci se definují a studují cha
rakteristiky m(S), £j(SX cKS) v obecné (úplně) uspořádané množině s. Uka
zuje se, že tyto charakteristiky se zachovají při vnoření uspořádané množiny 
do jistého uspořádaného kontinua (mezery doplníme bodem, skoky inter
valem (0, t)). Pro xx(S) je odvozena jistá vlastnost, jíž je tato charakteristika 
úplně definována. 

Uspořádaná množina C je uspořádaným kontinuem, jestliže obsahuje dva různé 
krajní body a žádný řez v C není ani mezerou ani skokem. 

Nechť S je uspořádaná množina. Označme K(S) množinu, která vznikne z S tak, že 
mezery vyplníme bodem a přidáme krajní body (pokud neexistují). Označme dále 
C(S) množinu, která vznikne tak, že každý skok v K(S) vyplníme intervalem (0,1). 
Zřejmě je C(S) c (0, 1). K(S).{) 

Lemma 1. Jsou-li S, c S2 uspořádané množiny, pak K(S2) obsahuje množinu 
podobnou s K(SX\ 

Lemma je zřejmé. 
Intervalem v S rozumíme každou neprázdnou množinu I cz S prvků z S s vlastností: 

x, v e /, x < z < }\ z e S ^> z s /. 
Posloupnost bodů {xx)l < a v S nazveme rostoucí (klesající), když xk < x^ (x^ < xA) 

pro libovolnou dvojici ordinálních čísel X < //, kde // < a. Klesající a rostoucí po
sloupnosti nazveme monotónními. 

Množina 0 -£ // c S se nazývá hustá v S, jestliže ke každé dvojici prvků a,beS, 
a < b existují prvky a\ h' e ti tak, že a ;S a' < b' g b. 

Buď m(S) nejmenší mohutnost husté podmnožiny v S. 

Veta 1. NechťS je nekonečná uspořádaná množina. Pak m[C(S)] = m(S). 

Důkaz. Existuje // c S hustá v S, kard // = m(S). Označme a mohutnost množi
ny skoků v S. Pak a á m(S). Zkonstruujme množinu H' cz C(S) tak, že k množině H 
přidáme všechna racionální čísla z vyplněných skoků. Pak H' je hustá v C(S)y 

x) Tento součin znamená množinu definovanou v [1], str. 80. 
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kard H' » m(S) + «K0 « m(S). Tedy m[C'(S)] rg m(S). Opačná nerovnost je 
zřejmá. 

Buď Sř(S) množina mohutností všech monotónních posloupnosti v S; položme 
ů(S) = sup Sř(S). 

Věta 2. NechťS je nekonečná uspořádaná množina* Puk *(S) =» ^fC(S)]. 

Důkaz. BuďF « {M-J 2 < a např. rostoucí posloupnost v <'(S), Plat i kard ( F A S) á 
2Š ó(S)? dále množina vScch prvků ux e P, jež padnou do mc/cr v.S i množina všech 
prvků uA e P, které padnou mezí krajní body skoků v S, má zřejmě mohutnost menší 
nebo rovnou *(S). Ježto S <= C(S), je ů(S) % *\<\S% 

Definujme v množině S dyadické dfilcni podobnfi jako v prácí [4]: Řekneme, že 
systém ( ^ S) intervalů v S je dyadickým dělením, krátce dčlenim* uspořádané mno
žiny S, jestliže jsou splněny následující čtyři podmínky; 

1. Pro libovolné dva intervaly X, Y e (f, S) platí buď X n Y * - F nebo Xc\Y**X 
nebo I n r ^ f . 

2. Sefl>,S). 
3. Ke každému intervalu Xe(% S) růdnému od jednobodováho existuji dva sub-

intervaly Xu X2B(% S) tak, že Xx u X2 * X*Xt n «Y2 «= 0. 
. 4. Průnik každého monotónního systému intervalů náležejících (% S) je buď 

prázdný nebo interval z (% S). 
Nechť A, A # S je interval vS, Označme f (̂ 4, S) systém vSech ,¥ € (f, S) takových, 

že X 3 >|, X + A Jestliže X < K znamená X + K A' s> K pak systém f(Á% S) je 
neprázdný, monotónní a dobře uspořádaný vzhledem k relaci < (dílka/, je obdobný 
lemmatu l v [4]). Definujme řád intervalu A jako ordtnálni čislo, které je rovno ordi-
nálnímu typu systému ^(A, S). Pro A * S definujme řád rovný nule. NcjmcnSi ordi-

. nální číslo a(^J,S) takové, Že neexistuje žádný interval X € (% S) řádu většího než 
a$),S)9 nazývá se řádem dělení $>> S). 

Neehť #(S) značí množinu mohutností řádů a(% S) vScch dřlcni (f\ S) v S; po-
ložmeti(S) m min#(S). 

Je-li S # 0 uspořádaná množina, pak existuje aspotl jedno děleni množiny S, 
Dokáže se podobně jako v [4], vfita 3. Místo prvků husté podmnožiny v S ulijeme 
vhodné množiny řezů v S. 

Z důkazu tohoto tvrzení plynef že každému prvku x tiS I/c přiřadit pomocí dělení 
0P, S) posloupnost {1̂ } i < a nul a jedníček typu «. Doplníme jí nulami na typ 
cc(9>, S). Dostaneme podobné zobrazeni množiny S na lexikograftcky uspořádanou 
množinu posloupností nul a jedníček typu ot(% S). 

Nechť uspořádaná množina S je podobna lexikograticky uspořádané mno2ině 
posloupností nul a jedniček typu B, Pak existuje dělení v S řádu á & Důkaz se provede 
obdobně jako v práci [5] (důkaz věty 3). 

Nechť SS je množina posloupností nul a jedniček typu fx uspořádaných lexikogra* 
ficky. Řekneme, že i? je i-representaeí typu /i množiny S, když S a Siř jsou isomorfní 
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Z předcházejícího plyne 

Věta 3. Charakteristika tx(S) je rovna mohutnosti minimálního typu #, k němuž 
existuje l-representaee typu /* množiny S. 

Lemma 2. IhtJS uspořádaná množina, kard S ^ 2. Paktt(S) š ?i[C(S)]. 

Důkaz. Podle vety 3 existuje /-representace množiny C(S\ jejíž typ má mohutnost 
ti[C(S)]; tedy existuje také /-representace množiny S téhož typu. Odtud plyne 
tvrzení. 

Lemma 3, Buď S nekonečná uspořádaná množina. Pak #i[C(S)] á t*(S). 

Důkaz. Buď v > 0 libovolné dané ordinální číslo. Označme Vv množinu všech po
sloupností nul a jedniček typu v uspořádanou lexikograficky. V množině Fv není 
mezer. 

Podle vety 3 existuje /-representace množiny S typu //, kde kard \i = tx(S). Tedy S 
je podobno jisté části S* množiny Vlt. Tedy K(S) je podobno K(S*), jež je podle lem
matu 1 podobno jisté podmnožině v K(V^) = V/4. Dále je C(S) c (0, l ) . K(S); protože 
(0, 1) je podobno části Vm a K(S) části V,(, je C(S) podobno jisté podmnožině v Vm . 
. Vfi =. }/, ,H?,<r ledy existuje /-representace typu/i + co0 množiny C(S). Odtud plyne 
ri[C(S)] £ kard (p + w(,j -= kard// « ^(S). 

Z předcházejícího plyne tato veta: 

Věta 4. BuďS nekonečná uspořádaná množina. Paktí\_C(S)'] = ti(S). 

Důsledek 1. Kazda nerovnost platná mezi charakteristikami m(S), $(S), ^(S) 
v uspořádaném kontinuu platí mezi těmito charakteristikami v libovolné nekonečné 
uspořádané množině. 

Nechť//je ordinální číslo, M množina mohutnosti kard^, {uz} X < pposloupnost 
utvořená ze všech prvku množiny Aí, v níž každý prvek z M vystupuje právě jednou. 
Buď SEN nějaký systém podmnožin v M. Pro A, B e Wl položme A < B, jestliže 

(1) existuje aspoň jeden prvek ux e(A — B) u (B — A), 
(2) jc-li uAt> první prvek s touto vlastností, je UXQ e B (viz [2]). 
Řekneme, že systém ílM je ^-representací typu //, množiny S, jestliže S a 50Í jsou iso

morfní. 
Věta 5. NechťS Je uspořádaná množina, p ordinální číslo. Pak jsou ekvivalentní 

tvrzení: 
(I) Existuje !-representace typu p množiny S. 

(II) Existuje n-representace typu p množiny S. 
Důkaz. Ncchf platí (I). Každému xeS je /-representací přiřazena posloupnost 

{xx} X < //, Buď M množina mohutnosti kard p, {ux} X < p posloupnost utvořená ze 
všech prvků v M, v níž každý prvek z M vystupuje právě jednou. Označmef(x) c M 
množinu všech prvků ux e M takových, že xx = 1. Pak systém všech množin f(x) pro 
x G S je w-represcntacl typu p množiny S. 
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Nechť platí (II). Buď M množina mohutnosti kard/i, {ŵ } /. < /i posloupnost 
utvořená ze všech prvků v M, v níž každý prvek z M a* výsky sne praví4 jednou. Ncchf 
M je ^-representace typu ju množiny S. Přiřaďme každému A € #1* kde A »* /(«) je 
obraz prvku a eS v dané n-reprcsentacL posloupnost nul a jedniček typu $i %(A) » 
= a(a) « {%} k < /*, kde aA * (X jestliže uA e /l, ttÁ «. 1, jc-Ii wA € 4, Toto přiřazeni 
je l-representací typu ju množiny 5* 

Důsledek 2. BuďS uspořádaná množina, Pak jsou si rotma íaíú kardiátnf Msta: 
(I) Mohutnost nejmenSfho ordinůlního řhla »% k němu! existuje Urepresentace 

typu oc mnoSiny S. 
(II) Mohutnost nejmenšího ordinůlního čísla (i, k němuS existuje n~representace 

typu [í množiny S. 
(III) r.(S). 
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PesiOMe 

3AMETKA O XAPAKTEPHCTHKAX ynOPAAOMKHHblX 
MHOXCECTB 

HAAE2KM 110J1AKOM* (Naděžda Poláková), Bpím 

B ston pa6ote roBopurc* o tteKOtopbix xapaKiepitcrHicax fímpnmnmnmrů 
MHOKecxBa, KOTopbie onpeAejxeHbt fl. HoaaicoM jim ynap«?to«ieiiiioi'o KOfmiiiyyMa, 
Hccjie^yercH raicxce penpeieiintunH MiioaeccTB; pciy;tbtar fiaxo<aisTCK & c&sror 
c OAHOS pa6oToň M. HOBOTHOIO. 

Summary 

A NOTĚ ON CHARACTERISTICS OF ORDHRHP SKTS 

NADĚŽDA POLÁKOVÁ, Brno 

This páper deals with certain eharacteristies of ordered set which originally were 
defined by J. Novák for an ordered continuum. The représentation of a set ís also 
studied, with a result in connected with one of M. Novotný. 
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