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éasopls pro péstovdni matematiky, ro&. 88 (1963), Praha

LE NOMBRE DE CONNEXITE MAXIMUM D’UN GRAPHE
AUX NOMBRE DE SOMMETS ET D’ARETES DONNES

BOHDAN ZELINKA, Liberec
(Regu le 1¢T décembre 1961)

Dans cet article, on donne la solution d’un probléme posé par M. C.
BERGE.

Dans son livre [1], p. 253, M. C. Berge pose le probléme suivant: ,,Quelle est la
connexité maximum d’un graphe de n sommets et de m arétes?“ Nous allons résoudre
ce probléme.

Dans le présent article, on reprend la terminologie et les notions principales du
livre [1]. Le symbole I'x, que M. BERGE n’utilise que pour les graphes orientés, sera
appliqué ici de fagon plus générale pour désigner I’ensemble des sommets reliés par
une aréte au sommet x. Dire que le nombre de connexité d’un graphe G = (X, I') est
égal 2 w signifie qu’il existe un ensemble R < X de o sommets tel que, soit |X = R| =
=1,80it X ~R=AUB, A+0, B+0, An B =0, et dans le sous-graphe en-
gendré par ’ensemble A U B aucun sommet de A n’est joint & aucun sommet de B, et
que le nombre w est minimal dans ce sens qu’aucun ensemble R’ de moins de w som-
mets ne jouit de cette propriété (condition (D)).

11 est suffisant de limiter nos considérations aux graphes sans boucles. En effet, il est
évident que 'adjonction de boucles & un graphe ne change pas son nombre de conne-
xité, de sorte que le nombre de connexité d’un graphe de n sommets et de m
arétes, dont s boucles, ne surpasse pas le nombre de connexité maximum d’un
graphe de n sommets et de m — s arétes sans boucles.

Définition. Le complément d’un graphe G = (X, T) est par définition le graphe
G = (X, T) admettant le méme ensemble de sommets, mais o deux sommets sont
réliés par une aréte si et seulement s’ils ne le sont pas dans le graphe G.

Si dans un graphe G = (X, I') aucun sommet de A < X n’est relié 4 aucun sommet
de B < X, cela signifie que dans le graphe G, complément de G, chaque sommet de 4
est relié A tous les sommets de B. Trouver le nombre de connexité maximum d’un
graphe G de n sommets et de m arétes signifie donc trouver des ensembles A4, B de
sommets, que satisfassent a la condition (D) et tels que le nombre |4 U B| soit maxi-
mum. Posons p = ;n(n — 1), M = p — m. Si m est le nombre d’arétes du graphe G,
i sera évidemment le nombre d’arétes du graphe G.
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Lemme. Si 27 > kn, ot k est un entier non-négatif,onaw =< n — k — 2.

Démonstration. Si2m > kn, la moyenne arithmétique des dégrés des sommets
de G est plus grande que k. Donc, le graphe G contient un sommet x de degré k + 1
au moins. Posons A, = {x}, By = I'x. Alors |4, U By| 2 k +2, ot o < n—
—k—2,cq.fd ~

Désignons par k,, ou g resp., le plus grand entier non-négatif pour lequel 2m >
> kon, ou i > qn, et écrivons #, = m — gn. Etant donné deux entiers non-néga-
tifs m > n, construisons un graphe G, = (X,, I';) de la fagon suivante. Supposons
d’abord n pair. Ayons un ensemble de n sommets X, = {x, X,, ..., X,}. Soit n =
= 2(q + 1) 7 + s, r et s étant deux entiers non négatifs, s < 2(g + 1). On a toujours
r=1,carsir =0, on aurait m < %n, ce qui contredirait notre hypothése m > n.
Maintenant, distinguons quatre cas:

a) Mo < (¢ + 1) (r — 1),

b) (@ +1)(r—1) < < 3m,

C) 3n < My < 31 + 35,

d) in + 3s <, < n.

Considérons d’abord le cas a). Soit My = (¢ + 1)t +u, t <r—1,u <g+ 1.
Alors, le graphe G, comportera les arétes [x;, x;] telles que i % j, |i — j| < g (les
sommes et les différences des indices des sommets seront toujours prises modulo n),
ainsi que les arétes [x;, X;4,41] pOUr i = 2iy(q + 1) + i, o0 iy < ¢, i, < u, pour
iy =1, i, <q+ 1 pour i <tetilnecomportera pas d’autres arétes.

Dans le cas b), soit My = (g + 1)(r—1) +u, 0<u <g+1+s. Alors G,
comportera les arétes [x;, x;] avec i # j, |i — j| < q, les arétes [x; X;4,41] OU
i=2(q+1)+iy iy Sr—2,1i, <q+1, ainsi que les arétes [X;, X;4g41+4s]
avec i=2(q + 1)(r — 1) + iy, i, S u.

Dans le cas c), soit 7, = %n +0,0<v< —;—s. Le grapﬁe G, aura les mémes
arétes que dans le cas a) et, de plus, les arétes [x,.;_; Xpigra-is 1S 1= 0,
et [Xi, Xpi4gr1+3s-30] POUT i = 2(q + 1) (r = 1) + i5, i, < u, u étant le méme que
dans le cas b).

Enfin dans le cas d), soit i, = 3n + v. Alors G, aura les arétes [x;, x;] o
i *j, ll —Jl s q, [xi’xi+q+1] pour i= 2i1(q + 1) + iz’ i1 5— r— 1’ i2 = q + 1,
ainsi que [x,,+1_i, x,,+q+2_i], pour les premiers v de ces i.

Lorsque n est impair, nous distinguons les cing cas suivants:

a') my £ (g + 1)(r —. 1),

by) (g + 1) (r — 1) < 7, < 3(n — 1),

b3) o = 3(n + 1),

)in+ 1) <fpyS3n+1)+3s—1),

d)n+ 1)+ 36— 1) <imp < n.
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Dans le cas a'), le graphe G, est construit de la méme maniére que dans le cas a).
Dans le cas b}), le graphe G, sera construit de la méme fagon que dans le cas b) si nous
remplagons n par n — 1. Dans le cas b}), le graphe G, aura les mémes arétes que le
graphe du cas bl) et, de plus, l’aréte [x,, x,+, |- Dans le cas ¢') soit M, = 3(n + 1) +
+v,0u0<v =35 2 {s — 1). Le graphe G, aura alors les mémes arétes que dans le cas
a’) et, de plus, les arétes [x,, Xg41]s [Xni Xpiqe1-1] POUr 1 S i< v, et [x,
Xiitq+1+3(s-1)—go1] DOUL i = 2(g + 1) (r — 1) + i,, i, < u, u étant le méme que
dans le cas b). Dans le cas d), soit 77, = 3(n + 1) + v. Nous relions par des arétes
les couples [x;, x;] ow i % j, |j — 1| £ g, [%s, ¥,4441] OV i = 2i5(q + 1) + i, avec

1 Sr—1,i, < g+ 1, ainsi que [x,_;, X, 1441 -;] pour i comme au d) et [x,, x,4,]-
Toutefois, nous faisons exception du cas ol g = 1, n = 4a + 2 (a entier). Pour
m= gn, le graphe G, a les mémes arétes que dans le cas b), mais au lieu des arétes
[Xn-ss Xn-2)> [Xn-as Xne1]s [¥n—3,%,]), il a les arétes [X,_s, X,-3], [Xposo Xp=1]>
[xn—Z’ xn]' )

Nous allons démontrer maintenant que le graphe G, ainsi construit est complé-
ment d’un graphe G, pour lequel w = n — k, — 2. M étant un ensemble de sommets,
M < X,, nous écrivons My = (Tox = M, M, = MU\ Tox. Par p,py, gy

xeM xeM
nous désignons les nombres d’éléments des ensembles M, M,, M,, respectivement. Il

s’agit alors de trouver la valeur maximum de y,. Or, nous voyons que dans chaque cas,
il y a seulement des sommets de degré k, ou k, + 1, de sorte que pour tout x, nous
avons Tox; = H(x;) U K(x;) 00 H(%X;) = {Xi—gs -5 Xim15 Xis1s --o Xisq)s €8 K(x;) €5t
vide ou ne contient qu’un seul élément si k, = 24; il en contient un ou deux si ky =
= 2g + 1. Supposons donc d’abord k, = 2q. Pour M" = {x,} nous avons K(x;) =
= 0, ou bien K(x;) = {x,} avec un indice z qui ne figure pas parmi les nombres
i—q,...i + g. Il en résulte donc p$? < ko + 2. Soit maintenant M® = {x,, x;,,}
o 0 < I < in. Six;,,eTyx;, alors MP « MY, dot pP < plP <k + 2. Si x4, &
¢ Tyx;, cela signifie que I > g. Alors deux cas sont possibles: ou bien parmi les som-
mets X;4;41, ... X;4744 il ¥ €1 a qui soient identiques a quelques-uns des sommets
Xi—gs -+ Xi—1, OU bienil n’y en a pas. Dans le premier cas, il est évident qu’il y a parmi
les sommets x;,y, ..., X;,, certains sommets figurant également parmi X;4;—g «--
X;+1-1- Il en résulte donc X = H(x;) = Tox;ip X = H(x;4;) < Tox;. Or, les en-
sembles X — H(x;), X — H(x;;,) ont n — ko — 1 éléments chacun. L’ensemble
H(x;) n H(x;4,) a donc n — 2(n — ko — 1) = 2ky — n + 2 éléments. Or, M ne
peut avoir que quatre sommets de plus que H(x;) N H(x;, 1); c’est Pensemble [{x;} U
U {Xia g} U K(x;) U K(xi-H)] = [H(x;) n H(x;+,)]- Donc M a 2ko — n + 6 élé-
ments au maximum. Pour que nous ayons 2k, — n + 6 > k, + 2, il faudrait que
ky > n — 4, c’est-d-dire k, = n — 3. Mais cela signifierait que n — 3 < 2m/n, donc
m < n. Nous reviendrons plus tard & ce cas-ci; & présent nous supposons m > n;
c’est pour ce cas que nous avons construit le graphe G,,.

Dans le second cas un seul des sommets X;_,, ..., X;—, peut appartenir & Mg, (s'il
forme H(x;,,)). Pour g > 1, u§? n’est donc pas plus grand que ko + 2. Pour ¢ £ 1,
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nous pouvons le démontrer également, en analysant les cas particuliers. Nous procé-

donc de maniére analogue pour k, = 2g + 1 et pour les ensembles de sommets que
nous obtenons en ajoutant de nouveaux sommets 3 M.

Dans le graphe G,, nous avons donc w = n — ko, — 2. Si 2#i/n est entier, on a
ko = 2m/n — 1, donc w = n — 2m/n — 1 = 2m/n; si 2m/n n’est pas entier, on a
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ko = [2m/n], donc w = n — [27i/n] — 2 = [2m/n]; dans les deux cas on a m > n.
Si m = n, il est possible de construir un graphe G, aux arétes [x;, x;.; | pour tout i,
donc avec w = 2, ce qui est la valeur maximum. Sim = n — 1, il est possible, comme
on le sait bien, de construir toujours un graphe G, qui est un arbre, donc avec w = 1.
Si enfin m < n — 1, le graphe correspondant n’est évidemment pas connexe, donc
o = 0. Nos résultats peuvent donc étre exprimés sous forme d’un théoréme:

Théoréme. Le nombre de connexité maximum d’un graphe de n sommets et de m
arétes est égal a [2mn]sim 2 n — 1, etazérosim <n — 1.

Les figures 1, 2 et 3 donnent trois exemples de graphes G,; la fig. 1 correspond a
n=20,m = 45,1afig. 2an = 16, m = 39, enfin le graphe de la fig. 34 n = 10 et
m = 15.

Littérature

[1] C. Berge: Théorie des graphes et ses applications. Paris 1958.

Vytah

MAXIMALNI STUPEN SOUVISLOSTI GRAFU
O DANEM POCTU UZLU A HRAN

BoHDAN ZELINKA, Liberec

V tomto &ldnku je rozfesen problém, ktery poloZil C. BErGE v [1]: Jaky je maximdlni
stupeti souvislosti grafu o m hrandch a n uzlech? (Stupeti souvislosti grafu je nejmensi
podet uzli, které je tieba odstranit, aby graf pfestal byt souvisly.) V &ldnku se dochdzi
k vysledku, Ze pro m = n — 1 je tento maximdlni stupeii souvislosti roven [2m/n],
pro m < n — 1 je roven nule.

Pesrome

MAKCHUMAIJIBHAA CTEIIEHBb CBA3SHOCTU I'PA®A C JAHHBIM
YUCIIAMU BEPIIVIH U PEBEP

BOI'JAH 3EJIMHKA (Bohdan Zelinka), JIuGepen

B aroii craTthe paspeurena npoGiema, xotopyro 3agan K. Bepx B [1]: Kakosa
MaKCHMaJIbHasl CTENeHb CBA3HOCTH rpada ¢ m peGpamu u n sepmuaamu? (CreneHs
CBSI3BHOCTH Irpada — 5TO HauMeHbIIEE YHCIO BEPIUMH, KOTOPHIE HANO YIAJIATh,
4TOGHI rpad mepectan GHITH CBA3HBIM.) B craThe mokasamo, 9To ML m = n — 1
3Ta MaKCHMaJIbHAsl CTEIeHb CBA3HOCTH paBHa [2m/n], i m < n — 1 paBHa HyIIIO.
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