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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 89 (1964), Praha 

O POČTU KLADNÝCH PRVKŮ V MOCNINÁCH 
NEZÁPORNÉ MATICE 

ZBYNĚK ŠIDÁK, Praha 

(Došlo dne 23. července 1962) 

Je ukázáno, že počet kladných prvků v mocninách nezáporné matice ne
musí být neklesající; je uvedena podmínka, která však k tomu stačí. 

1. Jestliže A je nějaká čtvercová matice s nezápornými prvky, budeme označovat 
K(A) počet kladných prvků v této matici A; obdobně pro nezáporný vektor z symbol 
K(Z) bude značit počet kladných prvků v z. 

Předpokládejme dále, že A je nerozložitelná primitivní matice řádu n. Pro takovou 
matici klasická Frobeniusova věta říká, že K(Ak) = n2 pro všechna dostatečně velká k.. 
H. WIELANDT [4] publikoval bez důkazu zpřesnění této věty tvrdící, že K(Ak) = n2 pra 
všechna fc ̂  (n — l ) 2 + 1 (a obecně tuto hranici nelze již snížit). Důkaz Wielandtova. 
tvrzení pak podali V. PTÁK [3] a J. C. HOLLADAY, R. S. VARGA [2]. 

V této souvislosti vzniká přirozeně otázka, zdali k této positivitě mocniny Ak se 
dospívá monotónně, to jest zdali x(Ak) je neklesající funkcí k. 

V našem příspěvku ukážeme nejprve příklad, v němž K(AR) není neklesající, a potom 
uvedeme jednoduchou postačující podmínku pro to, aby K(Ak) bylo neklesající. 

2. Je jasné, že problémy, o kterých zde hovoříme, závisí pouze na rozmístění klad
ných prvků a nul v dané matici, nikoliv na přesné číselné velikosti prvků. Proto stačí 
matici určovat pouze tím, že udáme, které její prvky jsou kladné. Jestliže v matici A 
jsou kladné prvky v prvním řádku právě aUi, a 1 Í 2 , . . . , alir9 v druhém řádku právě 
a2Jí, a2jl9..., a2js,... atd., zapíšeme to symbolicky tak, že A je určena 1 -> (il9 i2, 
..., ír), 2 -» (juj2, ...jJs), .-. atd. Tento způsob zápisu je velmi názorný v jiných 
ekvivalentních formulacích této části teorie nezáporných matic: v teorii Markovových 
řetězců (resp. v teorii orientovaných grafů), kde značí, že ze stavu 1 lze přejít do stavů 
i l 5 i2,..., z r,..., atd. (resp. z uzlu 1 jdou orientované hrany do uzlů il9 il9..., ir, . . . , 
atd.). Z tohoto zápisu lze též mnohem snadněji zjišťovat rozmístění kladných prvků 
a nul v mocninách matice A. 

P ř í k l a d 1. Matice A budiž určena 1 -> (1, 2), 2 -> (3,4, 5), 
3 -> (6, 7, 8), 4 - (6,7, 8), 5 -* (6,7, 8), 6 - (9), 7 -> (9), 8 - (9), 9 -» (1), takže 
K(A) = 1 8 . Matice A je zřejmě nerozložitelná a poněvadž diagonální prvek au J e 
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kladný, je také primitivní. Snadno vidíme dále, že A2 je určena 1 -> (1, 2, 3, 4, 5), 
2 -> (6, 7, 8), 3 -> (9), 4 - (9), 5 -* (9), 6 -+ (1), 7 -+ (1), 8 ~* (1), 9 ~* (1, 2), takže 
K(A2) = 16. Tedy ?c(A) > jc(A2), a proto 7c(A*) není neklesající funkcí k. 

Pro imprimitivní matice uvedeme ještě jednodušší příklad, v němž ?c(A*) není ne
klesající. 

Př ík lad 2. Matice A budiž určena 1 -> (2, 3), 2 -> (4, 5), 3 -* (4, 5), 4 -> (6), 
5 -> (6), 6 -> (1), takže K(A) = 9. A je opět nerozložitelná a má index imprimitiv-
nosti 4. A2 je určena 1 -* (4, 5), 2 -> (6), 3 -> (6), 4 -> (1), 5 -> (1), 6 ~> (2, 3), takže 
ic(A2) = 8. 

3. Dokážeme nyní větu o něco obecnější, než potřebujeme. Myšlenka jejího důkazu 
je podobná jako v lemmatu 1 na str. 322 knihy F. R. GANTMACHERA [ l ] . 

Věta. Budiž A nezáporná nerozložitelná matice řádu n, v jejíž hlavní diagonále je 
nejvýše jeden prvek nulový. Budiž B libovolná nezáporná matice řádu n. Pak 

K(B) £ K(AB). 

Důkaz. Označme C = AB a považujme sloupce matice B, resp. C, za sloupcové 
vektory bu b2,..., bn, resp. cu c2,..., cn. Pro libovolné i = 1, 2, ..., n pak máme 
Abí = Cj. 

Nechť nejprve 0 < jc(b£) < n. Po vhodném stejném zpermutování řádků a sloupců 
matice A a řádků vektorů b£, ct můžeme předpokládat, že kladné prvky vektoru b£ 

jsou právě na jeho prvních íc(b£) místech, to znamená, že b£ má tvar 

u 

0 

kde vektor u má právě ?c(b£) = K(U) souřadnic. Odpovídajícím způsobem rozdělíme 
též matici A a vektor cb to jest 

^ 2 1 A-22J W 

kde Ai i i je čtvercová matice řádu /c(b£) a vektor v má ?c(b£) souřadnic. V našem ozna
čení tedy dostáváme 

^ u 4 1 2 \ / ^ 

*21 ^ 2 2 > 

což dává Auu = v, A21u = w. Jestliže nyní všechny diagonální prvky matice Alt 

jsou kladné, pak zřejmě K(V) = K(U); jestliže právě jeden diagonální prvek Alt je 
nulový, pak buď K(V) = K(U) — 1 nebo opět K(V) = TC(W); v každém případě však 
K(V) ;> řc(u) - 1. Dále kdyby bylo K(W) = 0, to jest w = 0, pak z A21u = w = 0 by 
vyplývalo A21 = 0. To je však spor s nerozložitelností matice A, takže musí být 
K(W) = 1. Celkem tedy dostáváme K(ct) = K(V) + K(W) = K(U) — 1 + 1 = K(U) = řc(b£). 

Dále jestliže K;(b£) = n, pak obdobně z nerozložitelností matice A vyplývá K:(C£) = n. 
Jestliže konečně řc(b£) = 0, pak zřejmě K(ct) = 0. 
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8пти11т уузЫкй 1ес1у т а т е к(АВ) = Х К ( С 0 = ХК(Ь*) = к(в)-
1 = 1 / = 1 

Вй§1ейек. ЗеъШхе А]е пехарота пегох1охНе1па таИсе, V^е^^2 И^тгсИадопа1е]е 
перузе }ейеп р^ек пиШу9 рак к(Ак) ]е пекШарсг/ипксг к. 

Ойкаг 1*е 1ппес1 хгез'ту х паз! у&у, ро1о.йте-Ц В = Ак рго к = 1, 2,... 
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Резюме 

О ЧИСЛЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В СТЕПЕНЯХ 
НЕОТРИЦАТЕЛЬНОЙ МАТРИЦЫ 

ЗБЫНЕК ПШДАК, (2Ъупёк §Шк), Прага 

Пусть к(А) — число положительных элементов в неотрицательной квадрат
ной матрице А. Пусть в дальнейшем А неразложима и примитивна. Показы
вается на примере (в котором порядок А равен 9 и только одни элементы 

# Ц > а\2> # 2 3 ' #24> Л 25> аЪ6* аЪ1-> аЪЪ-> ^ 4 6 ' ^47? ^48? # 5 6 ' а51-> ^58? а69* # 7 9 ' а89> а91 П О -

ложительны), что к(Ак) не должна быть неубывающей функцией от к. Но если А 
имеет в главной диагонали не более одного нуля, доказывается, что к(В) < 
^ к(АВ) для произвольной неотрицательной В, так что в этом случае к(Ак) не
убывающая. 

З п т т а г у 

ОN ТНЕ N^МВЕК ОЕ РОБГПУЕ ЕЕЕМЕЭТ8 
Ш РОЧУЕК8 ОР А ИОК^ЕОАТТУЕ МАТК1Х 

2 В У ^ К §ЮАК, Ргапа 

Ье1 к(А) Ье тЬе питЬег оГ розШуе е1етеп1з т а поп-пе^аггуе з^иа^е та1г.1х А. 
Ье1 А Ье отеёиадЫе рптШуе. И18 ЗЬОУ/П Ъу ап ехатр1е ( т \̂ Ысп А паз огдег 9 апс! 
ргес1зе1у 1пе е1етеп*з а1и а12, а2Ъу а24,а15, аъ6, аЪ1, аЪ8, а46п а41, а48,а56, а51, 
а58> аб9> а19* ̂ 89» а91 а г е розШуе) ХЪгХ к(Ак) пеес! по1 Ье а поп-^есгеазт^ Гипсйоп 
оГ к. Но^еуег, И А паз а! т о з ! опе гего т кз т а т Ша&опа!, II к ргоуео! к(В) <̂  
^ к(АВ) Гог еуегу поп-пе^аНуе В, зо хЬа.1 т 1Ыз сазе к(Ак) 18 поп-ёесгеазт^. 
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