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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 89 (1964), Praha 

ÜBER DAS VERALLGEMEINERTE RANDWERTPROBLEM 
DER ra-TEN ORDNUNG 

MICHAL GREGU§, Bratislava 

(Eingegangen am 10. November 1962) 

In der Arbeit wird mit Hilfe der Greenschen Funktion das unhomogene 
Randwertproblem der n-ten Ordnung mit verallgemeinerten Randbedingun
gen gelöst. 

Einleitung. Es ist bekannt [1], dass wenn die lineare Differentialgleichung n-ter 
Ordnung 

L(y) = 0 
und n Randbedingungen 

U.(y) = 0, i = l 5 2,. . . ,n 

in zwei Punkten a < b gegeben sind, dann kann man unter gewissen Voraussetzungen 
zu einem behebigen Punkt £ e (a, b) die sogenannte Greensche Funktion G(x, £) kon
struieren, durch die Lösung y des unhomogenen Problems 

LGO-K*).. Ui(y) = Q 
in der Form 

j,(x)= ҐGfoOKØdí 

ausgedrückt werden kann. 

Dieses Ergebnis wird ferner zur Lösung bestimmter Randwertprobleme mit Para
meter in der Weise verwendet, dass das Problem auf eine bestimmte Fredholmsche 
Integralgleichung zweiter Art überführt wird. 

In dieser Arbeit wird das angeführte Problem und die Randbedingungen ver
allgemeinert.1) 

*) Zuerst verallgemeinerte ich die Randbedingungen über m Punkte. Auf die in dieser Arbeit 
angeführte Verallgemeinerung wurde ich von J. KURZWEIL aufmerksam gemacht. 
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1. Es sei das RandwertproЫem 

dny dn~xy 
{_ pt — 

dxи dxn 

(-> L(y)= PoTZ»+PiTl^í+-- + Pny=0> 

Hy) = £ yV-Vtfácpij, i = 1,2,..., в 

gegeben, wo (pi} Massen mit endlicher Variation, und p0 4= 0, pu ..., prt stetige Funk
tionen im Intervall <a, fo> sind. 

Setzen wir voraus, dass das Problem (1) unlösbar ist, d. h. dass seine einzige 
Lösung die Funktion ist, welche identisch verschwindet. Dann gilt folgender Satz: 

Satz 1. Für einen beliebigen Punkt %e(a,b) kann man die Funktion G(x, 0 
konstruieren, welche folgende Eigenschaften hat: 

l.G(x,£), d/dxG(x,£) = Gx(x,!;), ..., dn-~2[dxn~2 G(x, 0 = Gx„-2(x, £) sind 
stetige Funktionen von xe <a, fo>. 

2. Die Funktion GXA-I(X, £) ist überall in <#, b> ausser dem Punkt £, stetig,'wo sie 
eine Unstetigkeit erster Art mit dem Sprung l/Po(£) hat, d. h., 

(2) G^(i + 0, 0 - G^(t - 0, 0 = - L - . 
Po(Ö 

3. Diß Funktion G(x, £,) ist die Lösung der Differentialgleichung L(y) = 0 in den 
Intervallen <a? £), <£, fo> und erfüllt die Randbedingungen Ui(y) = 0? i = 1, 2, ...,n. 

4. Die Funktion G(x, £;) ist durch die Eigenschaften 1,2 imd 3 eindeutig bestimmt. 

Beweis. yi(x), y2(x),..., yn(x) sei ein Fundamentalsystem von Lösungen der 
Differentialgleichung L(y) = 0. Dann muss die Funktion G(x, £), welche wir kon
struieren wollen, in den Intervallen <a, £), <£, fo> die Form 

G(x, 0 = a±(0 yi(x) + a2(£) j;2(x) + . . . + • an(§ yn(x) (a = x < £), 

G(x, 0 = 6^0 yiW + b2(Q y2(x) + ... + 6,(0 yn(*) (£ = x = fo) 

haben, wo ai(<if)> ••> an(0> &i(£)» *••> &*(£) Konstanten sind. Aus der Stetigkeit der 
Funktion G(x, £) und ihren ersten n — 2 Ableitungen nach x im Punkte £ und aus der 
Bedingung (2) folgen für die Differenz c£ = bt — atn Bedingungen 

ct yM) + c2 yz(Q + ... + cn yn(0 = 0, 
^iy i(0 + c2y2(0 + ^ + ^y«(0 = 0, 

et y(r2\0 + *a y-a)(Ö + - + cu/-
2)(Q = o, 

ci yr1^) + 2̂ /""1}(0 + ... + ^/B"1}(0 = ~4^. 

Die Determinante dieses Systems ist die Wronskische Determinante des Funda
mentalsystems der Lösungen im Punkte f, und daher sind die Zahlen ct eindeutig 
bestimmt. 
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Wenn wir G(x, £) in die Bedingungen U^y) = 0 einsetzen, wir bekommen für a{ 

folgendes System von Gleichungen: 

Іfi ГľV'-1)» dç>y + fV_1)(x) àęĄ = -c, 
rъ 

ylJ-lì(x)d<pu, 

i = 1,2,..., n . 

Die Determinante dieses Systems von Gleichungen ist von Null verschiedenen, weil 
das Problem (1) unlösbar ist. Aus diesem System können also al9 al9 ...,an eindeutig 
bestimmt werden und dann ist bt = ct + at. (Wenn die rechte Seite dieses Systems 
gleich Null ist, dann ist ät = 0 und bt = cf). Damit ist der Satz bewiesen. 

2. Die Lösung eines unhomogenen Problems in der Form eines Integrals. Es sei 

(3) L(y) = r(x)9 Ufa) = 0, i = l,2,...,H 

ein unhomogenes Problem. r(x) sei eine stetige Funktion im Intervall <a, b}. Setzen 
wir voraus, dass das dem Problem (3) entsprechende Problem (1) unlösbar ist. Dann 
gilt folgender 

Satz 2. G(x, <f) sei die zum Problem (1) gehörige Greensche Funktion. Dann ist die 
Lösung y(x) des unhomogenen Problems (3) durch die Formel 

y(x) = (G(x90r(t)d£ 

gegeben. 

Beweis. Aus der Stetigkeit der Ableitungen der Funktion G(x, £,) nach x bis zur 
Ordnung n — 2 eingerechnet im Intervall <a, b> folgt 

Ѓ\x) = 

yf-^Қx) = 
õx\ 

Gxl(x,š)r(Qdt, 1=1,2, .... n - 2 . 

Gx„-2(x, f) r(í) dí + f G,„-2(x, 5) r(í) df~l = 

/ • ) - , 

= Gxn-t(x, f) df + GÄ„-2(x, x) r(x) + 

+ f G^-.íx, í) r(f) d? - G^-.ťx, x) r(x) = f G^-.ťx, í) r(£) df . 
J X J Ű 

'\--,(*, o KO dí + f ̂ „-.(x, 0 r(í) dЛ = 

= f Gjx, 0 r(0 di + GxП- t(x, x - 0) r(x) -

ðx 

И: - Gxn-t(x, x + 0) r(x) = G^ťx, Ö r(f) df + 
Po(x) ^ 
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weil 

Gxn-i(xs x - 0) - G&-i(x9 x + 0) = Gxn-i(x + 0, x) - Gxn-i(x - 0, x) = — l - . 
PoO) 

Aus den so ermittelten Ableitungen folgt 

L(y) = f bL[G(x, 01 r(0 d£ + K*) = K*) -

Die Erfüllung der Randbedingungen Ut(y) = 0 reduziert sich jetzt zur Verwechs
lung der Integrationfolge in den Integralen 

ÍІ Gxì->(x, í) r(Ç) d£ dęij , i, j = 1, 2,..., n 
aj a 

Aus den Eigenschaften der Funktionen G(x, f) und r(£) folgt, dass dies möglich ist. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Bemerkung. Die bekannten Resultate über die Lösung der Randwertprobleme der 
Form 

L(y) = r(x) , U^y) = y£, 1 = 1, 2,..., n , 

wo yt Konstanten sind, und über die Äquivalenz der Randwertprobleme, welche vom 
Parameter abhängen, gelten auch in diesem Falle und deshalb werden sie nicht ange
führt. 

Literatur 

[1] G, Sansone: Equazioni differeaziali nel Campo Reale, Vol. I, Bologna 1948. 

Výťah 

O ZOBECNENOM OKRAJOVOM PROBLÉME n-TÉHO RÁDU 

MICHAL GREGUŠ, Bratislava 

V práci je rozriešený nehomogénny okrajový problém n-tého rádu so zovšeobec-
nenými okrajovými podmienkami typu 

m = r(x), ü»(y)--£ íV--»(x)dç>ІJ., i = l ,2, . . . ,n, 
j=l Ja 

kde (pij sú miery s konečnou variáciou. Riešenie je převedené pomocou Greenovej 
funkcie. 
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Резюме 

ОБ ОБОБЩЕННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ и-ОГО ПОРЯДКА 

МИХАЛ ГРЕГУШ, Братислава 

В работе разрешена неоднородная краевая задача п-ого порядка с обобщен
ными краевыми условиями вида 

Цу) = г(х) , 17г(у) = X Г уУ-^х) й<р„ , г = 1, 2,..., п , 
1 = О а 

где ф0- — меры с ограниченным изменением. 
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