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O ZOBECNENE CLAIRAUTOVE DIFERENCIALNI ROVNICI

VLADIMIR DOLEZAL, Praha a JarOMIR Hronik, Brno
. (Doslo dne 20. bfezna 1965)

Vysetfujme vlastnosti diferencidlni rovnice n-tého fadu
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Uvedenou rovnici miiZeme nazvat zobecnénou Clairautovou diferencidlni rovnici,
nebot zfejm& pro n = 1 obdrZime Clairautovu rovnici. UkdZeme ddle, Ze vlastnosti
rovnice (1) jsou velmi obdobné vlastnostem rovnice Clairautovy.

Véta 1. Nech? funkce f je definovdna na néjakém intervalu I. Potom md rovnice (1)
FeSeni vyjddfené vztahem

@) () =kglckxk + (—“nf—) f(n G,

kde Cy (k = 1,2, ..., n — 1) jsou libovolné konstanty, kdezto n! C, €.

Dikaz této véty je zfejmy.

Pro Clairautovu rovnici je to jednoparametrickd soustava pfimek, pro rovnici
druhého fddu dvouparametrickd soustava parabol, pro n = 3 je to tfiparametrickd
soustava kubickych parabol atd.

Splituje-li funkce f v rovnici (1) n&které daldi predpoklady jak ddle uvedeme,
md rovnice (1) je¥t& druhé tzv. singuldrni feSeni.

Nechf funkce f md v intervalu {t,, t,) spojitou derivaci. Bud & funkce definovand
v intervalu <x,, x,) takové, Ze ®™ je funkce absolutnd spojitd a t; < #™(x) < ¢,.

Pak té funkce L(x) = ¥ (—1)""* (n![k!) x* ®(x) je absolutng spojitd a plati tudiz
k=0 :

v intervalu ¢x,, x,) skoro viude L(x) = x"@™* (x), Také funkce P(x) = f(&"(x))
je absolutn& spojitd a plati P'(x) = f'(#®(x)) &¢+1)(x) pro skoro viechna x e
€ <x1’ x2>'

254



Je ziejmé, Ze jestlize @*+1)(x) = 0 pro skoro viechna x & (x,, X,), pak L(x) =
= P'(x) skoro viude v <{x;, x,). Odtud vyplyvé, Ze ®(x) + D, kde D je n&jakd uréitd
konstanta je feSenim rovnice (1) To vsak jiZ vime z véty 1, dokonce za obecnéj§ich
predpokladii o funkci f a miizeme v dal§im pfedpoklddat, Ze ¢+1)(x) neni pro skoro
vSechna x € {(x,, x,) rovna 0.

Podobné, jestlize pro skoro viechna x € {xy, X,) je

(3) x" = f(@"(x))

pak L(x) = P'(x)skoro viude v {x;, x,) a opét dojdeme k tomu, 3¢ funkce &(x) + D,
kde

@ (=1 n! D = f(@"(x;)) }";(-1)»—k:_fx:; O(xo), x € (X1, X2D
k=0 :

je fedenim rovnice (1).
Hledejme tedy takovou funkci @ a takovy interval {x,, x,), aby platil vztah (3).
Necht je nejprve n liché &islo. JestliZe je f' rostouci [klesajici] funkce v intervalu
{ty, 1,), pak existuje funkce ¢ definovand v intervalu {f'(t,), f'(t,)> [<{f'(t2), f'(t:1)> ]
kterd je inversni funkci k funkci f’. Definujeme-li nyni funkci @™ pfedpisem

(%)
o"(x) = p(x") pro  xe<Z/[f(t)] :/[f'(tz)]>[xe<:/[f'(t2)]_, YD1

pak ziejm& plati vztah (3). ProtoZe potiebujeme absolutni spojitost funkce o™ je
nutno pfedpoklddat, Ze téZ funkce ¢ je absolutné spojitd.

Podobné necht » je sudé a necht f” je rostouci [klesajici]'nezépornzi funkce v in-
tervalu (t,, t,). Potom obdobné jako v pfedchdzejicim pfipad¥ nalezneme funkci ¢
a definujeme funkci @™, Tentokrdte miZeme definovat tuto funkci ®™ jednak
v intervalu (Z/[f'(t,)]. {/ ()] [/Lf(t), 2/Lf(t)1] jednak v intervalu
YU WL =YD =YW =Y @)D]

Je vidét, Ze kdyZ n je sudé a plati f'(f) < 0, pak nelze nalézt x a & tak, aby platil
vztah (3), nebot vZdy bude x" — f'[®™(x)] > 0. MiZeme tedy vyslovit tuto vétu:

Véta 2. Necht funkce f md v intervalu {t,,t,> spojitou a rostouci [klesajici]
derivaci f'. Necht inversni funkce k funkci f' je absolutné spojitd.

Je-li n liché pFirozené cislo, pak pro x e <X/[f'(t)], Y/ [f ()] [KY/[f (1)),

YLf "(t:)1>] existuje singuldrni Feseni rovnice (1) dané vztahem
(6) 5(x) = &(x) + D,
kde ™ (x) = ¢(x") a @ je inversni funkce k funkci f’. Konstanta D je dand vztahem
n !
(4) (=1)" n! D = f(@™(x,)) — ¥ (—1)"* % x& &®(x,) ,
k=0 !
kde x, je bod defini¢niho oboru funkce &.
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Je-li n sudé prirozené &islo a je-li f'(f) 2 0 pro te (t,, t,), pak existuje FeSeni
rovnice (1) vyjddFené vztahem (6) jednak v intervalu (Z/[f(t))], Y/[f(t.)1>
(/L7 @) YIFGOD] jednak o intervatu <~/ —VEF(t)D
K=Y ()] =Y ()D]

Je-li n sudé prirozené Cislo, avsak f'(f) < O v celém definicnim oboru, pak uva-
fovand rovnice (1) nemd Feseni typu (6).

1

Je dobte zndmo, Ze v pfipadé n = 1 obdrZime singuldrni feSeni (6) jako obdlku
jednoparametrické soustavy fedeni tvaru (2). Obdobny vysledek plati i pro zobecng-
nou rovaici.

'Véta 3. Necht funkce f md v intervalu {t, t,> spojitou a ryze monotonni deri-
vaci a necht inversnf funkce k funkci f' je absolutné spojitd. Necht existuje FeSeni
uva¥ované rovnice (1) tvaru (6). Necht ddle c je bod defini¢niho oboru funkce ®(x).

UtvoFme funkci
(7) y(x) = Z 4’"’(6) (x-¢'+D.

Potom y(x) je FeSeni rovnice (1) tvaru (2) a plati y(c) = &(c) + D a rovné¥ y¥(c) =
= o®(c) (k =1,2,...,n). Zddny dalsi spolecny bod integrdini kfivky y(x) a
@(x) + D nemaji. :

Je-li n liché pFirozené Cislo a funkce di(’" Jje rostouci, pak plati pro vSechna x % c
vztah y(x) < ®(x) + D; je-li @™ klesajici, pak je y(x) > ®(x) + D pro vSechna
X #c

Je-li n sudé pFirozené cislo a ®™ rostouci, pak je y(x) < ®(x) + D pro x > ¢
a y(x) > &(x) + D pro x < c. Je-li funkce ®™ klesajici, pak je y(x) > &(x) + D
prox > ca y(x) < &(x) + D prox < c.

Diukaz. Nejdfive ukdZeme, Ze funkce y(x) definovand vztahem (7) je skutednd
fedeni rovnice (1) tvaru (2). Ndsledujicim vypo&tem obdrZime

79 = 3, 500y (-1 () wes 4 b
- Z Z (=" (]) ®D(c) xic'T + D =

j=0 i=j !

2 [n 1) _ i—Jd;(i)(c)] é ( 1) c ¢(i)(c) + D

i=1j! (r -
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ProtoZe &(x) + D je TeSenim rovnice (1), miZeme psdt \

5 CU o0 + 0 - 5 iy 2 et o) + D = i—‘;!lzf(qsw(c))-

PoloZime-li

(8) C} = l;]—'-(—(_—l—l_l};—' ¢~ @W(c) (=12 , n)
pak

() =élcjxj + %!i)zf(n! C).

Ziejmé C, = ®™(c)/n! a tedy y(x) je feSenim rovnice (1) tvaru (2).
Dile z definice (7) plyne ihned, Ze y(c) = &(c) + D. Pon&vadz

eD(c)(x — c))™* pro k=1,2..,n,

n
1
(k) x) =
o) i;k(i — k)!
plati tudiz y®(c) = ®®(c); y* V(x) je identicky rovno nule.
Rozviiime koneéné& podle Taylorova vzorce funkci @. ObdrZzime

n—

¢(x) = Z:% !P“’(c) (x _ C)i + _'%¢(u)(é) (x _ c)n ,

kde bod & lezi mezi body x a c¢. Z monotonnosti funkce &™ vyplyvd ihned tvrzeni
vety.
Dusledkem véty 3 je pak ndsledujici véta:

Véta 4. Necht funkce f md ryze monotonni spojitou derivaci v intervalu {t,, t;).
Necht inversni funkce k funkci f' je absolutné spojitd. Bud § singuldrni FeSeni
rovnice (1) tvaru (6). Necht ¢ probihd defini¢ni interval funkce ®. Potom funkce
je obdlkou jednoparametrické soustavy kFivek y definovanych vztahem (7).

Vy$etfujme opét nejprve pfipad lichého n. M&me ddny koeficienty C;
(i=1,2,...,n), soutin n!C, je z definiéniho oboru funkce f. Ze vztahu C, =
= #™(c)/n! nalezneme hodnotu ¢ = 2/[f'(n! C,)]; c je zfejm& z defini¢niho oboru
funkce § a je prdv& jedno. Ze soustavy (8) urdime jednozna&n& hodnoty &((c),
i=1,2,...,n, nebof determinant soustavy je riizny od nuly, a tyto hodnoty spolu
s podminkou y(c) = j(c) ndm uré jednozna¢ng funkci j.

V ptipadg sudého n obdr¥ime ze vztahu C, = ®™(c)/n! pro ¢ dv& hodnoty ¢ =
= 4+ 2/[f'(n! C,)]. Ke kaZdé z nich miZeme vypocist hodnoty &((c), pfipadn&
®9(-c),i = 1,2,..., naspolus podminkou y(c) = j(c) [ptipadn& y(—c) = j(—c)]
obdrzime p¥i f rostoucim [klesajicim] jak v intervalu <3/[f'(t,)], YD
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(/L7 ()], /L7 )] ak v intervalu <=2/ ()], /L ()] [K—-Y/LF ()]
J [£'(12)]>] prévé jedno teSeni poZadované vlastnosti. Pfitom nebude obecné platit
P(x) = ﬁ(-—-x) a také dvé& fe¥eni y,, y, tvaru (2) ,,pfisluejici v jednom intervalu
témuz fe¥eni § tvaru (6), nebudou obecng ,,pfisludet* v druhém intervalu Jednomu ;
Yeden tvaru (6).
Tyto vysledky miiZeme shrnout do ndsledujici véty:

Véta 5. Necht funkce f md ryze monotonni spojitou derivaci v intervalu {t,, t,> a
necht inversni funkce k funkci f” je absolutné spojitd. Necht existuje singuldrni Fese-
ni rovnice (1) tvaru (6).

Potom pro n liché lze ke kaZdému FeSeni y rovnice (1) tvaru (2) nalézti prdvé ]edno
c="1/ [f (n! C,)] a prdvé jedno Feseni § tvaru (6) takove, ze yI(c) = 79(c), i =

=0,1;...,n y(x) % j(x).
Pro n sudé Ize ke kaZdému FeSeni y rovnice (1) tvaru (2) nalézt v intervalu

(\/[f (t)], 2/ [F () [(\/[f ()], \/[f (t1)]>] prdvé jedno c a prdvé jedno Feseni
y tvaru (6) takové, 2e y(c) = §7(c), i =0,1,...,n, y(x) % §(x). Podobné

v intervalu {=1/[f'(12)], =%/ () [K=2/[f (11)] =YL (L)D]

MiiZzeme tedy podle v&t 4 a 5 rozdglit mnoZinu vSech fedeni rovnice (1) tvaru (2) na
disjunktni tfidy podle ,,p¥isluSnosti* k feeni tvaru (6). Zfejm& v pfipad& sudého n
to Ize provést dvéma obecné riiznymi zpisoby.

m

Na zdvér je§té poznamenejme, Ze dovedeme nalézt i feSeni linedrni rovnice
= —x n! "
©) ZIT Y = 1@+ 1)
Pfitom musime vylou¢it pfipad f(x) = x", kdy rovnice (9) pfejde v rovnici Eulerovu

T (~1p- “" XYY = falx).

k=0

Za ptfedpokladu, Ze funkce f; a f, maji vSude spojitou derivaci a f,(x) F x",
obdrzime y™ jako fe¥eni linedrni rovnice

AW L, A
o ey My 5|

Adresa autorid: Vladimir Doleal, Zitna 25, Praha 1 (Matematicky ustav CSAV), Jaromir
Hronik, Barvi¢ova 85, Brno (Vysoké ueni technické).
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Pe3ome
OB OBOBIIEHHOM IU®®EPEHIIMAJTIBHOM YPABHEHHU KJIEPO

BJIAIVUMUP OOJIEXAIJI (Vladimir Dolezal), ITpara
u APOMUP I'POHHUK (Jaromir Hronik), Bpxo

B pabore usy4arorcs cBoiictBa qudpdepeHIMaTbHOTO YPaBHEHHS N-Ir0 mopsaxa
n n'
(1) (=17 =y ® = f(y™)
k=0 k! :
obl1iee penieHre KOTOPOro MOXHO NPEICTABHTEL B BUJIE

® s =3 ot + E gy,

Ecnu QpyHKIMsa f He ABISETCS JIMHEHHOM M €CITM BBIIOJIHEHE! €11le HEKOTOPBIE YCIIOBHS,

To ypaBHenue (1) umeer ewe oguo (ocoGoe) pewenue j(x) = &(x) + D xoropoe
MOXHO BBIBECTH M3 COOTHOLIEHHS (3).

Bo ruase II. mokasbiBaetcs, 4To ocoboe pemeHue ji(x) sBiseTcs 060I04K0i OfTHO~

napaMeTPUYECKO# CHCTEMBI KPHBBIX Y, ONIpelesieHHbIX cooTHoueHueM (7).

Bo rnase III. cka3aHo, 4TO peleHHe ypaBHeHHs (9) MOXHO MOJYYHTH KaK PEILEHHE .

nuneiHOTO ypasHenus (10), roe y™ = z.

Résumé

SUR LA GENERALISATION DE L’EQUATION
DIFFERENTIELLE DE CLAIRAUT

VLADIMIR DOLEZAL, Praha, JARoMiR HRONIK, Brno
Le travail présent étudie les propriétés de I’équation différentielle d’ordre n
n n'
O] (=17 =2y = f(y™),
k=0 k!
dont la solution générale peut étre exprimée par la relation

)] y(x) =k§lc,‘x" + (:;1%—): f(nr c,).
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Si la fonction f n’est pas linéaire et qu’elle remplisse certaines suppositions, I’équation
(1) peut avoir encore une seconde solution (singuliére) j(x) = &(x) + D, que I'on
peut déduire de ]a relation (3).

Le chapitre II démontre que la solution singuliére ji(x) est I’enveloppe du systéme
uniparamétrique de courbes y définies par la relation (7). ’

Le chapitre I1I renseigne que la solution de ’équation (9) peut étre trouvée comme
solution de I’équation linéaire (10), o y™ = z.
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