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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 92 (1967), Praha 

O JEDNEJ METÓDE URČENIA POLOMĚRU GULE VPÍSANEJ A GULÍ 
PRIPÍSANÝCH SIMPLEXU V En A NIEKTORÉ APLIKÁCIE 

PAVEL BARTOŠ, Bratislava 

(Došlo dňa 25. juna 1965) 

Věnované pamiatke RUDOLFA ZELINKU 

Označiacat = (a í f l, ař>2,..., ain)9 x = (xl9 x2,..., xn)móžeme rovnice polpriesto-
rov, ktorých prenikom je simplex v £„, písať v tvare 

(1) U = o řx + bi, i = 1, 2,..., n + 1 . 

Tu li sú nezáporné parametre, ktoré podfa (5) a (6) v práci [2] spíňajú vztah1) 

(2) 
П + l 

YBtłt = A 
í = l 

kde Bš + 0 sú doplňky prvkov bř v determinante 

(3) A = 

«1,І» Яl,2> 

^2,1) ít2,2> 

•••> <*),/• 

•••> ű 2 , л <>2 ФO 

^«+l, l> a «+l,2> ••> a n+l,n> ^ n + l 

Parametre l f ^ 0 súvisia so vzdialenosťami vt bodu x od rovin Zř = 0 vzťahom 

takže 

(4) li = ».|«/| 

*) Ak v (1) neboli vybraté právě tie polpriestory, ktorých prenikom je simplex, takže niektoré 
parametre lt sú nekladné, platí vztah (2) vo formě 

"ÍW.= MI 
ř « l 

Na to třeba památať i pri niektorých dalších vzťahoch. 
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Pre střed S (n - l)-gule simplexu vpísanej je 

vt ~ Q > i = 1,-2,..., w + 1 

a Q je poloměr tejto gule. Podlá (2) je potom 

A 
(5) 

2. Һl *. 

Súradnice jej středu s = (sl9 s2,..., sn) dostaneme riešením sústavy lineárnych rovnic 

a-s + bř = Q\a(\, i = 1, 2,..., n 

resp. dosadením /, = Q\at\ do hotového parametrického vyjadrenia bodov simplexu 
podlá práce [2]. 

Poloměr a střed gule simplexu zvonku k stene, ležiacej v nadrovine ls = 0 pripísa-
nej2) dostaneme rovnakým spósobom, ak v použitých vzťahoch miesto lj píšeme - lp 

a teda jej poloměr je 

(6) Qj - - n 

1 = 1 

súradnice jej středu sy = (syfl, s i (2,..., sy>) sú kořene sústavy lineárnych rovnic 

OÍSJ -F &i = ^ | o ř | , i = l , 2 , . . . , n + 1 , í 4= J 

alebo sa dostanu z parametrického vyjadrenia bodov simplexu podlá [2], ak v ňom 
píšeme /ř = Qj\at\9 keď i =f= I a 7y = -^y|fl||. 

Poloměry #, QÍ9 Q29 .. .,.?„+I súvisia spolu podlá (5) a (6) vzťahom 

n - 1 w + 1 1 
(7) ^ — ' - I 1 . 

<? --i £. 

V práci [1] pojednává MIROSLAV FIEDLER náročným matematickým aparátom 
o rozsiahlom súbore problémov, týkajúcich sa simplexu v En. Střed simplexu vpísanej 
gule sa tu javí ako jeden prvok množiny význačných bodov simplexu. Pre jej poloměr 
odvodil autor vzťah (7,4) 

í= 1 

2 ) O ostatných zvonku pripísaných guliach, z ktorých každá je zvonku pripísaná k viacerým 
stenám simplexu, neuvažujeme. Vzťahy pre ne by sme dostali obdobné změnou znamienok viace-
rých parametrov /ř. 



Tu A' = |ePSj; r, s = 0,1, 2,..., n + 1 pričom e 0 0 == 0, e r 0 = e 0 p = 1 a keď rs 4= 0 
je eriS =- OrOs (štvorec vzdialenosti vrcholov Or a Os simplexu, teda ers = 0, keď r = s 
a keď r + s, je e s r štvorec hrany simplexu spojujúcej jeho vrcholy Or a Os). Ďalej 
značí grs doplno£ prvku ers v determinante A'. 

Vzájomný vztah (5) a (8) a příčina ich formálnej odlišnosti vysvitne, ak určíme 
w-dimenzionálny obsah V simplexu a (n — l)-dimenzionálny obsah Vt jeho steny, 
ležiacej v rovině lt = 0. Podlá (3,11) v [1] je 

(9) 

a 

(10) Vf = 

Z (9) a (10) vyplývá 

(11) 

г ( -1)" + 1 Л' 
K2 = 

2- l[(» - 1)!J 

2"(л!)2 

, i = 1, 2,.... n + 1 . 

Jd-MI) nV = ^ ^ ^ ^ 
в + l ~ n + 1 ~ ^ 

z^ .LVЫ 
n + 1 

i = l i = l 

čo je zovšeobecnenie známého vzťahu v E2 a E 3 . Obdobné 

nV 
n + l 

I 
i = l 

-o > j = 1,2,..., n + 1 

I K, - 2V, 

Obsah simplexu možeme počítat aj ako absolutnu hodnotu výrazu (pozři [3] 
strana 102) 

^ 1 , 1 ^ 1 , 2 

± v n\ 

ү ( l ) ү ( l ) 
Лj , Л2 9 

Y ( D 
••> A и > 1 

ү ( 2 ) ү ( 2 ) 
л l > л,2 > • 

ү ( 2 ) 
• »> л и > 1 1 

~ n! 
ү 0 » + l ) ү ( « + l ) 
л l > л 2 > • 

ү ( п + l ) 1 

ß i в, 
^ 2 , 1 ^ 2 , 2 

в2 ' в2 ' 

^ П + 1 ,1 A i + 1 , 2 

вn+i 
Д i + 1 

Bг 

л2,n 

в, 

A.+i,и 

# n + l 

1 

1 

n\B%B2 ... Б n + 1 

^ * l , l > ^ l , 2 > •••> ^ L , n > &1 

^ 2 Д > *2,2> ., A 2,и» в. 

^ n + l , l > A i + 1 , 2 > •••> ^ n + l , n > ^ n + 1 

kde x(J) = (x[J}, x(

2

J),..., xiJ), j = 1, 2,..., n + 1 sú vrcholy simplexu, Atk doplňky 
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prvkov aik, Bt doplnok prvku bt v determinante A. Podía vety o determinante 
doplnkov je teda 

An 

(12) V 
niBlB2...BH+l 

Na určenie (n — l)-dimenzionálneho obsahu V, stien simplexu použijeme vzťah 

Vh-
V = ^ , I = l , 2 , . . . , * + ! 

kde hj je výška simplexu příslušná k podstave v rovině lj = 0. V ďalšom budeme 
předpokládat*, že rovnice oporných rovin lj = 0 máme v normovanom tvare, takže 
\aj\ = 1, a teda 

hj = \0jX" + bj 

takže 

<13) nV »Иn 

aJAj 

.Já 

B: 
+ ь, 

n ! | B 1 B 2 . . . B n + 1 | \Bj\ (n - 1)! 

BjA 

B^B^ ... в п + 1 

Zo vzťahov (12) a (13) máme 

nV 
n+l 

1 
t = l 

E ̂  I |в,| 
я + 1 

II 
1 = 1 

•čo je vzorec (5) pře normované rovnice oporných rovin, a obdobné 

nV \A\ 
QJ J n+l 

1 
i=l 

1VÍ~2VJ I | « ( | -2 |B, | 
Я + l 

II 
1 = 1 

l , 2 , . . . , n + l . 3 ) 

Tým sme ukázali na vzájomnú súvislosť vzťahov (5) a (8) a naznačili, ako sa jeden 
z druhého odvodí. Zároveň je daná možnost vyjadriť A' a gH pomocou koeficientov 
rovnic oporných rovin simplexu. 

Naše úvahy sú úzko zamerané na určenie poloměru vpísanej gule; ak chceme po
mocou ich výsledkov určiť iné veličiny simplexu, sme nútení použiť vztahy týchto 
veličin k poloměru vpísanej gule z iných teorií, napr. zo syntetickej geometrie. 
Ukážeme to na příklade z analytickej geometrie v E 2 . 

Pišme rovnice polrovín, ktorých prenikom trojuholník je, v normovanej formě 

a^ + bty + ct = li9 a\ + b\ = 1, /, ^ 0 , i = 1, 2, 3 

3 ) Ak je zaručené, že v rovniciach polpriestorov (1) sú všetky parametre lt nezáporné, možno 
No výrazoch pre Q a Q, vynechať znaky absolútnej hodnoty podfa (6) v práci [2]. 

ì i 



a označme Ah Bi9 Ct po radě doplňky prvkov ai9 bh c. v determinante 

aí9 bí9 ct 

A = a2> bl9 c2 

az> b39 c3 

pričom C1C2C3 4= 0. Podlá (5) a (6) je 

A 

Ф0 

(14) Є 

Qг = 

Ct + C2 + C3 

A 

Øi 

Qз 

-Cx + C2 + C3 

A 

Cl """ C2 *+* C3 Cl + C2 "~* C3 

Pre obsah trojuholníka máme podlá (12)4) 

A2 

(15) P = 
2IC-C2C3I 

a pre dížky du d2, d} jeho stráň podlá (13) 

CtA 
(16) di = 

C1C2C3 
i = 1, 2, 3 

Poloměr r kružnice trojuholníku opísanej určíme pomocou planimetrického vzorca 
r = did2d3J4P a dostaneme 

dT) 
I2C iC 2 C3 

a potom pre vnútorné uhly au <x2, a3 trojuholníka 

(18) sin « , = - ! = IC.I, i = 1, 2, 3 . 
2r ' ' 

(19) 

Zo vzfahov (14), (15) a (17) vyplývá 

P 
P = rLđ , t>í? = 

dj + d2 + d3 

|C. + C2 + C3| ' ' 2|Ct + C2 + C3 

r = 

4 ) Tu nemdžeme vynechat znak absolútnej hodnoty, hoci je lt ^ 0, i = 1, 2, 3, lebo je zaru
čené len, že sign Cf — sign J % 0, i = 1,2, 3. 
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a zo vzťahov (15) a (16) pre výšky trojuholníka 

A 
VІ = — , i = 1,2, 3 (20) 

atď. 
Rozmanitost' vzťahov v En by sa, pravdaže, zváčšila, nebudeme sa tým zaoberať. 
Nakoniec ukážeme na jednom příklade praktickú aplikabilitu výsledkov. 

Příklad. Dané sú rovnice oporných priamok trojuholníka 

(1) x = 0 , 4x + 3y - 12 = 0 , 12x + Sy - 60 = 0 . 

Použité výsledkov tejto práce na výpočet rozných veličin tohoto trojuholníka. 

Riešenie. Spósobom opísaným v práci (2) najdeme, že uvažovaný trojuholník je 
prenikom polrovín 

(2) x = l{, 1(4* + Ъy - 12) = l2 , ^ O - Ш - 5y + 60) = /3 . 

Přitom sme použili normovaného tvaru rovnic oporných priamok. Z rovnic (2) určí
me parametrické vyjadrenie bodov trojuholníka 

(3) x = h , y = i ( ~ 4 / 1 + 5/2 + 12) 

a nezáporné parametre ll9 l2i h spíňajú rovnicu 

(4) 16Í! + 25í2 + 39í3 = 120 . 

Súradnice vrcholov dostaneme, keď dva z parametrov majú nulovú hodnotu. 
Pri l2 = l3 = 0 je podlá (4) lt = ^ a tak Ox = (^, - 6 ) . Obdobné dostaneme 
O2 = (0,12), O3=(0,4). 

Podlá (4) je 

120 

16 + 25 + 39 
Qi 

120 

- 1 6 + 25 + 39 2 

a obdobné Q2 = 4, O3 = 60. 
Hodnoty A a C ř určíme teraz vhodné takto: 
V determinante 

A = 

1, 0, 
4 
5' 

3 
5' 

12 
~~ 5 

2 
3' 

5 
13 ' 

60 
13 
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určíme jeden minor, napr. 
1, 0 

C3 4 3 
5' 5 

3 
5 * 

Kedže je kladný, sú aj A a C1? C2 kladné. Podlá (4) je A/C3 = ~^, odkial A = f|; 
ďalej Cíjá = J~Q, odkial Ct = ~| a obdobné C2 = ̂ . Máme teda 

í<\ . 24 16 5 3 
(5) A = — , C, = — , C 2 = — , C 3 = - . 

13 65 13 5 

Súradnice středu vpísanej kružnice a stredov pripísaných kružnic určíme z para
metrického vyjadrenia (3) a (4). Dostaneme 

*-{°'=^ř^H9i)- *.=(-,.^^H-!!> 
S, = L, - 4 g ' - . 5 g l + 1 2 ' l - (4, -8) ; S, - («.„ - 4 g ' + . 5 g ' + 1 2 N ) = (60,24) . í#з> 

Obsah počítáme zo vzťáhu P = |zl2/2C1C2C3|, teda P = 30 a potom r = Pj\á\ = 
= 30 : | | = ̂ . Velkosť stráň dostaneme zo vzfahov dt = ICiA/Ci^C^, teda 
dt = 8, d2 = ̂ , d3 = ^ . 

Pre velkosti vnútorných uhlov platí sin af = |Cj|, takže sin ocí = ~|, sin a2 = ̂ ^ 
sina3 = f. Příslušné ostré uhly sú a't = 14°15'0", a2 = 22°37'12", a3 = 36°52'11". 
Kedže a[ + a2 + a'3 < 180°, je trojuholník tupouhlý a a3 je tupý uhol. Preto oct =-
= 14°15'0", a2 = 22°37'12", a3 = 143°07'49". 

Jestvujú rozmanité iné možnosti kombiríovania výpočtov. 
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Резюме 

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ РАДИУСА ВПИСАННОГО 

ШАРА И ПРИПИСАННЫХ ШАРОВ СИМПЛЕКСА 

В Еп И НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ 

ПАВЕЛ БАРТОШ (РаVе1 Ваг1о§), Братислава 

В этой работе на основе параметрического выражения точек симплекса 
в Еп выводятся соотношения для величины радиуса вписанного щара и при
писанных шаров симплекса, уравнения опорных плоскостей которого данны. 

Zusammenfassung 

ÜBER EINE METHODE DER BESTIMMUNG VON DEM RADIUS 

DER EINGESCHRIEBENEN UND ZUGESCHRIEBENEN KUGELN 

EINES SIMPLEXES IM En UND EINIGE ANWENDUNGEN 

PAVEL BARTOS, Bratislava 

In der Arbeit werden mit Hilfe der parametrischen Ausdrücke für die Punkte des 
Simplexes im En Beziehungen für die Größe der Radiuse der ein- und zugeschriebe
nen Kugeln des Simplexes, wobei die Gleichungen dessen Stützebenen bekannt sind, 
hergeleitet. 
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