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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 93 * PRAHA 14. 11, 1968 * C[SLO 4

K PROBLEMATICE ROZSIROVANI LINEARNICH OPERACI
NA MODULECH

FRANTISEK CHARVAT, Praha

(Doslo 12. kvétna 1967)

Oznateni. Symboly P, Q rozumime moduly (linedrni prostory) nad télesem K.
Symboly R, rozumime podmoduly modulu P, ve M (mnoZina indexi). Elementy P,
resp. Q, resp. K zna¢ime malymi latinskymi pismeny z konce abecedy x, y, z apod.,
resp. malymi latinskymi pismeny ze zaldtku abecedy a, b, ¢ apod., resp. malymi
feckymi pismeny «, §, y apod. Linedrni operdtory z modulu P do modulu Q (tj. de-
finované na podmodulu modulu P a s hodnotami v Q) — ddle jen operdtory — znadi-
me velkymi latinskymi pismeny za zagdtku abecedy A, B, C apod. Defini¢ni obory
operatorti zna¢ime symbolem def, tj. napf. modul, na némz je definovdn operdtor 4
znadime def A. Linedrni obaly podmnoZin modulu P znaéime hranatymi zdvorkami.

Definice 1. Necht @ je zobrazeni P do exp Q. Operdtor A nazveme P-rozsifitelny,
plati-li: existuje-li R, takovy, Ze

x € Ry = A(x) e &(x),
potom pro libovolny R, o R, existuje operator B tak, Ze

(1) x€R,; = A(x) = B(x), x€R,= B(x)e ®(x).

Definice 2. Necht @ je zobrazeni P do exp Q. Toto zobrazeni nazveme lmeémé
pokryvajici P vzhledem ke Q, plati-li: je-li 4 (libovolny) takovy, Ze

x € Ry = A(x) € &(x),
potom ke kaZdému y existuje a takové, Ze plati:
() A(x) + dae ®(x + Ay)

pro viechna xeR; a AeK.
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Poznimka 1. Je zfejmé, Ze v definici 1 je implicite zahrnut pfedpoklad R, =
< def A, R, < def B; podobné v definici 2 opét R, < def A.

Véta 1. Necht & je zobrazeni P do exp Q. Potom kaZdy operdtor z P do Q je
d-rozsifitelny prdvé tehdy, je-li ® linedrné pokryvajici P vzhledem ke Q.

Dikaz. Necht kaZdy operdtor z P do @ je d-roziifitelny. Necht R, je takovy, Ze
x € Ry = A(x) € &(x). Nechf y € P. Potom nastane pravé jeden z pfipadi:

a) yeR,, b) yé¢R;.

Necht nastane a). Potom x + Ay € Ry pro viechna x € Ry a A€ K. Podle pfed-
choziho v tomto pfipadé plati:

A(x) + 2 A(y) = A(x + Ay) e d(x + Ay)

pro viechna x € R; a AeK; oznadime-li tedy a = A(y), je podminka (2) splnéna.

Necht nastane b). Potom [R, U y] 2 R,. KaZdy element z € [R, U y] Ize jedno-
znadné psdti ve tvaru z = x + Ay, kde x € R, A€ K. Podle pfedpokladu existuje ope-
rdtor B takovy, Ze plati (1), pfi¢emZz R, = [R, u y]. Plati: B(z) = B(x) + 1 B(y);
tedy ozna&ime-li a = B(y), plati:

A(x) + Aa = B(x) + Aa = B(x + Ay) € ®(x + 1y)

pro viechna x € R, a 4 € K, tudiZ podminka (2) je splnéna.

Tim je dikaz jednim smérem proveden.

Necht @ je linedrné pokryvajici P vzhledem ke Q. Necht R, je takovy, Ze plati
x € Ry = A(x) € &(x). Déle necht R, > R,. Nechf B je systém viech operdtord na
vSech podmodulech modulu R, takovych, Ze

CeB = xedef C= C(x) e (x).

B je podle pfedpokladu neprdzdny, nebotf 4 € B. Na B zavedeme relaci édsteéného
uspofdddni takto: D, E € B, D < E pravé tehdy, plati-li:

def D = def E, xedef D= D(x) = E(x).

Dale zavedme: je-li D, E € B takové, ze D < E, potom D U E = E.

Takto definovany systém B spliiuje pfedpoklady Zornova lemmatu, nebot je-li
{F };c; monotonni podsystém systému B, potom F = U F,e®B a F; < F pro kazdé
iel.

Tedy existuje B € B takovy, Ze A < B a je-li C takovy, Ze B < C, potom B = C.

DokdZeme, Ze B je definovdn na R,. Postupujme sporem. Necht B je definovdn
na Ry § R,. To znamend, %e existuje y e R, takovy, z¢ Rs § [Rzuy] =R,
JelikoZ B € B plati: existuje b takovy, Ze: B(x) + Ab € ®(x + Ay) pro viechna x € R,
alek.
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Kazdy element z € [R; U y] lze jednoznatn& psdt ve tvaru z = x + Ay, kde
x € R3, A€ K. Definujme na [R; U y] operdtor C ndsledujicim zp@sobem:

C(z) = C(x + Ay) = B(x) + Ab.
Plati:
x€R; = C(x) = B(x), ze[Ryuy]=C(z)ed(z).

Tedy Ce B, B < C, B %+ C, coz je spor. Tedy B je definovdn na R,.
Tim je diikaz véty proveden.

Umluva. V dal§im bude K znamenat vZdy té&leso redlnych & komplexnich &isel
s normou rovnou absolutni hodnotg.

Definice 3. Necht k > 0. Nechf P, Q jsou normované moduly. Rekneme, Ze Q je
k-modulové centrovany vzhledem k P, plati-li: je-li S, g(x, ¥) systém viech uzavie-
nych kouli v Q takovych, Ze stfedy jeho elementi jsou prvky A(x), x € R a poloméry
y) 0
N Sy r(x2, ) + 0 pro libovolné x,, x, € R a hbovolné (pevne) ye P potom
N S (x, ¥) + 0 pro libovolné (pevné) y e P.

xeR

Véta 2. Necht k > 0. Necht P, Q jsou normované moduly. Potom zobrazeni & P
do exp Q, definované vztahem '

3 xeP = &(x) =

I3

je linedrné pokryvajici P vzhledem ke Q prdvé tehdy, je-li Q k-modulové centrovany
vzhledem k P.

Dikaz. Necht zobrazeni (3) je linedrn& pokryvajici P vzhledem ke Q. Necht
S 4,r(x, ) je systém uzavienych kouli v Q spliiujici pfedpoklady definice 3.

Z predpokladu S, g(x,0) N S, z(0,0) # @ plyne |A(x)| < k|x| pro libovolné
x € R, tudiZ x € R = A(x) € ¢(x). Vzhledem k tomu, Ze @ je linedrn& pokryvajici P
vzhledem ke Q plati, Ze pro kazdé y e P existuje a € Q takové, Ze |A(x) + Aa <
< k|x + Ay| pro viechna x e R a 1€ K. Posledni vztah vSak fikd, Ze —ae
€ N S,.x(x, ¥), tudiZ pro kazdé y e P plati n Sar(x,y) + 0, tedy Q je k-modulové

xeR
centrovany vzhledem k P.

Necht Q je k-modulové centrovany vzhledem k P. Necht 4 je takovy, Ze
xeR = [AR)] < k]

Oznaéme S, g(x, y) systém vSech uzavfenych kouli v Q takovych, Ze stfedy jeho
elementl jsou prvky A(x), xe R a poloméry elementi o stiedu A(x) jsou rovny
k|x + y|, kde ye P.

373




DokdZeme, Ze takto definovany systém S, x(x, y) spliiuje pfedpoklady definice 3,
tj. plati S, g(x, ¥) N S4.r(X2, ¥) # 0 pro libovolné x,, x, € R a libovolny (pevny)
y € P. Staci dokdzat, Ze souCet polomérii danych kouli je v&t3i nebo roven vzdile-
nosti jejich stfedi, coZ vzhledem k pfedpokladi plati, nebot

k(e + vl + [x2 + 5]) 2 kv = %o 2 4, = =) = [4(x) = ACe)] -

Tedy plati: N\ S, &(x, y) = 0 pro kaZdé y e P, tzn. existuje alespoi jedno —ae Q

xeR
takové, Ze plati: |A(x) + a|| < k|
plyne pro vSechna 1€ K, 1 + 0,

A X +a
y)
pro viechna x R, z &ehoZ

|4(x) + Aa|| < k|x + 4y

x + y| pro viechna x € R. Z posledni nerovnosti

|

X

a < |1 kJ :

pro vSechna x € R a vechna A€ K, 4 % 0. JelikoZ vSak posledni vztah plati trividlné
ipro A = 0, je zobrazeni @, definované vztahem (3) linedrn& pokryvajici P vzhledem
ke Q. Tim je ditkkaz véty proveden.

Pozndmka 2. Modul redlnych &isel (s normou rovnou absolutni hodnotg) je
k - modulové centrovany z kazdého normovaného modulu nad télesem redlnych
&isel pro libovolné k > 0. Dukaz tohoto tvrzeni je disledkem obecnéj§iho tvrzeni
pro modul redlnych &isel: necht S je libovolny systém uzavienych kouli v modulu
redlnych &isel (s normou rovnou absolutni hodnot€) takovy, Ze jeho dva libovolné
elementy maji neprdzdny prinik. Potom prinik vSech elementd systému S je ne-
prdzdny. Diikaz tohoto tvrzeni je snadny. OznaCme systém S {I,},y, pii Cemi
I, = {p,, q,>. Oznatme p = sup p,, q = inf q,. Zfejme plati p < g, nebot v opac-

neN eN

ném pfipadé€ by existovala py, 4, takové,"ie Pu, > 4y tudiz I, N1, = 0, coZ by
byl spor s pfedpokladem véty. Tedy I = {p,q> + Qaplatil < I, pro kazdé ueN,
tudiz N I, * 0. Tim je dikaz proveden.

ueN

Pozndmka 3. Pozndmka 2 spolu s vétou 2 davaji okamzZité Hahn-Banachovu vétu
o roz8ifeni redlnych funkciondli se zachovanim normy.

V daldim poukdZeme na moZnost roz$ifovani linedrnich operdtorl na jistych typech
normovanych moduli nad télesem komplexnich &isel.

Oznateni. Necht P je modul nad t&lesem komplexnich &isel. Symbolem P zna&ime
modul P chdpany jako modul nad t&lesem redlnych &isel. Podobné R,, ve M (mno-
Zina indexd) znamenaji podmoduly R,,ve M chdpané jako moduly nad t€lesem
redlnych C&isel. ' '

Necht Q je modul nad t&lesem komplexnich &isel s involuci (viz napf. [1]). Symbo-
lem Re Q znagime modul viech redlnych elementit modulu Q (nad t&lesem redlnych
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gisel). Redlnou &dst a € Q znakime Re g, imagindrni ¢dst a € Q znagime Ima.
Ztejmé Re a, Im a € Re Q pro libovolné a € Q.

Linedrni obal podmnoZin modulu P ve smyslu komplexniho linedrniho obalu
znadime hranatymi zdvorkami, ve smyslu redlného linedrniho obalu zna¢ime hrana-
tymi zdvorkami s vinkou.

Definice 4. Modul Q nad télesem komplexnich ¢isel nazveme komplexnim normo-
vanym modulem s involuci, plati-li: Q je normovany modul nad télesem komplexnich
¢isel s involuci; pro normu libovolného prvku a € Q plati:

4 [a]| = max [Reacost + Imasint|,
teA
kde A je mnoZina redlnych Cisel.

Véta 3. Necht P je normovany modul nad télesem komplexnich disel. Necht Q je
komplexni normovany modul s involuci. Necht @ je zobrazeni P do exp Q definované
vztahem (3). Necht & je zobrazeni P do exp Re Q definované vztahem:

5 xeP=&(x)=d(x)nRe Q. A

Potom & je linedrné pokryvajici P vzhledem ke Q, je-li & linedrné pokryvajici P
vzhledem k Re Q.

Dtikaz. DokaZeme nejprve ndsledujici pomocnd tvrzeni:

Lemma 1. Necht P je modul nad télesem komplexnich ¢isel. Necht Q je modul nad
télesem komplexnich &isel s involuci. Potom pro libovolny operdtor A plati: x €
e def 4 = Im A(x) = — Re A(ix), pfi cem? Re A je operdtor z P do Re Q. Naopak,
je-li Re A operdtor z P do Re Q, (definovany na podmodulu P!), potom predpis

x € def Re A = A(x) = Re A(x) — i Re A(ix)
definuje operdtor z P do Q.

Dikaz plyne okamZit® z podminky A(ix) = i A(x) a z vlastnosti linedrnich
operdtord.

Lemma 2. Necht' k > 0. Necht P je normovany modul nad télesem komplexnich
Cisel. Necht Q je komplexni normovany modul s involuci. Potom plati:

xeR = |C0)] < kx| = x e K~ [Re C(3)] < k]
Dikaz. Prvym smé&rem je tvrzeni trividlni, viz (4). Necht plati:
xR [Re CQ)] 5 Kl
JelikoZ xe™ ¥ € R pro viechna redlnd ¢, plati:

[Re Cxe™™)|| = k|xe™] = K|x] ,

375



z &ehoZ po upravé dostaneme
[Re C(x) cos t — Re C(ix) sin t|| < kf|x]|
pro libovolné Tedlné 1, tudiz plati:
lcE)| = max |Re C(x) cos t + Im C(x)sin t|| =
= max| ReEC(x) cos t — Re C(ix) sin 1] < k|x] ,
e
kde 4 je mnoZina redlnych Cisel. Tim je dikaz proveden.

Lemma 3. Necht' P je modul nad télesem komplexnich ¢isel. Potom

—_— T T———

TN
[[Ruyluiy] =[RuY].
Dukaz je ziejmy.
Nyni pfistupme k diikazu véty.
Necht & je linedrné pokryvajici P vzhledem k Re Q. Necht plati:
xeR= [4(x)] < kx| -

Necht y € P. Potom mohou nastat dva pfipady: bud y € R nebo y ¢ R. Necht y € R.
Potom x + A y € R pro vSechna x € R a A € K, tudizZ plati:

xeR = |A(x) + Aa| < k|x + 2y|
pro viechna A € K, pfi¢emz a = A(y).
Nechf plati y ¢ R. Na zdakladé lemmatu 2 plati:
xeR= [Re A(x)] < k|| .
Vzhledem k pfedpokladu plati: existuje a, € Re Q tak, Ze

|Re A(x) + Aia,] < k|x + A,y
pro viechna x € R a viechna redlnd 1,.

JelikoZ Re A(x) + Aqa, lze chdpat jako operdtor na [Ti\u—y/] do Re Q a jelikoz

. £ —2 . . .
ziejm& iy ¢ [R U y], plati opdtovnym vyuZitim pfedpokladu: existuje a, e Re Q
takové, Ze '

[Re A(x) + A,ay + Ara,| < k|x + 4,y + A,iy

pro viechna x € R a vSechna redlnd Ay, 4,. Re A(x) + A,a, + 4,4, lze chdpat jako

operdtor na [m] v iy] do Re 0. Na [R v y] definujeme operdtor B pfed-
pisem: je-li z = x + 4y, kde xeR a AeK, potom B(z) = A(x) + A(a; — ia,).
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Oznadime-li A = A, + il, plati:
ze[RuU y] = Re B(z) = Re A(x) + 4,4, + A,a,.
Vyuzitim lemmat snadno dostdvame ndsledujici tvrzeni:
ze[RU Y] = [B@)| < k2], . [4G) + 2a] < klx + ]

pro viechna xe R a viechna AeK, kde a = a; — ia,, A = A; + il,, tudiZz P je
linedrné pokryvajici P vzhledem ke Q. Tim je diikaz véty proveden.

yry

Pozndmka 4. Z poznamky 2 a z véty 3 plyne okamzité véta o rozsifeni komplex-
nich funkciondlii se zachovdnim normy (viz [2]), nebot je zfejmé Ze modul komplex-
nich disel je k-modulové centrovany z kazdého normovaného modulu nad télesem
komplexnich &isel pro libovolné k > 0. Posledni tvrzeni je disledkem véty 2,3 a po-
zndmky 2 a skutecnosti, Ze modul komplexnich ¢isel s normou rovnou absolutni
hodnoté& lze chdpat jako komplexni normovany prostor s involuci.
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Summary

TO THE PROBLEM OF THE EXTENSION OF LINEAR OPERATORS
ON PRODUCTS

FRANTISEK CHARVAT, Praha

This paper is concerned with the problem of the extension of linear operators with
preserving a certain property, the so called @-extensibility. The general part deals
with the problem of the extension of linear operators on linear spaces over an arbitrary
field. Theorem 2 contains the necessary and sufficient condition for the extension of
linear operators on a linear normed space over the field of real or complex numbers
with the same norm. The corollary of this Theorem is the classical Hahn-Banach
Theorem. Theorem 3 gives a certain sufficient condition for the extension of linear
operators on the so called complex normed linear spaces with the same norm. This
Theorem is a generalization of the so called Suchomlinoff Theorem on the extension
of a complex functional with the same norm.
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