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Časopis pro p stování matematiky, roč. 93 (1968), Praha 

О ПРОДОЛЖЕНИИ ОПЕРАТОРОВ С ЗНАЧЕНИЯМИ В ЛИНЕЙНИХ 
ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

ВЕШЗЬАУ ШЕСАЫ (Белослав Риечан), ВКАТ№АУА 

(Поступило в редакцию 25. августа 1967 г.) 

В статье [1] мы доказали теорему о продолжении функционалов некоторого 
типа.1) Следствием этой теоремы были теорема о продолжении интеграла и тео­
рема о продолжении меры. В этой статье мы обобщим результаты из [1]. Мы 
будем изучать не только функционалы, а операторы с значениями в произволь­
ном регулярном ^-пространстве. 

В первой части излагается общая теория, в следующих трех частьях ее прило­
жения: продолжение интеграла Даниела на /-группах, продолжение линейних 
операторов и продолжение векторной меры. Некоторые из этих результатов 
являются улучшением известных результатов. Также общие результаты явля­
ются улучшением результатов работы [1]. 

В первую очередь мы введем некоторые обозначения. Структурные операции 
00 

мы будем обозначать знаками х и у, х п у, V ха, П **> 1ДХ : х е #}> П# и т п * 
аеГ п — 1 <х> 

Мы будем писать х „ / х в случае, когда хп ^ хп+1 для всех п я х = [) хп. По-
п = 1 

добный смысл имеет символ хп \ х. Если ^ — непустое подмножество частично 
упордядоченного множества М, которое не ограничено сверху (снизу), то 
пишем \^^ = со (С\^ = —со). Мы будем пользоваться терминологией из 
теории полуупорядоченных пространств следуя [3]. 

В настоящей работе мы будем продолжать оператор .70 определенный на 
подмножестве А множества 5 со значениями в регулярном ^-пространстве Р. 
В следующих трех определениях мы дадим описание свойств 5, А и / 0, необхо­
димых в дальнейшем. Условие I.} будет обозначать ]-ое условие 1-ого опре­
деления. 

*) Краткое изложение результатов работы [1] содержит доклад [2]. 
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Определение 1. Пусть 5 — непустое множество удовлетворяющее следующим 
условиям: 

1. 5 — условно с-полная структура (т.е. 5 — структура, в которой всякое 
ограниченное счетное подмножество обладает наименьшим верхним и наиболь­
шим нижним ограничениями). 

2. 5 — бг-непрерывная структура (т.е. хп /" х, у„ /* у => хп п уп /* х о у; хп \ 

^х>Уп \ У=^хп^ Уп >* х и У)-
На структуре 5 определены бинарные операции -Ь, —, для которых выпол­

няется: 

3. х + у = у + х для всех х, у е 8. 

4. Если х, у, г е 8их ^ у, то х + 2 ^ у + 2, х — г ^ у — г, г — х §: 2 — у. 

5. Для любых последовательностей {хп}, {уп} элементов из 5 таких, что 
хп * х\ Уп * У* справедливо хп + уп /* х + у. 

6. Для любой последовательности {хп} элементов из 5 такой, что хп /* х е 8, 
и любого у е 8 справедливо хп — у /* х — у. 

7. Для любой последовательности {хп} элементов из 5 такой, что х„ \ х е 5> 
и любого у е 8 справедливо у — хп /* у — х. 

8. Если х ^ у, х, у е 8, то у = х + (у — х). 

Определение 2. Дано подмножество А множества 5 обладающее следующими 
двумя свойствами: 

1. А — подструктура структуры 5 замкнутая относительно операций +, —. 

2. Для произвольного х е 5 существуют последовательности {хл}, {уп} эле-
00 00 

ментов из А так, что П хп = х й и Уп-
и = 1 11=1 

Определение 3. Дано отображение ^ 0 множества А в регулярное Х-простран-
ство Р, обладающее следующими свойствами: 

1. х ^ у => ̂ 0(x) й ^о(у)^ 

2. ^0(x) + ^0(у) = ^о(x и у) + ^0(x п у) для всех х, у е А. 

з. х ^ у => ^0(у) = ^0(x) + ^0(у - х). 

4. ^0(x + у) й ^о(x) + ^о(у) Д л я произвольных х, у 6 А. 
00 

5. Если хп /* х, хп е А, х е А, то ^0(x) = У ^0(xп). 
»=-1 

Определение 4. Через В (соответственно, через С) мы будем обозначать мно­
жество всех элементов Ъ е 8, для которых существует последовательность {ап}, 
апеА(п = 1,2,...) такая, что ап /* Ъ (соответственно ап \ Ь). 
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Лемма 1. Пусть {сп}, {(!»} произвольные последовательности элементов из А, 

сп/с,йпг а, ей Л- Тогда у /0(с„) ^ у / 0(<у. 
и = 1 „--1 

Доказательство. Для фиксированного т мы имеем стп Ап / стп & = 
= ст(п -• со). В силу условий 3.5 и 3.1 

00 00 

и = 1 и = 1 

откуда вытекает утверждение леммы. 
Лемма 1 дает возможность дать следующее определение. 

Определение 5. Пусть Ъ е В, {ап} — последовательность элементов А, ап / Ь. 
Тогда мы положим 

00 

иь) = и ^о(<^п) -2) 
и = 1 

Следующая лемма была доказана в [1] (леммы 2,1 — 2,3). То обстоятельство, 
что А здесь удовлетворяет более слабым условиям, не существенно. Кроме 
того идея доказательства известна (см. напр. [4], [5]). . 

Лемма 2. В и С являются подструктурами структуры 8, В замкнута относи­
тельно + . Если Ьпе В, Ъп /* Ъ (соотв. ЪпеС, Ъп \ Ь), то Ъ е В (соотв. ЬеС). 
Более того, существуют спеА так, что сп 5* Ьп и сп /* Ь (соотв. сп ^ Ът 

сп \ Ъ). 

Лемма 3. Оператор ^1 является продолжением оператора ^0. ^^ изотопный 
(т.е. х ^ у => ^^(x) ^ ^1(у)) и для всех х,уе В справедливо 

Л(х) + ^1(у) = ^1(x и у) + ^1(x п у), 

Ч* + У) й ^1(x) + ^1(у) .3) 

Доказательство. Первое утверждение вытекает из определения, второе из 
леммы 1. Пусть {хп} и {уп} последовательности элементов из А, хп г х, уп /* у. 
Если хотя бы одна из последовательностей {/0(*и)}- {Л>(.Уи)} не ограничена, то 
не ограничена тоже {/0(

хи и Уп)} и последние отношения приобретают форму 
со = со соотв. ^^(x + у) ^ со. В обратном случае доказательство очевидно. 

Определение 6. Для й е ,5 мы определяем 

^(с^)-п{^1(Ь):с^йЪеВ}. 

2) Значение ^^(Ь) может быть и оо. 
3 ) Операция + и отношение ^ с элементом оо, с которым здесь мы можем встретиться, 

определяются очевидным образом. 
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Лемма 4. Оператор ^ является продолжением оператора 1Х. ^ изотопный 
и для всяких х9уе 8справедливо 

^(x + у) = ^(x) + ^(у) 

всякий раз, коэда ^(x) + ^(у) определено. 

Доказательство. Первые два утверждения очевидны. Доказываемое нера­
венство справедливо, если ^(x) = со или ^(у) = со. Пусть — со = ^(а) < со, 
— со ^ ^(Ъ) < со. Тогда множества Ах = {-/1(01) : а = ах еВ}, Вх = {/1(61) : 
: Ь = ЪхеВ} не пусты. Возьмем агеВ9 ЪхеВ так, чтобы а ^ а19 Ъ = Ъх. 
В силу леммы 3 ^1(а1) + ^1(Ъ1) ^ /1(^1 + Ъх) = ^(а + Ъ). Значит, если хотя 
бы одно из множеств А19 Вг не ограничено снизу, то ^(а + Ъ) = — со. В про­
тивном случае зафиксируя ах мы получим неравенство ^1(а1) = ^(а + Ъ) — 
— ^(Ъ). Остаток доказательства очевиден. 

Лемма 5. Пусть <1ге8 (г = 1,..., и), й{ = </,+1 (/ = 1,..., п — 1), 6̂  = е/|, 
Ъ(еВ (г = 1,...,/|) произвольные элементы и пусть ^((^^) + еи]21+1 > ^(Ь^) для 
некоторого положительного числа е и положительного элемента ие Р. Тогда 

1 = 1 2 ' »=1 

Доказательство проводится по индукции при помощи леммы 4, леммы 3 и 
не отличается от доказательства леммы 3.1 из [1]. 

оо 

Лемма 6. Если ЪпеВ (п = 1, 2,...) и Ъп /* Ъ9 то ^1(Ъ) = ^ ^1(Ъп). 
и = 1 

Доказателство. В силу леммы 2 существуют спе А9 сп ^ Ьп (п = 1, 2,...) 
так, что сп /* Ъ. Но тогда 

Ш « 0 ^о(сп) = 0 Л(*й) ^ ^1(ь). 
и = 1 и = 1 

Теорема 1. Пусть {йп} произвольная последовательность элементов из 89 
00 

йп ? а в 89 ^(й1) > -оо. Тогда ^((^) = и ^(с^п). 
и = 1 

00 

Доказательство. Очевидно и ^(йп) ^ ^(^^) и теорема справедлива, если 
оо оо и = 1 

\] ^(йп) = со. Пусть \) ^(йп) < со. К произвольному й% существует последо-
и - - 1 л = 1 оо 

вательность {Ь7}т=1 элементов из В так, что ^(й^) = П Л*?Х Щ = ^ (т = 
от=1 

= 1,2,...). Пусть и > О общий регулятор сходимости, всех последовательностей 
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{^7)}т=1 0 = и 2, ...)• Очевидно, для произвольного числа е > 0 существует 
Ь( е В так, что Ъ{ = й{ и 

(1) ад+ _ ! _ „ > ,/(&,) 0 = 1,2,...). 

В силу условия 2.2 существует Ъ е В так, что й = Ъ мы можем предполагать, что 

(2) й1 й Ь, _г Ъ . 

П 

Положим кп = [) Ъ(. Очевидно, кп ^ кп+1, кп е В, кп ^ йп (п = 1, 2,...) и в силу 
1 = 1 00 00 

(2) кп = Ъ. Отсюда вытекает существование и кп <* Ъ. В силу леммы 2 ^ йя е В 
и в силу (1) и леммы 5 и = г 1 п==1 

Л ) + Е ^ « > % ) (и-1,2,...). 
1=1 2 

Из последнего и леммы 6 вытекает, что 

/(й) + ей = и ./(О + ей = и /(&й) = Л 0 кп) = ./(</) , 
л = 1 л = 1 п = 1 

откуда вытекает непосредственно утверждение теоремы. 

Лемма 7. Для произвольного аеС существует последовательность {Ъп} эле-
00 

ментов из В так, что Ъп \ а и ̂ (а) = П Л(^л). 
и = 1 

Доказательство. Пусть {ап} соотв. {сп} последовательности элементов 
00 

из Л.соотв. из В такие, что сп = а (п = 1, 2,...), ап \ а, ^(а) = П •%,,) и {св} 
п = 1 

невозрастающая. Тогда последовательность {Ъп}, где Ъп = апп сп, обладает 
всеми тревуемыми свойствами. 

Теорема 2. Пусть а = Ъ, аеС, ЪеВ, ^(а) > -оо. Тогда 

(3) ^(ь-а) + ^(а) = ^(ь). 

Доказательство. Из леммы 4 вытекает 

(4) ^(ъ - а) + ^(а) ^ ^(ъ). 

Если ^(Ь) = со, то (3) вытекает из (4). Пусть ^(Ъ) < оо и пусть а в А. Построим 
{Ъп},ЪпвА(п = 1,2,...) так, чтобы а = Ъп * Ъ. (3) вытекает тогда из теоремы 1 
и условий 1.6 и 3.3. 
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Пусть теперь ЬеВ, аеВ. Построим {Ьп}9 Ъпе А так, чтобы Ъп /* а <| Ъ. 
Тогда ДЬ — а) 5̂  ДЬ - Ьй) = ДЬ) - ДЬ„) и (3) вытекает из теоремы 1 и отно­
шения (4). 

Наконец, если Ъ е В и а е С, то (3) не трудно доказать, используя лемму 7. 
Ф 

Определение 7. Знаком ^ мы будем обозначать множество всех элементов 
й е 5, для которых справедливо 

-оо < \)У(с):й^ се С} = П{ДЬ) : <* 5* Ье#} < оо . 

Теорема 3. Пусть а ^ Ь9 ае^9 Ъе 8. Тогда 

ЛЬ - а) + /(а) = ^ Ь ) . 

Доказательство. Достаточно доказать, что для ДЬ) < оо справедливо 
ДЬ — а) + Да) <| ДЬ). Пусть сначала а е С. Пусть Ъх ^ Ь произвольный 
элемент из В. Тогда в силу теоремы 2 

Д Ь - а ) ^ ДЬ-.)- Да), 

откуда вытекает требуемое неравенство. Если теперь а е ^, возьмем произ­
вольное аг 5| а9 ахе С, Да х) > — оо. По доказанному 

ДЬ -а)й ^{Ъ) - ^(а1) 

и доказываемое неравенство вытекает из определения ^. 

Теорема 4. Пусть {сп} последовательность элементов из С, сп \ с. Тогда 

7(с)=П/(0-
и = 1 

00 

Доказательство. Мы можем предполагать, что С\^{сп) > — оо и схеА. 
п=1 

Тогда в силу теоремы 2 Д с 0 -= Л с1 ~~ сг) + Д ^ ) , значит 1(сх — сг) -= 0. 
В силу теорем 1 и 2 также справедливо 

(5) Д*1-<0 = Д с О - Л Д О . 
п = 1 

Из (5) вытекает, что —оо < 1(сх — с) < оо. Из леммы 4 вытекает, что 1(сх) 5| 
-=а Д с1 "" с) + /(с), значит Л с) > — оо. Из этой-же леммы и из (5) вытекает, 

00 00 

что 1(сх) — 1(с) й ^(с^) — Л ^(сп), или, что то же самое, П Д О ё. ^(с)^ Обрат-
л-*1 п=-1 

ное неравенство очевидно. 

464 



Теорема 5. Пусть {с1п} последовательность элементов из ^, Ап \ й. Тогда 

п-1 

Доказателство. Доказывается на основе теоремы 3 подобным способом, 
как в теореме 4. 

Лемма 8. Для всех х,уеС справедливо 

^(x) 4- ^(у) = ^(x и у) + ^(x п у). 

Доказателство получается легко при помощи теоремы 4. 

Лемма 9. Пусть й{ е Я, с, ^ йь с1 е С (г = 1,..., и) </. ̂  </.+1 (/ = 1, ..., л - 1) 
произвольные элементы и пусть ^(а1

^) — еи/21+1 < ^(с^) (г = 1..., и) для некоторого 
числа в > 0 и положительбого ив Р. Тогда 

«-Е^«<Лгк.). 
1= 1 2 1=1 

Доказательство проводится по индукции и двойственно доказательству 
леммы 5. Только вместо леммы 4 надо использовать лемму 8. 

Определение 8. Мы будем говорить, что множество К с 8 удовлетворяет 
условию (а), если справедливо следующее: Если ап / а, или ап \ а, ап€К 
(п = 1, 2,...), а е 8 и последовательность {«/(ал)} ограничена, то а е К. Через N 
мы будем обозначать наименьшее множество содержащее Л и удовлетворяющее 
условию (а). 

Теорема 6. Множество ^ удовлетворяет условию (а). 

Доказательство. Пусть ^^ие^, Ап /* й, {/(йй)} ограничена. Нам надо дока­
зать, что й е ^. Для того мы будем пользоваться только следующими утвержде­
ниями: леммой 5, теоремой 1 (но только для йп е ^ или йп е В), леммой 2 (без 
утверждения, что В замкнуто относительно +) и условием 1.1. 

Так как йп /* а1, йпе ^, то из тоеремы 1 вытекает, что — со < ^(й) < со. 
Пусть г > О произвольное число. Подобным образом, как в теореме 1, мы 
можем доказать существование иеР, и > О и Ъ^В, Ъ^ йх (\ = 1,2,...) 
таких,что 

(6) т ) + ф1и>ЦЬ1). 

Мы можем даже предполагать, что существует ЪеВ, для которого Ьг^.Ь 
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(г » 1, 2,...). Если положить кп = [) Ьь то кп <ь К+и К^В, Лп^кп^Ъ 

(п = 1, 2,...) и в силу (6) и леммы 5 
І = I 

«=-1 2 

оо 

Очевидно, существует к ~ () кп, кеВ, кп /* к, А <* &. Значит, /(^) + е« Ц> 
л = 1 

§ ^(к) ^ 7(^), откуда вытекает, что ^(й) = П { ^ ) : ^ .= ̂  е В}. С другой сто­
роны 

/(<0 = и ^(<1п) = II \)У(с) : йп = се С} = 
и = 1 и = 1 

= ^«/(с): существуют с е С и п так, что й„ ^ с} ^ и{Дс) : й ^ с е С} . 

Для того, чтобы доказать двойственное утверждение, достаточно проверить 
справедливость утверждений двойственных к утверждениям софмулированным 
в начале доказательства теоремы. Но это следующие утверждения: лемма 9, 
теорема 4, теорема 5, лемма 2 и условие 1.1. 

Теорема 7. Множество N является подструктурой структуры 8. ^ является 
отображением множества N в Р, являющимся продолжением оператора ^0 

и обладающим следующими свойствами: 

1. Для произвольных x,увN,x^у справедливо ^(x) ^ ^(у). 

2. /(*) 4- ^(у) = ^(x и у) + ^(x п у) для всех x,уеN. 

3. Для прозвольных х,уе^х^у справедливо ^(у) = ^(x) + ^(у — х). 

4. ^(x 4- у) й Ах) + АУ) для всех х,увК 

5. Если хп /* х (соотв. хп \ х), хпеN (п = 1, 2,...) и {/СО} ограничена, то 

xеNи ^(xп) /* ^(x) (соотв. ^(xп) \ ^(x)). 

Если Р — произвольный оператор из N в Р обладающий свойством 5 и являю­
щийся продолжением ^0, то Р(х) = ^(x) для всех х е N. 

Доказательство. Из теоремы 6 вытекает, что Ь=> N. Отсюда вытекает, 
что — оо < ^(й) < оо для всех й е N. Тот факт, что / является продолжением ^0, 
вытекает из леммы 4, точно так, как и утверждение 1 и 4. Утверждение 3 вы­
текает из теоремы 3. 

Докажем утверждение 5. Пусть х й / х (соотв. хп \ х ) , х вб]У(п-=1,2,..,) 
и {/(*«)} ограничена; Тогда xеNш силу определения множества N и ^(xп) / ^(x) 
(соотв. ^(xп) \ ^(x)) в силу теоремы 1 (теоремы 5). 

Из 5 вытекает последнее утверждение теоремы. Положим Л = {х е N : ^(x) =-
=*= Р(х)}т Очевидно К з А. Так как К обладает свойством (а), т о К э ЛГ, значит 
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Р(х) = ^(x) для всякого х е N. Теперь докажем 2. Пусть 6 множество всех 
у е N. для которых 

(7) /(х) + /(у) = ^(x иу) + ^(x п у) 

при фиксированном хе А. Очевидно б => Л. Не трудно доказать, что ^ обла­
дает свойством (а), значит <2 з N и (7) справедливо для всех хе А, уеN. 
Далее, для фиксированного у е N пусть Г множество всех х е N удовлетворяю­
щих (7). По прежнему Т^> А. Так как Т обладает свойством (а), то Т з N.. 
значит (7) справедливо для всех х, уе N. 

Замкнутость N относительно структурных операций доказывается подобным 
способом. 

Примечание. Теорема 3.4 из [1] является следствием теоремы 7. Достаточно 
в качестве Р взять ^-пространство всех действительных чисел. Более того, 
структура 5 и ее подструктура А подчинены здесь более слабым требованиям. 

II 

В этой части мы будем предполагать, что 5 — произвольная /-группа,4) + груп­
повая операция, х — у = х + ( — у), где —у элемент обратный у. Напомним, 
что /-группа 5 называется а-польной, если она является условно <т-полной 
структурой. Хорошо известно, что такая группа коммутативна и бг-бесконечно 
дистрибутивна. 

Гомоморфизм ^ /-группы С в /-группу Я назовем изотонным, если из отно­
шения х ^ у вытекает ^(x) <* ^(у). (Очевино, что последнее условие равносиль­
но условию: ^(x) ^ 0 для х ^ 0.) 

Лемма 10. Для произвольного элемента йе N существует не возрастающая 
(соотв. не убывающая) последовательность {с„}элементов из В п N (соотв. 

со 

С п ./V) так, что сп^. й (соотв. с„ ̂  й) для всех п и /(*/) = П Д О (соотв. 

Доказательство вытекает из определения Ь, теоремы 6 и свойств регуляр­
ных ^-пространств. 

Теорема 8. Пусть 8 — произвольная о-полная 1-группа. Пистъ А — подгруппа 8 
являющаяся одновременно ее подструктурой. Пусть для произвольного хе 8 
существуют последовательности {хп}9 {уп} элементов из А, для которых 

4) Что касается терминологии см. [6]. 
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(\ хп -й х ^ \) уп. Пусть Р — регулярное К-пространство. Пусть ^0 изотон-
п = 1 п = 1 

ный гомоморфизм из А е Р удовлетворяющий следующему условию: Если хп \ О, 
то ^0(xп) \ О. 

Тогда существует подгруппа N 1-группы 8 являющаяся одновременно ее под­
структурой и изотопный гомоморфизм ^ из N в Р являющийся продолжением ^0 

и удовлетворяющий следующему условию: Если {хп} последовательность эле­
ментов из N,xп /* х (соотв. хп \ х), х е 8 и {/(хп)} ограничена, тохе Nи ^(xп) \ 
\ ^(x) (соотв. ^(xп) /* ^(x)). 

Доказательство. Операциям +, — мы дадим выше определенный смысл. 
Ясно, что выполнены все условия определений 1 и 2 (см. [6], гл. XIV, следствие 
теоремы 18). Из определения 3 нуждаются в доказательстве лишь условия 2 и 5. 

Но условие 2 вытекает из тождества х + у = (х и у) + (х п у) которое 
справедливого во всякой коммутативной /-группе и условие 5 вытекает из 

00 

следующего элементарного вычисления: Если хп / х, то У ^о(xп) = ^о(x) — 
со оо п = 1 

- (/0(х) - ^ ^0(xп)) = ^0(x) - п Зо(* - хп) = ^0(x). 
п = 1 п = 1 

Теперь мы вправе воспользоваться теоремой 7. Ясно, что доказательство 
будет завершено, если мы докажем, что N подгруппа и / гомоморфизм. 

Ясно, что ^(x 4- у) = ^(x) 4- ^{у) для всех х, у е С п N. Пусть х, у е N. 
В силу леммы 10 существуют не убывающие последовательности {х„}, {уп} 

оо со 

элементов из С п N так, что хп <* х, уп <* у и ^(x) = \) ^(xп), ^(у) = ^ ^(уп). 
Тогда й = 1 и = : 1 

00 00 

^(x) + цу) = у (у(х„) + ^(уп)) = и цх„ + Уп) й Ф + у). 
п = 1 п = 1 

Доказательство утверждения, что N подгруппа, теперь не представляет собой 
никаких трудностей. 

III 

Оператор ^ ^-линеала 0, в 1 -̂линеал Я назовем положительным, если х ^ у 
влечет ^(x) ^ Лу). 

Теорема 9. Пусть 8 — произвольное Кв-пространство, А — его линейняя 
00 00 

подструктура а-мажорирующая 8 (т.е. (\ хн <̂  х й {) Уп для всякого хе 8 
п = 1 п=-1 

и некоторых хн, уп е А). Пусть Р — регулярное К-пространство и^0-- линейний 
положительный оператор из А в Р удовлетворяющий следующему условию: 
Если х„ \ О, то ^0(xн) \ 0. 
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Тогда существует линейняя подструктура N К ̂ пространства 8 и линейний 
оператор ̂  являющийся продолжением ^0 и удовлетворяющий следующему 
условию: Если {хп} последовательность элементов из N, хп / х (соотв. хп \ х) 
и {/(хи)} ограничена, то хе N и ^(xп) /* ^(x) (соотв. ^(xп) \ ^(x)). 

Доказательство. Очевидно, что в силу теоремы 8 достаточно доказать, 
что х е N и /(ах) = а ^(x) для всех хе N к всех действительных чисел а. 

Из леммы 10 вытекает, что существуют последовательности {хи} соотв. {уп} 
элементов из С п N (соотв. В о ЛГ) так, что {хп} не убывающая, {уп} не возраста-

00 00 

ющая, хп = х = уп (п = 1, 2,...) и ^(x) = I) /(х„) = П АУп)- Очевидно, что 
и = 1 п=1 

осхп е С, ауп е В и /(ах„) = а ^(xп), ^(ауп) = а ^(уп) для любого п и а > 0. Но 
тогда 

оо оо с» 00 

Дах) = и 7(ах„) = а II Цхп) = а 7(х) = а Г) % „ ) = П К«Уп) = •/(«*) , 
и = 1 и = 1 л = 1 и = 1 

значит /(ах) = а /(х) для всех х е N и всех чисел а > 0. 

Из теоремы 8 вытекает, что /(—х) = — ^(x) для всех х 6 N. Значит, для произ­
вольного а < 0 мы имеем 

/(ах) = —/( — ах) = —( — а) /(х) = а /(х) . 

Наконец, справедливость равенства /(Ох) = 0 /(х) очевидна и доказательство 
замкнутости N относительно умножения действительными числами не трудно. 

Примечание. Теорема 9 является обобщением известной теоремы о продол­
жении положительного линейного оператора на замыкание его множества 
определения (см. [7], гл. IX, теорема 4.21; [3], гл. X, теорема X 5.1). Условие, 
что 5 ^-пространство, нам удалось заменить более слабым условием, что 5 
^-пространство. Кроме того, вместо условия, что А мажорирует .!? (т.е. что 
для произвольного х е 5 существуют у, г е А так, что у ^ х _ т) мы исполь­
зовали более слабое условие, что А а-мажорирует 5. 

IV 

Терминологией из теории меры мы будем пользоваться следуя [8]. Для 
любого ^-линеала Р положим Р* = Р и {оо}, определяя оо + х = х + о о = 
= оо + оо = оо, х < с о для всех х е Р, 

Определение 9. Пусть Р — произвольное ^-пространство. Векторной мерой 
(с значениями в Р) мы будем понимать всякую функцию множества ц опреде-
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ленную на кольце Л подмножзств X, принимающую значения в Р* и удовлетво­
ряющую следующим условиям: 

1. р(0) = 0. 

2. р(Е) =- 0 для всех Ев К. 
00 оо 

3. р(Е) = ]Г 1л(Е() для всех Е, Е1 е Р, для которых Е = [) Еь Е1 п Е] = 0 

Мера р называется конечной, если р(Е) е Р для всех Е е Р и сг-конечной, если 
для всякого Р е Р существует последовательность {Е^ множеств из Р такая, 

00 

что Е с у Е1 и /<Р*) е Р 0 = 1, 2,...). 
1 = 1 

Теорема 10. Функция множества р определенная на кольце К с значениями 
в Р* является векторной мерой тогда и только тогда, если она обладает следу­
ющими свойствами: 

1. р(0) = 0,р(Е) = 0 для всех Ее К. 

2. р(Е) + р(Е) = р(Е и Р) + р(Е п Р) для всех Е9 Е е К. 
00 

3. Если {Еп} неубывающая последовательность множеств из Ки Е =\) Епе 
оо п = 1 

е Р, то р(Е) = \) р(Еп). 
и = 1 

Доказательство не отличается от доказательства аналогичной теоремы 
для скалярной меры. 

Теорема 11. Пусть р — а-конечная векторная мера определенная на кольце К 
со значениями в регулярном К-пространстве Р*. Тогда сутествует а-конечная 
векторная мера р на а-кольце М порожденном кольцом К, являющаяся продол­
жением р. Мера р определена однозначно. 

Доказательство. Сначала заметим, что мы можем предполагать, что р 
конечна. Положим А = {ЕеК : р(Е) < оо}. Тогда А — кольцо, р — конечна 
на Л и в силу сг-конечности р М является а-кольцом порожденным кольцом А. 

Теперь мы будем пользоваться теоремой 7. Пусть 5 класс всех подмножеств 
множества X. Для Е, Р е 5 определяем Е + Е = Е и Е, Е — Е = {х : х е Е, 
хфЕ} и Е ^ Р тогда и только тогда, если Е с Р. Для Ее А положим ^0(Е) = 
= р(Е). Очевидно, 5, Л, ^0 удовлетворяют всем условиям определений 1 — 3. 

Пусть N — класс множеств определенный в определении 8, «/ — оператор 
определенный в определении 6. Нетрудно показать, что N — <5-кольцо порож­
денное кольцом А, значит N <= М. Положим р(Е) = ^(Е) для Ее N к р(Е) = оо 
для Е € М — N. Мы должны доказать, что р является мерой. 
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Очевидно, что Д(0) = 0. Так как Е ^ 0 для всех ЕеЫ^то Д(Р) ^ 0. Теперь до­
кажем следующее: 

(8) Если Е с Р,Е,РеМ и Д(Р) е Р , то также Д(Е) 6 Р. 

Для того положим ^ = {СеМ :0 п Р еЫ}. Очевидно, что 6 э Л. Не трудно 
показать, что класс б монотонный, значит б содержит М. Но тогда Р = 
= Р п Р е N и р(Е) = /(Р) € Р. 

Из (8) вытекает, что Ц неубывающая. Если {Еп} неубывающая последователь-
оо оо 

ность множеств из М, то Ц( {] Еп) ^. {) Ц(Еп); равенство очевидно в случае, 
оо и = 1 п— 1 

когда ^ Д(Р„) = оо и вытекает из теоремы 7, если {Д(Р„)} ограничена. Подобным 

образом доказывается тождество Д(Р) + Ц(Р) = Д(Р и Р) + Д(Р п Р). 

Однозначность и сг-конечность продолжения доказывается очевидным обра­
зом. 

Примечание. Хотя мы не предполагали, что структура 5 дистрибутивна, во 
всех приведенных приложениях она является дистрибутивной. 
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