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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 94 (1969), Praha
RUZNE

NEKTERE RELACE MEZI KOMBINACNIMI CISLY p(n)

ROBERT KARPE, Brno

(Doglo 27. tijna 1967)

Definice 1. Necht N = {0, 1,2,...} je mnoZina viech pfirozenych &isel. Necht
M < N je jeji libovolné zvolend podmnoZina.

Necht n je libovolné pfirozené &islo. Pak koneénou, nerostouci posloupnost pfiro-
zenych Cisel

a; za, ... 1

v
(|

am
nazveme kombinace s opakovdnim, soultu n, z prokit mnoZiny M, jestliZe plati:
a,+a,+...+a,=n, a;eM, i=12,...m.

Viz [1], uvod kapitoly 5.
Ve shods s citovanou knihou zavedeme oznadeni:

I'[fn; M] pro soubor, I'(fn; M) pro podet viech riiznych kombinaci s opakovdnim,
soucdtu n, sestavenych z prvkd mnoZiny M.
_ Ve shodé se [2], kapitola 19, zavedeme zjednodusené ozna&eni: p[n] = I'[fn; N],
p(n) = I'(fn; N).

Pozndmka 1. Podle definice vytvofujicich funkci, viz [2], str. 313, 314, plati:

(@) L — = 0) + q(1)  + et al) X

(1=x)(1 = x%)(1 - x%)..

kde koeficient g(n) = I'(fn; 1, 3, 5, ...); g(0) = 1.

L
®) T—x)-x)(1-)..

kde koeficient p(0) = 1.

- = p(0) + p(1).x* + ... + p(n) . x" + ...
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(c) Po substituci x = z" a po vyndsobeni &initelem z* obdr#ime z p¥edchozi rovnice:

(1-20(1-2z"01-2")...

n—k\ ,
+...+p< ).z + ...
r

= p(0).2* + p(1).2**" + p(2). Z*** +

Pozndmka 2. V dal§im se pouZivd — jako obvykle v kombinatorické analyze —
formdlnich identit pro formdlni mocninné fady, tj. rovnost dvou mocninnych fad se
chdpe jako mnoZina vztahil pro jejich koeficienty. Otdzkami jako zdali dand fada
konverguje, nebo kdy md dany vyraz smysl, se tedy nebudeme zabyvat.

Byly nalezeny riizné relace mezi &isly p(n); viz naptiklad [2], kapitola 19. Cilem
tohoto €ldnku je nalézt nékteré dal§i vztahy mezi témito Cisly.

Véta 1. Pro libovolné prirozené n plati vztahy:

(1) p(n) =i;1(—1)"p(n =32+ i)+ (=)'p(n—3i% — i) =

-2l ()

(2) p(g) + 2 (=1’ g_ 32 + i> + (—1)*‘p<§'— 3i2 — i> -
"2 (- ()
o 5o (2= 20) -5 n (o= ()

kde p(0) = 1, p(m) = 0 pro m ¢ N.
P&kn& jednoduse se jevi zvldstni piipad vzorce (3). Vyslovme jej proto samostatné:

YVéta 1a. Pro libovolné liché Cislo n plati:

(3a) ,»;(_I)G) ' (n - (2’» 0.

Diikaz. (a) Plati zndmd Eulerova identita:

’ —
7 (3i=1)

(1= =)= ). =1+ T (-1 [0 4 2% =
=1—=t—2 4+ 4+t -2 15 4
Viz [2], str. 323, relace (19.9.3).
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Provedeme-li zde substituci t = z% a ob& strany takto vzniklé nové identity ndso-
bime vyrazem (1 — z)7' (1 — z*)7! (1 — z%)~! ..., obdrzime po upravé:

1 1o g2y g2 g 2T
(l—z)‘(l—z:’)(l—-zs)... Q-0 -2 -2%...

(b) Soudasng téZ plati identita:

(A)

(B) | 1 =1+z+z3+...+z(;)+...
1-20-21-2.., (QA-2)0-2901-2%..
Viz [2], str. 323, v&ta 354.

(c) Uvazujme o rovnosti mezi pravymi stranami identit (A), (B): Necht pravd
strana (A) je rozloZzna do fady zlomku:

1 z2

-1 -2)(1-2)... 1-2(1-2)(1=2...

a obdobné téZ pravd strana (B).

Nechft kazdy z téchto zlomki je vyjddfen rozvojem v mocninnou fadu; pak — ozna-
¢ovdno podle pozndmky 1-c — je patrno, Ze v rozvoji i-tého zlomku rozloZené pravé
strany (A), resp. (B), se nachdzi u mocniny z" koeficient p(n — k;), resp. p(3(n — k).

Odtud ve smylu pozndmky 2. vyplyvé vztah (1).

Pozndmka 3. Z identit (A), (B), a z pozndmky 1-a je patrno, Ze soudet viech &lentt
z jedné strany rovnosti (1) ddvé &islo g(n).
(d) Plati identita:

© 1 ___1—x—x3+...+(—x)(2)+...
(1= x?) (1 = x(1 = x9)... A-x0-x)(1-x... ~
Dukaz. V identit® (B) poloZme z = —x a obé& strany takto vzniklé nové 1dent1ty
ndsobme vyrazem (1 — x)™!. (1 — x3)™1 . (1 — x%)71. "

Z toho po malé iprav¥ obdrzime (C).

() Identity (A), (B) po provedeni substituce z = x* nazvéme (A*), (B*). Uva-
Zujme pak o rovnosti mezi pravymi stranami identit (A*), (C), resp. (B*), (C):

Analogicky s postupem, uvedenym v odstavci (c), uvdZime Ze v rozvoji i-tého
zlomku rozloZené pravé strany (A*), resp. (B*), resp. (C), se nachdzi u mocmny x"

koeficient p(3(n — k,)), resp. p(}(n — k,)), resp. p(n — k).
Odtud ve smyslu pozndmky 2. vyplyvd vztah (2), resp. (3).

Pozndmka 4. Vzhledem k tomu, Ze spolednd levd strana identit (A*), (B*), (C)
je vytvofujici funkei pro kombinagni &isla I'(fi; 2, 6, 10, ...), i € N, viz [2], str. 313,
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314, je patrno Ze soudet viech &lent z jedné strany rovnosti (2), resp. (3), ddvd &islo
r(fn; 2,6, 10,...).

Definice 2. Necht kombinace K,, resp. K, je kone&nd, nerostouci posloupnost
prvki: (my, my, ..., m), resp. (ny, ny, ..., ny).

Pak aditivnim soucinem téchto dvou kombinaci je op&t konecnd, nerostouci
posloupnost prvki: (py, pa, ... Dr+s), kde kaZdy z prvka m,, n;, je prdavé jednou
prvkem p,. Je to tedy opét kombinace. Oznaéme ji K 5.

P¥iklad: K, = (4,2), K, =(3,1,1); K; = (4,3,2,1,1).

Uvedeny vztah oznacime takto: K; v K, = K.

Pro aditivni sou¢in dvou kombinaénich souborli zavedeme obdobné oznaceni:
I[fny; My] v I'[fny; M,]. Ziejm& zde  platic I'[fny; M] v I'[fny; M,] =
< I'l§(ny + ny); M; U M,].

Lemma 1. BudiZ M = {al,az, as, ...} posloupnost danych pFirozenjch Cisel
a budiZ kM = {kal, ka,, kas, ...} posloupnost prislusnych k-ndsobkii. Pak plati:

r(fn;kM)=r(ﬁ;M), je-li z celé cislo ,

,q. N r xr :
=0, neni-li — celé ¢islo.
k
Platnost lemmatu je zfejma.

Lemma 2. Nech? ¢&islo a = I'(fny; M), resp. ¢islo b = I'(fn,; M,), oznacuje pocet
vSech riznych kombinaci v souboru I'[fn;; M,], resp. v souboru I[fn,; M,].
Necht prinik M, n M, je mnoZina prdzdnd. Pak pocet vSech kombinaci v souboru
vytvofeném aditivnim soucinem TI[fny; M,] v I'[[ny; M,] je vyjddfen souci-
nema . b.

Platnost lemmatu je zfejmad.

Pro struénost zavedeme nyni tato oznaceni:

px(n), py[n], misto I"(J'n; 2,4,6, ) ; F[In; 2,4,6, ] ,
q,(n), gz[n], misto I’(Jn; 1,3,5, ) s I’[Jn; 1,3,5, ]

Pozndmka 5. Vzhledem k dfivéj‘éimu oznadeni je tedy qz(n) = q(n)-

Véta 2. Pro libovolné pfirozené n plati:

@ p(r) = T () aa(n = 20), kde p(0) = 2(0) = 1
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Ditkaz. Snadno uvdZime, Ze pro libovolné pfirozené n plati:
p[n] = qx[n] v p,[2] v q2[n — 2] U p,[4] v g5[n — 4] L ...,

takZe podle lemmatu 1. a lemmatu 2. plati:

p(n) = p(0) g5(n) + p(1) g2(n — 2) + p(2) qx(n — 4) + ...,
c.b.d.
Kombinatni &islo ¢,(n) umime viak vyjddfit pomoci &isel p(i), a to tfemi riznymi
zplusoby. Proto plati:

Véta 3. Pro libovolné pFirozené &islo n plati:

) o) = 3 3 (=1 p) o ~ 3 = 20,

)
0 R j;(—n@ . 2(i). p(2n - (;) - 4i>.

Dikaz ad (5): Plati vztah:
gx(m) = p(m) + Zl(—l)’ p(m — 3% +j) + (=1) p(m — 32 - j),
i=

vyplyvajici z identity (A), viz véta (1) a pozndmka 3.
Nyni jej pro struénost vyjddfime takto: '
g2(m) = Y (1) p(m — 3j* — j). Dosadime-li ssm m = n — 2i, a poté pravou
)
stranu za q,(n — 2i) do (4), obdrZime po malé tipravé vztah (5).
ad (6): Plati vztah:
g,(m) =Y p (% [m - (;):D , vyplyvajici z identity (B), viz véta (1) a pozndmka 3.
j=1

Odtud zcela obdobné s pfedchozim postupem obdrZime vztah (6).
ad (7): Plati vztah:

r (Im; 2, 6, 10, ) =Y (- 1)@) .p (m - (; >) , vyplyvajici z identity (C), viz véty
Jj=1

(2), (3), 2 pozndmka 4. Podle lemmatu 1. je I'(fm; 2, 6, 10, ...) = q,(m/2). Substituce
m(2 = n — 2i pFipravi tudiZ uvedeny vztah pro dosazeni do (4). Tim obdrZime vztah

).
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Vztah (5) Ize zobecnit:

UvaZujme o kombinacnich &islech I'(fn; D(k)), kde D(k) je ozna&eni pro posloup-
nost v8ech pfirozenych &isel od nichZ byly odiiaty vSechny ndsobky jistého &isla k;
napiiklad:

D(3) = {1,2,4,5,7,8,10,...} .

Oznadime-li pro struénost:

2(®), pn], misto F(fn;k,2k,3k,...), rUn;k,zk,sk,...],
a(), a[n], misto r( Jn; D(k)), r[ fn;D(k)],

pak zni zobecnény tvar véty 2 takto:

Véta 2a. Pro libovolné pfirozené n a pfirozené k + 1 plati:
p(n) = X p() a(n — ki); p(0) = q(0) = 1.

Dikaz je zcela analogicky s diikazem véty 2.
Kombinaéni &sla I'(fn; D(k)) je moZno vyjddfit pomoci &sel p(n): Podle [2],
str. 313, 314, je vytvofujici funkci pro tato ¢isla ndsledujici vyraz:

-1 -0 - x3")...’
Q=-x)(1-x¥)(1-x%...

ktery podle [2], str. 322, véty 353, je moZno upravit takto:

| P
5 (3i2+h)

i‘o(—l)’.x2
(1=x)(1=x)(1-x%...

Z toho pak vyplyva:
q(m) = i(— 1)) p(m — 3k(3j* + j)); toto dosadime (po substituci m = n — ki)
do véty (;:1), &imZ vznikne:
| Véta 3a. Pro libovolné pFirozené n plati:
(5-2) pn) = %, 3 (=1 0) pln = 33 + ) = ki),
kde k je libovolné pFirozené Cislo.
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(Ze plati téz k = 1, to vyplyvé ptimo z Macmahonovy formule, viz [2], str. 325,
véta (19.10.2)).

Véta 4. Pro libovolné pfirozené n plati:
-q(n) = izo(—l)' q(i)g(2n — i), kde g(0)=1.
Dikaz. UvaZujme o souinu
1 ‘ 1
=0 =% =x... A +x)0+x)1+x%...

_ , 1
(1= (1 - %) (1 — ...

ProtoZe platiidentita uvedend v pozndmce 1-a, plati téZ identity, které z této obdrZi-
me, kdyZ za x dosadime —x, x2:

1
(SIS

: = i x2i.
(1 -x¥)(1 - x6)(1 _ xm)“. '“;OQ()

SHICHFOR

Dosazenim uvedenych mocninnych fad do hofej§iho souéinu a porovndnim koefi-
cientil pfi libovoln€ zvolené mocning x2", se véta snadno odvodi.
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