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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 94 (1969), Praha 

ÜBER ANGEORDNETE TERNÄRGRUPPOIDE 

VÁCLAV HAVEL, Brno 

(Received Juny 9, 1967) 

Im Jahre 1958 zeigte SYBILLA PRIESS-CRAMPE, wie sich die Anordnung von 
affinen, bzw. projektiven Ebenen in der Sprache der entsprechenden Ternärkörper 
ausdrückt (siehe dazu [1], bzw. [7], Kap. 7). In der vorliegenden Note werden wir 
uns mit einer ählichen Frage für „Parallelstrukturen" (welche eine Verallgemeinerung 
der affinen Ebenen vorstellen) befassen. Die Anordnung von diesen Parallelstrukturen 
überführt sich in die Anordnung von entsprechenden „Ternärgruppoiden". Wir 
zeigen, dass eine Reihe der Anordnungseigenschaften von Ebenen und Ternärkörpern 
ihre Gültigkeit auch für Parallelstrukturen und Ternärgruppoide behält. 

Definition 1. Ein Ternärgruppoid ist ein Paar (S, T), wo S eine wenigstens zwei-
elementige Menge ist und T : S X S X S - » S eine Abbildung ist, wobei folgende 
Bedingungen gelten sollen: 

(1) es existiert ein ausgezeichnetes Element 0 e S mit T(ÜE, 0, b) = T(0, a, b) = 
= b Va, b € S, 

(2) es existiert ein ausgezeichnetes Element 1 e S mit T(a, 1, 0) = a Va 6 S, 

(3) zu jedem (u, v, y)e(S\ {0}) x S x S gibt es genau ein x e S mit %(x, u, v) = y, 

(4) zu jedem (u, x, y) e S x S x S gibt es genau ein v e S mit x(x, u, v) = y. 

Weiter definiert man binäre Operationen + und r auf S mittels %(a, 1, b) =: a + b 

und x(a, b,0) = : a i b Va,beS. 

Behauptung 1. Es sei (S, f) ein Ternärgruppoid. Gilt für 0' e S, x(a, 0', b) = b 

Va, beS,so ist 0' = 0. Weiter ist 0 + 1. 

Beweis. Es gelte x(a, 0', b) = b Va, b € S für ein 0 ' e S \ {0}. Wir wählen irgend
welche Elemente v0 4= y0 in $ (was möglich ist, weil card S 2> 2). Nach (3) gibt es 
also genau ein x0 e S, so dass T(X0, 0', v0) = y0. Das steht aber im Widerspruch zu 
*(x09 0', v0) = v0. Also ist 0' ** 0. 

Weiter setzen wir voraus, dass 0 = I ist. Es sei a0 in S \ {0} willkürlich gewählt. 
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Nach (2) ist T(a0 ,1, 0) = a0 und nach (l) folgt x(a091, 0) = x(a09 0, 0) = 0, so 
dass a0 = 0, im Widerspruch zu der durchgeführten Wahl von a0. Daher 0 4= 1. 

Eine binäre Relation < in einer Menge M heisst da Anordnung auf M, wenn 
folgendes gilt: 

(i) a < b =>^a #= b9 

(ii) a <b9 b < c => a < c, 
(iii) a # b => a < b oder b < a. 

Definition 2. Ein Ternärgruppoid (S, T) heisst angeordnet, wenn eine Anord
nung < auf S ausgezeichnet ist, so dass folgendes gilt: 

(5) v1 < v2 => T(X, U, vt) < x(x, u, v2), 

(6) sind x, x0, ul9 vl9 u2, v2 Elemente aus S, für welche T(X0, ul9 vt) = T(X0, U2, V2), 
UI < ui> xo $ x> dann gilt T(X, ul9 vt) ^ T(X, U2, V2). 

Wir werden die Bezeichnung (S, x, <) benützen. 

Behauptung 2. Es sei (S, x, <) ein angeordnetes Ternärgruppoid. Dann ist 0 < 1, 
die Menge S ist unendlich, es gilt 

(*) * T(X, ul9 vi) = T(X, U2, V2) VX e S => ut = u2 , vi = v2 , 

und für V e S mit x(a, Y9 0) = a Vx e S ist V = 1. 

Beweis. Es gelte 0 > 1. Setzen wir x = 1, x0 = 0, ut = 1, u2 = 0, vt = 0, 
v2 = 0 und wenden (6) an. Die Voraussetzungen in (6) sind nun tatsächlich erfüllt 
und der Schluss lautet T(1, 0, 0 ) < T ( 1 , 1, 0) oder 0 < 1 (nach (l) und (2)). Das 
widerspricht der Voraussetzung 0 > 1, weil 0 + 1 nach Behauptung 1. Also ist 
0 < 1. 

Nach (5) ist die Abbildung v -> T(1, 1, v) isoton, wobei zu 0 das Element T(1, 1, 0) = 
= 1 entspricht, zu 1 das Element T(1, 1,1) = 1, u. s. w. Es ist S also unendlich. 

Es seien ul9 vl9 ul9 v2 Elemente aus S, für welche T(X, ul9 vt) = T(X, ul9 v2) Vx e S 
gelten soll. Insbesondere für x = 0 folgt also vx = v2. — Wählen wir weiter ux == 0, 
u2 # 0. Dann übergeht T(X, ul9 vx) = T(X, ul9 vt) in vt = T(X, U2, vt), u2 + 0, 
woraus nach (3) x e S eindeutig bestimmt ist. Das widerspricht der Tatsache, dass die 
vorige Gleichung nach Annahme für jedes xeS erfüllt ist (wobei card S = 2 sein 
muss). Daher folgt aus ut = 0 auch u2 = 0. - Es sei u± =f= 0, u2 + 0, ux 4= u2. 
O. B. d. A. nehmen wir an, dass ut < u2. Die Gleichung T(X, ul9 vx) = T(X, u2, vt) 
gilt für jedes x € S, also auch für x = 0. Wir wenden Bedingung (6) für x0 = 0, 
0,< x an und erhalten T(X, ul9 vx) < x(x, u2, vt), was dem vorangehenden wider
spricht. Darum ist tij = u2. 

Es gelte x(a, 1', 0) = a VaeS für ein 1' e S. Dann folgt T(X, 1, 0) = T(X, 1', 0) 
Vx e S und nach vorigem auch 1' = 1. 
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Behauptung 3. Jedes angeordete Ternärgruppoid (S, T, < ) erfüllt folgende 
Bedingungen: 

(7) X i < x 2 , 0 ^ M =>T(X1 9M, V) ^ T(X2,M, V)9 

(8) u1<ul9 0 ^ x => T(X, M15 t?) $ T(X, M2, t;) ,
 : ' 

(9) • a < b => a + c < b + c , c + a < c + fe , 

(10) a < b , 0^c=>aic^bic, c i a ^ c i b , 

(5') T(X, M, t^) < T(X, M, V2) => v1 < v2 , 

(&) T(X0, ul9 vt) = T(X0, M2, V2) , T(X, Mi, »j) ^ T(X, M2, V2) , 

U1 < M2 (ZW. X0 ^ x ) => X0 ^ X (bZW. Mj < M2) }) 

., Beweis. Wählen wir in S Elemente M2 > 0; X0 ; V2 und bestimmen v1 = T(X0, M2, V2). 
Dann ist T(X0, 0, vt) = v1 = T(X0, M2, t;2), sowie auch 0 < M2, SO dass nach (6) 
x0 ^ x => T(X, 0, vx) ^ T(X, M2, V2) und also auch T(X0, M2, V2) ^ T(X, M2, V2). 

Nach (1) gilt T(0, ul9 v) = T(0, M2, V). ES gelte weiter 0 ^ x, MX < M2. Nach (6) 
bekommen wir also T(X, ul9 v) ^ T(X, M2, V). 

Die Bedingung (7) für u = 1 lässt sich mithilfe der Operation + als xt < x2, 
0 < l = > x 1

 + t ? < x 2
 + t; umformen. Die Bedingung (5) für u = 1 gibt vt < v2=> 

=> x + v x < x + v2. 
Die Bedingung (7) für v = 0 lässt sich mithilfe der Operation i als xt < x2, 

0 ^ u => x1 i u ^ x2 i u umformen. Die Bedingung (8) für v = 0 gibt analog 
u1 < M2, 0 -̂  x => x t u1 ^ X t M2 

Aus der Voraussetzung v1 = t>2 folgt wegen (5) T(X, M, t^) = T(X, M, t;2). Also 
T(X, M, t^) < T(X, M, Ü 2 ) => i?! < t;2. 

Angenommen T(X0, ul9 vt) = T(X0, M2, V2)9 T(X, MX, t^) < T(X, M2, V2). Ist erstens 
ux < u2, x0 =t x, dann folgt nach (6) T(X, ul9 vx) < T(X, M2, V2) gegen der Voraus
setzung. Also MJL < M2 impliziert x0 < x. Ähnlich für den Fall T(X, ul9 vt) > 
> T(X,U2,V2). Ist zweitens x0 < x, u1 ^ M 2, dann bekommen wir nach (6) T(X, ul9 vt)7t 

= T(X, M2, v2). Ist zweitens x0 < x, Mi = M2, dann bekommen wir nach (6) 
T(X, ul9 vt) = T(X, M2, V2)9 gegen die Annahme. Also folgt u1 < u2 aus x0 < x. 
Ähnlich für den Fall T(X, ul9 vx) > T(X, M2, t;2), x0 > x. 

*) Später werden wir noch in den Behauptungen 4, 5 und 7 folgendermassen getrennte Teile 
von Bedingungen (9) und (10) benützen: 

(9X) a<b=> a+ c<b+ ct 

(92) a< b=> c + a<c + bt 

(10x) ' a<bt0^c=>arc^bxc 

(102) a<b, 0$c=>cxa^c'xb. 
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Behauptung 4. Es sei (S, T) ein Ternärgruppoid, welches folgende Bedingungen 
erfült: 

(11) x(a9 b9 c) = a i b t c Va, fc, c e S , 

(12) . (a + b)ic-*at(b + c) Va>b9ceS. 

Ist < eine Anordnung auf S, dann gelten (5) und (6) genau dann9 wenn (9) gilt 
gemeinsam mit 

(13) für ut < u2 ist die Abbildung x -+ ~ (x i ut) +(x i u2) isoton. 

Beweis. Es sei also (S, T, <) ein angeordnetes Ternärgruppoid mit (ll) und (12). 
Nach Behauptung 3 gilt dann (9), so dass nur noch (13) nachzuprüfen ist. Unter
suchen wir also Elemente x9 x0, ul9 vl9 ul9 v2 e S, für welche ux < u2 und x0 i u1 % v1 = 
= xo i u21 v2 gi^- Nach (6) ist dann x0 ^ x => x i ut + vx ^ x i u2 + v2. Weil (S, +) eine 
Loop mit neutralem Element 0 ist (was aus Definition 1 folgt), ergibt sich aus (12), 
dass (S, +) sogar eine Gruppe ist. Die Gleichungen x0iu1tv1=x0iu2tv29xiu1tv1 = 
Ä x i u2t v2 können wir also als ~ (x0 i ut) + (x0 i u2) —v1~v29 ~(xiux)t(xi u2) ^ 
S vi 7 v2 schreiben, wobei benützt wurde, dass (S, +) eine Gruppe ist und auch die 
Bedingung (9). Wir haben also insgesamt 7 (x0 i u) + (x0 i u) ^ ~(xi ut)t(xi u2) für 
x0 ^ x. Die Wahl von vt und v2 ist stets so möglich, dass x0 ein willkürliches Element 
aus S sein wird: zu gegebenen x0, ul9 vl9 ul9 v2 bestimmt man v2 mittels x0 i ut + v1 = 
= x 0 i«2 t ^2- Also ist die Abbildung x -» 7(x t 1̂ ) t(x t w2) isoton. 

Es sei ein Ternärgruppoid (S, T) mit (11) und (12) gegeben und weiter noch eine 
Anordnung < auf S mit (9) und (13). Mit Gebrauch von (11) folgt sofort aus (92) die 

Verlangte Bedingung (5). Was die Herleitung von (6) betrifft, kann man das Ver
fahren aus dem ersten Teil des Beweises umkehren. Dabei gebraucht man nut (9) 
und die Tatsache, dass (S, f) e i n e Gruppe ist. 

Behauptung 5. Es gibt ein Ternärgruppoid (S9x) mit (*), (11), (12) und mit 
folgenden weiteren Eigenschaften: (S\ {0}, i) ist keine Loop und es existiert eine 
Anordnung < auf S, 50 dass A) (5), (10j) gelten, dagegen (102) nicht, B) (5), (10) 
gelten, aber (6) gilt nicht, C) (5), (6) gelten. 

Beweis. Es sei nun (S, +, ., <) der üblicherweise angeordnete Körper der reellen 
Zahlen. Wir definieren eine ternäre Operation T : S X S X S - » S mittels: 

A) x(a9 b9c) = c für b = 0, T(a, b, c) = a + c für b 4= 0, \a\ g 1 und x(a, b, c) = 
= ab + 1 — b + c für b # 0, \a\ > 1; man kann nachprüfen, dass dabei (5), (lOj) 
in Kraft ist und (102) nicht; 

B) x(a9 fe, c) = ab + c für \b\ = 1, x(a9 b9 c) = 2ab + c für \b\ > 1, \a\ S 1 
und x(a9 b, c) = 2ab + 2 — 2b + c für |b| > 1, |a| > 1; man kann nachprüfen, 
dass hier (5) und (10) gilt, nicht aber (6); 

C) x(a, b,c) = ab + c für \b\ ^ 1 und x(a9 b9 c) = 2ab + c für \b\ > 1; man 
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kann nachprüfen, dass hier (5) und (14) gilt, also auch (6). In jedem Fall kann man 
dabei nichtverschwindende reelle Zahlen a0, d0 angeben, so dass a0i y -# d0 für jede 
nichtverschwindende reelle Zahl y ist. (S \ {0}, i) ist also keine Loop. 

Unter einer Zerlegung einer Menge M verstehen wir eine nichtleere Menge von 
nichtleeren Untermengen aus M, welche paarweise elementsfremd sind und M 
überdecken. 

Definition 3. Unter einer Parallelstruktur versteht man hier ein Tripel (P, L, ||), 
wo (i) P eine Menge ist mit Elementen, die Punkte heissen sollen, (ii) L eine Menge ist 
von gewissen Untermengen aus P die Geraden genannt sind und (iii) || eine Zerlegung 
von L ist, so dass jedes Element von || eine Zerlegung von P vorstellt. Weiter fordern 
wir, dass: (a) P = S x S, wo S eine wenigstens zweielementige Menge ist, (b) Ya = 
= {(x, y) | x = a}, Xa = {(x, y) \ y = a} e L Va 6 S; D = {(x, y) | x = y} e L; 
(c )y={Y f l | a eS} , X = { K a | a e S } e | | , (d) card(Fa n L) = card(Zfl o L) = 1 
Va e S, VLe L \ (X u Y)9 (e) es gibt eine ausgezeichnete bijektive Abbildung f: S -> 
-> || \ {Y}; dabei bezeichnen wir 0 := f~~l(X), 1 := fl(D), wo D e || durch D e D 
bestimmt ist. 

Bemerken wir, dass man zu jeder Parallelstruktur 0> = (S x S, L, ||) ein Ternär-
gruppoid /^V = (S, T) kanonisch zuordnen kann, wobei (*) gilt und T(a, b, c) = 
= d : o der Punkt (a, d) liegt auf der Geraden, welche den Punkt (0, c) enthält und 
zu f(b) gehört. Umgekehrt, zu jedem Ternärgruppoid F = (S, T) mit (*) kann eine 
Parallelstruktur &? = (S x S, L, ||) zugeordnet werden, so dass L := Yu {{(x, y j 
| y = T(X, U, v)} \(u,v)eS x S}, \\ : = {Y} u {{{(x, y) \ y = T(X, U, V)} \ v e S} \ u e 
eS},t(u):= {{(x9y)\y = x(x,u,v)\veS} VweSist. 

Es sei 0> = (S x S,L, ||) eine Parallelstruktur. Neben den schon in der Definition 3 
(Bedingungen (b) und (c)) eingeführten Bezeichnungen gebrauchen wir noch fol
gendes: LUiV := {(x, y) | y = T(X, U, v)} V(W, v) e S x S, wo T durch ^ = (S, T) 
bestimmt ist; JL?tt: = {LUtV \veS} Vu e S; ^ : = {LM>I, | (a, fc) € Ltt)i;} V(a, 6) e 
eS x S; für jedes (w, c) e S x S sei gtt)C: Ĵ M -• Yc eine Abbildung, die mittels der 
Regel QUtC(L):= Lr\Yc VLej£?tt bestimmt ist; für jedes (a,b9c)eS x S x S, 
a # c sei XatbtC: ^atb -» 7ceine Abbildung mit X0tbtC(L) = LnYc VLe ^ay, für jedes 
c e S sei JUC : S -> Xeine Abbildung mit JXC(X) := Xt(Xtl)C) Vx e S. Ist weiter noch < 
eine Anordnung auf S, dann ist eine natürliche Anordnung <Ya auf jeder Geraden Y& 
aeS induziert, so dass (a, yt) <Ya (a, y2) : o yi < y2- Weiter ist eine natürliche 
Anordnung <<?„ auf jedem $£U9 ue S induziert, so dass LUVl <#u LUiV2 :o vt < v2. 
Endlich ist auf jedem &ätb9 (a,b)eS x S eine natürliche Anordnung <*a b indu
ziert, so dass LUltVi <yab LUl>V2 :o ut < u2. 

Definition 4. Eine Parallelstruktur (S x S, L, |) heisst angeordnet, wenn auf S eine 
fixe Anordnung < existiert, so dass jedes QUtC, (u, c)eS x S natürliche Anordnungen 
erhält, wogegen jedes Xabc, (a, b, c)eS x S x S, a =# c natürliche Anordnungen 
für a < c erhält und für c < a umkehrt. Bezeichung: (S x S, L, ||, <). 
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Behauptung 6, Ist &~ = (S, T, <) ein angeordnetes Ternärgruppoid9 dann ist 0>r 

durch <;angeptdnet. Ist 0* = (S x S9L9 ||, <) eine angeordnete Parallelstruktur, 
dann ist 3T& durch < angeordnet. 

Beweis. Man kann leicht beglaubigen, däss (5) mit der Erhaltung der natürlichen 
Anordnungen unter QUX äquivalent ist, wogegen (6) mit der Erhaltung (bei x0 < x) 
und mit der Umkehrung (bei x0 > x) der natürlichen Anordnungen unter 
*xoMx0,uuvi),* äquivalent ist. 

Behauptung 7. Ist (S, T, <) ein angeordnetes Ternärgruppoid, dann überführt 
jedes jic9 c e S die Anordnung < in natürliche Anordnung. Es sei (S x S9L9 ||) 
eine Paralletstruktur und < eine Anordnung auf S mit folgenden Eigenschaften: 
0 < 1; jedes; nC9 ceS überführt < in natürliche Anordnung; jedes gUC9 (u, c)e 
eS x S erhält natürliche Anordnungen; jedes Xab>c9(a9 b9c)e S x S x S, a =f= c 
erhält ödet umkehrt natürliche Anordnungen. Dann ist die gegebene Parallel
struktur dutch < angeordnet. 

Beweis. Der erste Teil folgt unmittelbar daraus, dass in jedem angeordneten 
Ternärgruppoid (S, T, <) (9t) gilt (siehe Behauptung 3) und (9t) damit äquivalent 
ist, dass jtfd < in die natürliche Anordnung überführt. Im zweiten Teil ist die Annahme 
über fie wieder mit (9t) äquivalent, die Voraussetzung über QUC ist mit (5) äquivalent, 
wogegen die Voraussetzung über Aa>btC eine besondere Analyse braucht. Untersuchen 
wir also dfe entsprechende Situation: wir haben einen Punkt (x0, >>0), und es gelte 
X0 < x, ut = 0, u2 = 1. Nach Voraussetzung ist 1 = u2 > ut = 0. Für die ternäre 
Operation t (die durch &"#> = (S, T) bestimmt ist) gelte nun y0 = x(x09 0, vt) = 
= T(X0, 1, v2)9 d. h. vt = x0 J v2. Wir brauchen entscheiden, ob zwischen x(x9 0, vx) 
und T(X, 1, pz) (d. h. zwischen vt und x + v2) die Relation < oder ^ auftritt. Aus 
x 0 < x folgt aber nach (9 J x0£t;2 < x + v29 was wir auch als vt < x$v2 schreiben 
können. Also erhält bei x0 < x die Abbildung XXOfyQtX natürliche Anordnungen in 
Übereinstimmung damit, was zu beweisen war. Ähnlich für den Fall x < x0. 
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