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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 94 (1969), Praha 

ANALOGON ZUM SATZ VON HILBERT ÜBER FLÄCHEN 
KONSTANTER POSITIVER KRÜMMUNG 

1 ZBYNEK NÄDENIK, Praha 

(Eingegangen am 28. Dezember 1967) 

A) D. HILBERT ([6] und [7], Anhang V) hat bekanntlich diesen Satz hergeleitet 
(vgl. [2], § 75; auch [3] oder [4], § 3 und [5], § 60): 

(a) Innerhalb einer analytischen regulären Fläche von fester positiver Gaussischer 
Krümmung kann an einer Stelle, die kein Nabelpunkt ist, keiner der Haupt
krümmungshalbmesser einen Extremwert haben. 

D. HILBERT hat aus diesem Theorem auf bekannte Weise (siehe alle vorzitierten 
Arbeiten) auch die zuerst von H. LIEBMANN [8] und später von vielen Verfassern 
verschiedenartig bewiesene Kennzeichnung der Kugelfläche gefolgert: 

(b) Die einzige geschlossene reguläre analytische Fläche mit konstanter positiver 
Krümmung ist die Kugelfläche. 

W. BLASCHKE in [2], § 76 hat aus (a) durch eine von O. BONNET angegebene Be
hauptung über Parallelflächen fester mittlerer oder Gaussischer Krümmung eine 
andere zuerst auch von H. LIEBMANN [9] entdeckte charakteristische Eigenschaft der 
Kugelfläche abgeleitet: , 

(c) Die einzige geschlossene reguläre analytische Fläche mit überall positiver 
Gaussischer Krümmung und mit konstanter mittlerer Krümmung ist die Kugelfläche. 

B) Im n-dimensionalen euklidischen Raum E„(n > 3) werden wir eine zweidi
mensionale durch x = x(u, v) dargestellte reguläre analytische Fläche F mit fügender 
Eigenschaft betrachten: Jedem Runkt x(w, v) von F kann man einen analytischen 
Einheitsnormalenvektor n(u, v) — wir bezeichnen ihn als Rodriguesschen Normalen
vektor von F — so zuordnen, dass dn(u, v) in der Tangentenebene von F in x(u, v) 
liegt. 

Offensichtlich für jede auf einer Hyperkugelfläche H oder Hyperebene H liegende 
analytische reguläre zweidimensionale Fläche ist der Einheitsnormalenvektor von H 
ihr Rodriquesscher Normalenvektor. Dagegen die in H nicht so einbettbare Fläche F, 
dass ihr Rodriguesscher Vektor n der Normalenvektor von H ist, hängt von einer 
willkürlichen Funktion zweier Variablen ab. Die Voraussetzung der Analytizität 
ist für den Existenzbeweis erforderlich (s. Abschn. 1). 
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Wir bezeichnen mit ds das Bogenelement von F und mit l/ru l/r2 die Extremwerte 
des als Funktion der Tangentenrichtungen in x(w, v) aufgefassten Skalarproduktes 
n(u, v). d2x(w, v)jds2. Wir benennen sie die Hauptkrümmungen in bezug auf n(w, v)» 
(Vgl. dazu [1], S. 20 und [10].) Sie stellen zwei Invarianten dar (s. Abschn. 2). 

Es seien n2(u, v),..., nn_2(u, v) die Einheitsnormalenvektoren von F in x(w, v)> 
welche untereinander und zu n(u, v) orthogonal sind. Die Summe 

u-2 

£ [max n..(w, v) . d2x(u, v)/ds2] [min ns(u, v) . d2x(u, v)/ds2] , 
j = 2 

wo die Extreme wieder bezüglich der Tangentenrichtungen von F in x(u, v) zu 
nehmen sind, ist eine Invariante von F (s. Abschn. 2). Falls sie um l/(rxr2) vergrössert 
wird, so stellt sie ein Analogon zur Gaussischen Krümmung einer Fläche in E3 dar 
(s. Abschn. 2); wir benennen es „Totalkrümmung" von F in x(u, v). 

C) Ein mehrdimensionales Seitenstück zum Satz (a) lautet nun folgends (s. 
Abschn. 3): 

(oe) Eine Fläche F mit dem Rodriguesschen Normalenvektor n habe durchweg 
positive Totalkrümmung und konstantes positives Produkt der Hauptkrümmungen 
l/rl, l/r2 in bezug auf n. Innerhalb von F kann an einer Stelle, wo rt 4= r2> 

weder rt noch r2 einen Extremwert erreichen. 

Die Gegenstücke zu (b) und (c) sind: 

(ß) Eine geschlossene Fläche F mit dem Rodriguesschen Normalenvektor n, 
welche überall positive Totalkrümmung hat und welche konstantes positives Produkt 
der Hauptkrümmungen in bezug auf n besitzt, liegt auf einer Hy per kugelfläche 
mit dem Normalenvektor n. 

(Y) Eine geschlossene Fläche F mit dem Rodriguesschen Normalenvektor n, 
welche überall positive Totalkrümmung und positives Produkt der Hauptkrümmun
gen in bezug auf n hat und welche konstante von Null verschiedene Summe dieser 
Hauptkrümmungen besitzt, liegt auf einer Hyperkugelfläche mit dem Normalen-
vektor n. 

(ß) ergibt sich aus (a) auf dieselbe Weise, auf welche (b) aus (a) folgt, d.h. auf 
Grund der Geschlossenheit von F. (Y) kann aus (ß) ähnlich wie (c) aus (b) hergeleitet 
werden. Es erübrigt sich deshalb, den Beweis von (ß) anzugeben. 

Im folgenden enthält Abschn. 1 den Existenzbeweis für Flächen F, Abschn. 2 eine 
geringe Erwähnung von ihrer Geometrie, Abschn. 3 den Beweis des Satzes (oc) und 
Abschn. 4 eine Skizze des Beweises von (Y). 

1. Das begleitende n-Bein tt ... tn(t| . ty = <5j) eines Punktes x e En, dessen Infi
nitesimalbewegung durch 

n n 

(1,1) dx = £ cojt,, dt, = £ co^j , cotJ + con = 0 (i, j = 1, . . . , n) 
i = i i = i 
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gegeben ist, wo alle co die den wohlbekannten Integrabilitätsbedingungen unterwor
fenen Pfaffschen Formen sind, spezialisieren wir für unsere Fläche F so, dass tut2 

in der Tangentenebene von x e F liegen und dass t3 der Rodriguessche Normalen
vektor ii von F in x ist. Dann ist in (1,1) 

(1.2) con = 0 (h = 3, . . . ,«) , 

(1.3) * co3k = 0 (k = 4,...,*) 

und freilich [cOiCî ] 4= 0. Aus (1,2) ergibt sich 

(1.4) co13 = acoi + bco2 , coik = akcbi + bkco2 , 

co23 = bcot + cco2 ; co2k = bkcot + ckco2 (k = 4 , . . . ,«) , 

wo die Skalarfunktionen a, ...,cn den Bedingungen 

(1.5) (a - c)bk = (ak - ck) b (k = 4, ..., n) 

genügen; sie folgen nämlich nach (1,4) aus äusserer Diferentiation von (1,3). 
Gemäss (1,2) und (1,3) erhält man aus (1,4), dass (stets k = 4,..., n) 

(1.6) [da - 2bco12, cox] + [&b + (a - c) coi2, co2] = 0 , 

[db + (a — c) coi2, cüi] + [de + 2bcoi2, co2] = 0 , 

n 

(1.7) [da* - 2b*co12 + X <Wfc, co%] + 
s = 4 

n 

+ [dbk + (ak - ck) coi2 + X bscosk, co2] = 0, 
.5 = 4 

n 

[dbk + (ak - ck) coi2 + £ bscosk, cot] + 
s = 4 

n 

+ [dck + 2bkcoi2 + £ cscosk, co2] = 0 . 
s = 4 

Die durch Differentiation von (1,5) gewonnenen Gleichungen kann man zufolge 
(1,5) auch so schreiben: 

(1,8) K{(da - 26co12) - (de + 2bcoi2)} + 
n 

+ (a - c) {dbk + (ak - ck) coi2 + £ bscosk} = 
s = 4 

n n 

= b{(dak - 2bhcoi2 + £ ascosk) - (dck + 2bkcoi2 + £ cscosk)} + 
s-=4 s = 4 

+ (tfk - ck){db + (a - c)coi2} (k = 4, ..., n) . 
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Die nach dem Lemma von Cartan durchgeführte Lösung von (1,6) und (1,7) 
enthält 4(n — 2) Parameter. Falls aber 

(1.9) (a - cf + b2 > 0 

ist, so ergibt sich sofort in Hinsicht auf (1,8), dass nur 2n — 2 willkürliche Parameter 
bleiben. 

Das verlängerte System (1,2) + (1,3) + (1,4) + (1,8) des ursprünglichen (1,2) + 
+ (1,3) schliesst sich mit (1,6) und (1,7) ab. Seine charakteristischen Zahlen sind 
st = 2n — 4, s2 = 1, sodass es in Involution ist und seine Lösung hängt von einer 
Funktion zweier Variablen ab. 

Gilt dagegen (1,9) nicht, d. h. ist 

(1.10) a - c = 0, fc = 0, 

so ergibt sich aus (1,6), dass a = c = konst. und wir haben mit dem System zu tun, 
welches aus (1,2), (1,3) und 

(1.11) co13 = acox , co23 = aco2 , a = konst. 

besteht. Es schliesst sich mit Gleichungen [co^^] + [a>2°>2i.] = 0 (fc = 4,.. . , n), 
deren Lösung nach dem Cartanschen Lemma 3(n — 3) unabhängige Parameter 
enthält. Die charakteristischen Zahlen des Systems sind st = n — 3, s2 = n — 3, 
folglich ist es in Involution und seine Lösung hängt von n — 3 Funktionen zweier 
Variablen ab. 

Dies ist auch geometrisch offensichtlich. Denn aus (1,1) —(1,3) und (1,11) folgt 
dn = — a dx und unsere Fläche F befindet sich auf einer Hyperkugelfläche oder 
Hyperebene, je nachdem a + 0 oder a = 0 ist. 

2. Aus (1,1)-(1,4) mit t3 = n folgt 

(2.1) n . d2x | ds2 = (ao)\ + 2bcoico2 + cco2) : (co2 + co2) , 

sodass ac — b2 bzw. a + c das Produkt bzw. die Summe der Extremwerte l/rl5 l/r2 

von (2,1) in bezug auf alle Tangentenrichtungen 0}t : co2 ist. Die Invarianz von 
ac — b2 und a + c ist eine unmittelbare Folge von (1,6). 

Ganz ähnlich beweist man, dass 

£ (max t, . d2x | ds2) (min t, . d2x | ds2) = £ {akck - b2) 
k=4 *=4 

und aus (1,7) ergibt sich, dass auch diese Summe eine Invariante ist. (Vgl. dazu [10], 
Einleitung und Abschn. 1.) Man bestätigt leicht, dass für die „Totalkrümmung" K 
von F gilt 

(2.2) K = - [do>12] : K Q ) , ] . 
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Nach (1,1)—(1,3) mit t3 =s n und zufolge erster Spalle in (1,4) ist die „zweite 
Grundform von F in bezug auf n" durch — d x . dn = b(o\ + (c — d) (ox(o2 — b(o\ 
ausgedrückt und es ist ohne weiters klar, dass die Geometrie dieser Form dieselbe 
wie die der zweiten Grundform einer Fläche in E3 ist. Wir können deshalb auch die 
diesbezügliche Terminologie behalten, mit Hinzufügung von „in bezug auf den 
Rodriguesschen Vektor". Beispielweise eine Fläche F, deren alle Punkte ihre „Nabel
punkte in bezug auf n" sind, liegt — nach dem Schluss des Abschn. 1 — auf einer 
Hyperkugel oder Hyperebene. 

3. Es sei jetzt auf unserer Fläche F mit dem Rodriguesschen Normalenvektor 
fi = t3 durchwegs 

(3.1) rtr2 = konst. > 0 . 

Wir nehmen im Gegensatz zu (a) an, dass rx, r2 in einem inneren Punkt P € F ver
schiedene Extremwerte erreichen. Dann ist sogar r t 4= r2 in gewisser Umgebung 
UP c F von P und folglich kann man in jedem Punkt von UP die Vektoren t1? t2 in 
den „Hauptrichtungen in bezug auf n" wählen. Das bedeutet, dass in UP stets 

(3.2) a = 1/r, , b = 0 , c = l/r2 ; 

somit nach (1,6) 

(3.3) da = Acot -f B(o2 , (a — c) co12 = B(ox -f- Ca>2 , de = Ccot + Dco2 . 

Man darf freilich a\P für das Maximum und c\P für das Minimum halten. Dann ist 

(3.4) a\P > c\P 

und in allen Tangentenrichtungen 

(3.5) da|F = 0 , dejp = 0 , d2a|P = 0 ; 

folglich nach (3,3) 

(3.6) A\p = B\P = C\P = D\P = 0 . 

Aus der ersten Gleichung (3,3) ergibt sich 

(3.7) d.4 — Ba>12 = OCCÜJ -f- ßa>2 , dB + A(o12 = ß(ot + yo)2 , 

sodass nach (3,6) die gewöhnliche Differentiation derselben Gleichung zu d2a|P = 
= <xo>i -f* 2ß(ot(o2 4- ycol\P führt. Zufolge dritter Relation (3,5) ist deshalb 

(3.8) a|P = 0 , y j p ^ O . 
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Aus (3,1)-(3,3) ergibt sich cA + aC = 0. Daraus und aus (3,6) folgt cdA + 
+ a dC\P = 0. Also nach (3,6) und (3,7) unter Berücksichtigung von (3,2) und (3,1) 

(3,9) dB\P = ß(ot + yoo2\P , dC|P = - - (OLOJ1 + 0CÜ2)|P . 
a 

Die in Hinsicht auf (1,2) und unter Zuhilfenahme von (2,2) berechnete äussere 
Differentiation der inmitten in (3,3) stehenden Gleichung und die nachfolgende 
Reduktion für den Punkt P mittels (3,5), (3,6) und (3,9) liefern (c - a) K\P = 
= -y - ca/a|p. Dies ist aber für KjP > 0 nach (3,1), (3,2), (3,4) und (3,8) im Wider
spruch. 

4. Nach den Voraussetzungen des Satzes (y) und nach dem Anfang des Abschn. 2 
ist 

(4.1) l /r t + l/r2 = a + c = \x konst. # 0 , 

l/r1r2 = ac — b2 + 0 , K + 0 , sgn (ac — b2) = sgn K . 

Für den Ortsvektor 

(4.2) 'x = x(w, v) + fin(u9 v) 

gilt nach (1,1) —(1,3) mit t3 == n 

(4.3) d'x = (c0! + juco31) tx + (oo2 + fi(o32) t2 

und weil nach (1,4) 

(4.4) [a>l + [ico3U co2 + fi(D32] = (ac - b2)(a + c)~2 [coxco2] , 

so ist (4,2) — zufolge (4,1) und (4,3) — die Parameterdarstellung einer zweidimensio
nalen regulären und freilich analytischen Fläche 'F (Parallelfläche zu F in bezug 
auf n), für welche n der Rodriquessche Normalenvektor ist und welche dieselben 
n-Beine wie die ursprüngliche Fläche F besitzt. 

Auf Grund von (4,3) und gemäss (4,1) und (4,4) berechnen wir nach dem Abschn. 2 
die Totalkrümmung 'K von 'F 

'K = - [dco12] : [et)! + /XCÜ31, co2 + ß(o32] = n2rxr2K > 0 

und das Produkt der Hauptkrümmungsradien 'rl9 'r2 von F in bezug auf n 

'r1r2 = [ö)13co23] : \px + ß(o31, o2 + ßco32] = p2 = konst. > 0 . 

Infolgedessen liegt 'F nach (ß) auf einer Hyperkugelfläche mit dem Normalenvektor n* 
Daraus ergibt sich sofort die Behauptung von (y). 
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