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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 94 (1969), Praha

UNGLEICHUNGEN FUR ZWEIDIMENSIONALE FLACHEN
IM VIERDIMENSIONALEN RAUM

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eigegangen am 28. Dezember 1967)

Wir werden im vierdimensionalen euklidischen Raum, in dem ein System der
orthogonalen Koordinaten x,, x,, X3, x, zugrunde gelegt wird, eine zweidimensio-
nale geschlossene durch x = x(u, v) dargestellte Fliche Fe C*) betrachten, fiir
welche

(1) n(u, v) = {cos u cos v, sin u cos v, cos u sin v, sin u sin v} ,
ue{0,2n), ve<0,2n)

ein Rodriguesscher Normalenvektor in x(u, v) ist (s. [1], Absatz B) der Einleitung).
Man bestitigt leicht, dass dann auch der zu (1) orthogonale Einheitsvektor

(2 N(u, v) = 8*n(u, v)/ou dv

ein Rodriguesscher Normalenvektor von F in x(u, v) ist. Wir bezeichnen mit w das
zusammenfallende sphérische Bild aller Vektoren (1) und (2) und mit 4, bzw. 4, den
ersten bzw. zweiten Beltramischen Differentialoperator in bezug auf .

Die ,,Stiitzfunktionen* von F

(3) h(u, v) = x(u, v) . n(u, v), H(u,v) = x(u, v) . N(u, v)

hiangen von der Wahl des Nullpunktes ab; offensichtlich sind beide bis auf eine Linear-
kombination von Koordinaten des Vektors (1) eindeutig bestimmt. Sie haben die
Form

4) h(u, v) = ¢(u + v) + ¥(u — v),
) H(u,v) = —¢(u + v) + Y(u — v) + k (k = konst.),

wo ¢ und ¢ zweimal stetig differenzierbare periodische Funktionen einer Verdnder-
lichen mit der Periode 2n sind (s. Abschn. 1). Die Voraussetzung, dass ¢ und ¥ die
Stiitzfunktionen der ebenen konvexen Kurven K, und K, sind, wobei der Kriim-
mungshalbmesser von K, (bzw. K,,) durchweg grosser als 4k (bzw. — k) ist, garan-
tiert die Regularitét von F (s. Abschn. 1).
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Es seien 1/ry und 1/r, (bzw. 1/R, und 1/R,) die Hauptkriimmungen von F in
bezug auf n (bzw. N) (s. [1], Absatz B) der Einleitung). Es gilt die Weingartensche
Formel (s. Abschn. 2)

(6) r1+r2=2h+A2(h).
Die von der Wahl des Nullpunktes unabhingigen Integrale (s. Abschn. 3)
1

0 =§L(r;‘ + r;')dF = EJ (r + ry)do =Lh do,

[

1

8 o= -Lh(r;l +ryY)dF = %J

5 wh(rl + r,) do =_L[h2 — 34,(h)] dw

mahnen freilich an die wohlbekannten Formeln von Minkowski fiir das Integral der
mittleren Kriimmung und die Oberfliche eines konvexen Korpers.
Fiir die Integrale (7) und (8) gilt die Ungleichung

(9) m? = 4n%o ;

das Gleichheitszeichen charakterisiert eine Fliche F, deren Parameterdarstellung
durch geeignete Wahl des Nullpunktes auf die Form

(10) v x = konst. n + konst. N

gebracht werden kann (s. Abschn. 3).

Selbstverstindlich, die Formeln (6)—(8) und die Ungleichung (9) behalten ihre
Giiltigkeit, wenn wir statt der kleinen Buchstaben r, h, o, m die grossen schreiben.
Die Ungleichung (9) ldsst auch eine Frobeniussche Verallgemeinerung zu (s.
Abschn. 3). -

Fiir die Oberfliche & unserer Fliche F gelten die Formeln (s. Abschn. 4)

(1) ﬁ:j(hz—Hz)dw=o—O=(m2—M2):4n2.
[+
Es folgen die Beweise.

1. Jedem Punkt x von F konnen wir das aus untereinander orthogonalen Einheits-

vektoren n,N,t, =n,= —N,, t, = n, = —N, bestehende Vierbein zuordnen.
Fiir seine Infinitesimalbewegung gilt

(1,1) dx = tltl + T2t2 s
(1,2) dt, = —~ndu + Ndv, dn = ¢t ,du+t,do,
' dt, = —ndv + Ndu, dN=—t,dv~t2du,

T3, T, sind Pfaffsche Formen in u, v.
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Nach (3) ist
(1,3) . .x=tt + t,t, + hn + HN,

wo die Skalarfunktionen ¢,, t, noch zu bestimmen sind. Vergleicht man (1,1) mit
dem nach (1,2) berechneten Differential von (1,3), so erhilt man

(1,4) 1, =dt; + hdu — Hdv, 1, =dt, + hdv — Hdu,
(1,5) dh —t,du — t,do =0, dH + t,do+ t,du =0.
Also

(1,6) ty=h,=—-H,, t,=h,=—H,

und daraus ergibt sich fiir & oder H die Gleichung der schwingenden Saite und infol-
gedessen (4) und (5).
Nach (1,4) und (1,6) ist
(1,7) ty= (h+h,)d,—(H+H,)dv,
1, = —(H + H,)du + (h + h,,)dv.
Die in der Einleitung ausgesprochenen Voraussetzungen iiber die Funktionen ¢

und y bedeuten, dass ¢ + ¢ > 3k, ¥ + Y > — k. Zufolge (4) und (5) kann man
diese Ungleichungen auf die Form

(1,8) O<h+h,-H+H,), 0O<h+h,+(H+H,)
bringen, aus welcher unter Zuhilfenahme von (1,6) die Unabhingigkeit der Formen

(1,7) sofort folgt.

2. Man bestitigt leicht die Giiltigkeit der Greenschen Formel

1) Lh Ay(h)do = — I i),

Weiter ist nach (1,1) und (1,2)
(2,2) dF =1, A1, do=du A dv,
(23) rit+rst=duAan,—dvAaT)ity AT, ritr;t=dundoit AT,

(vgl. dazu [1], Anfinge der Abschn. 1 und 2; den Vektor (1) identifizieren wir mit
dem Vektor —n aus [1]). Aus (2,3), (1,4) und (1,6) ergibt sich sofort (6). Die Dar-
stellungen (7) und (8) folgen aus (2,1)—(2,3) und (6).

Wir méchten noch die Unabhéngigkeit des Integrals (8) von der Wahl des Null-
punktes verifizieren. Ist ¢ ein fester Vektor und nimmt man h + c.n=(x + c).n
statt h = x . n, so ist nach (1), (6) und (2,1) offensichtlich [, (k + c.n)(r, + r;).
.do = [, h(ry + r;)do + [, h(2c.n + 4,(c.n))dw = [, h(r; + r,) do.
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3. Gemiiss (4) gilt die Fourierentwicklung

(3.1 h(u,v) = }ao + Y. (@, cos mu cos nv + b, sin mu cos nv +
. m,n=1

+ Cpp COS mu sin nv + d,,, sin mu sin nv) ,

woraus auch die Fourierschen Doppelreihen fiir h, und h, leicht bestimmbar sind.
Dementpsrechend erhdlt man nach der Formel von Parseval, dass

(3,2) [ h?do = in%a} + n* Y, (a2, + b2, + ¢, + di,),

Jo m,n=1

j A(hydo = 7 Y (m? + n?) (a2, + b2, + ¢, + d2).
P mn=1

Nach (7), (8), (3,1) und (3,2) ist m* — 4n%0 = 27* ¥ (m* + n* — 2)(al, +
m,n=1

+ b2, + ¢k, + dZ,). Folglich gilt (9) und das Gleichheitszeichen tritt in (9) dann
und nur dann ein, wenn a,,, = b,, = Cp, = d,, = 0 fiir m + n > 2 ist. Weil aber
durch eine passende Wahl des Nullpunktes die Stiitzfunktion h von jeder Linear-
kombination von Koordinaten (1) befreit werden kann, ist die Extremalfliche von
(9) durch h(u, v) = konst. charakterisiert. Da h = konst. nach (1,6) zu H = konst.
dquivalent ist, so folgt sofort aus (1,3) und (1,6) die Parameterdarstellung (10) der
Extremalfldche.

Angenommen, ohne Riicksicht auf die geometrische Bedeutung von h, es gelte
fohdw = 0. Das obige Verfahren liefert dann die Wirtingersche Ungleichung
fodi(h)dw = 2 [, h* do einschliesslich ihrer Extremalfunktion. Benutzend den
wohlbekannten Kunstgriff von W. Blaschke, kann man auf Grund dieser Ungleichung
die Frobeniussche Verallgemeinerung von (9) herleiten.

4. Setzt man aus (1,7) in & = [; 1, A 1, ein und benutzt man (1,8), (1,6) und
einfache partielle Integrationen, so erhilt man leicht nach (8) die zwei ersten Dar-
stellungen (11) fiir # Gemiss (4) und (5) haben — mit Ausnahme des absoluten
Gliedes und ohne Riicksicht auf die Anordnung — die Funktionen h und H dieselben
Fourierkoeffizienten. Die Berechnung von [, (k> — H*) dw, [, hdo und |, H do
mittels- dieser Koeffizienten liefert dann nach (7) auch die Giiltigkeit der letzten
Darstellung von & in (11).
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