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Casopis pro péstovéni matematiky, ro&. 95 (1970), Praha

SUR LA NORME DE FOURIER, II

FRANTISEK ZiTEK, Praha
(Regu le 5 aoit 1968)

Nous renvoyons notre Lecteur a notre travail antérieur [4] ot il trouvera toutes les
définitions et explications nécessaires.

Le présent article a pour but de démontrer I’équivalence, dans I’espace Q, de toutes
les trois normes dont on patle dans [4]: celle de Fourier, celle de Gauss et la norme
majorante de H. Bergstrom. Nous allons commencer par démontrer la proposition
suivante:

Il existe une constante positive C telle que I'on ait pour toute fonction fe Q
Pinégalité

(1) M. = C.4lsl.

pour tout ¢ > 0.

En effet, soit f e Q et posons a = f(— ), b = f(+ ), ¢ = max [0,f(0—) — f(0+)].
Nous pouvons alors écrire f sous la forme de f(t) = a + (b — a + ¢) H(t) — c E(t),
ol H e D, E est la fonction unité: E(t) = 0 pour t < 0, E(f) = 1 pour t > 0, E(0) =
=14,et(b—a+c)20. Alors si o(s) = [22 &*" df (), x(s) = [13 e** dH(t), nous
avons :

(2 o(s)=(b—a +c)x(s)—q=(b-—a +o)[xs) - 1]+ (b - a).
D’aprés la définition de la norme de Fourier
#[ e = la| + sup [o(s)| =
Islst/e
= o]+ sup [(b = + ) [9) ~ 1]+ (b - a)].
On a donc
3 ' la] £ £|f]s pourtout &> 0
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et

@ b—a+)[x(0)—1]+(b—a)|=|b-a| = g|f]|, pourtout ¢ >0,

d’ou
©) .ST‘Q‘?,,I(I’ —a+e)[xs)-1] =
= 5w [(b=a+9[d) =11+ (b~a) = (b-a) =
‘5‘,;,5;‘5,'(" —a+)[xs)~ 1]+ (b—a) +|b~a| 2. 4f],-

Considérons maintenant I’expression
-a + o
el + [ "t + [ lorcol -
- +
=|a|+(b—a+c)J dH(t)+(b—a+c)J dH(t) <

é]a|+(b-—a+c)f dH(1).

Itize

Nous appliquons I’inégalité (11.8) du premier chapitre de [2] o nous posons y = o,
e=0"1A4=[0,6"1],a = 07", ce qui donne I'inégalité

J an(y < €+ 2 ) f "Re[1 - x9)]ds £ (1 + 20 sup |1 — 1(5)

lze g 0 Isls1/e

d’ou

(6) (b-a+c) - dH(t) < (1 + 2n)*(b — a + c)msggclx(s) -1 =
<21 + 20)2 . 6| f], .

en vertu de (5). Il en résulte enfin I’inégalité
- + o
Y la] +j lar()] + j 4] = [21 + 27)* + 1]. £ f], -
— oo c
Considérons maintenant I’expression

o2 I Ol =o e —a v e,
t|so .

It|se
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Nous appliquons une autre inégalité de [2], a savoir (11.9) du chapitre 1, et nous
trouvons

®) o™ %b —a + c)j 12 dH(r) <

|t|So

Sb-a+o(t+ 2n)2‘3ls§l130|x(s) -1 =201 + 22)*. lf]ls -

<o b —a+ (1 + 20) 0 I PRe[1 - 1(9)] ds <

Ensuite, en combinant (3) et (4) nous voyons que
) f(+e) = b = |b—a + a| < |b ~ a| +|a| = 2. £]/]. -
Considérons enfin I’expression
J‘ th(t)‘.
[t|Se

a“J. t df (1)
t| <o
) 1= [ e - nam) -

Pour tout s tel que |so| < 1, nous avons
[}

= J.m” e — 1) dH(r) + j‘msa( st _ 1 — ist) dH(t) +J istdH(?) ,

o' (b—a+0)

Itlsa
donc

j ist dH(f) = 2(s) — 1 -j (™ — 1) dH(r) — '[ (" — 1 — ist) dH(F),
jtl<e 1t]>c

It|so

ce qui donne

(10) s I” tdH()| < [x(s) - 1] +le dH(l) + 15° Ll £ dH(l) <
5o 5o
éljg%c]x(s) - 1] + 2.[ dH(f) + J;o‘zjms 12 dH(1) .
En multipliant (10) pat (b — a + o nous obtenons en vt de (5), (6) et (8)
s|. (b~ a +¢) j L dH)| S (= a9 sup () - 1]+
+2b—a+ q)j'l a4 et 'C)L R

< 2. || f]lo + 41 + 20) 6| 7)), + (0 + 200 £ £]l =
=[2 + 501 + 2m)?]. | 1. -
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Cette inégalité est vraie pour tout s tel que |so| < 1, donc aussi pour s = o~ *, C’est-

-a-dire que

(11) o !(b—a+ c)”' 5 tdH(r)| < [2 + 5(1 + 27)*]. £| f]. -

En somme, nous pouvons écrire les quatre inégalités suivantes

(12) =)+ [ larcol + [ o) s

<21+ 207 + 11407l T2 + 5t + 2071,
en vertu de (7),
1y e 5 2000 5 02 + 50+ 20Tl
en vertu de (9),

(14) !

fl | tdf(t)’ S [2+5(1 + 2n)2]. 6| f]ls

en vertu de (11) et
09 o[ PS04 2Pl 5 2k S0+ 205l

en verw de (8).
En tenant compte de la définition de la norme majorante ||, (cfr. [1] ou bien [41.
p. 350), nous voyons que pour toute fonction fe Q on a

(16) 17l = [2 + 501 + 221 | 1]

ce qui signifie que la proposition énoncée au début est vraie et que I’on peut poser C =
=2+ 5(1 + 2n)® = 7 + 20r + 20n® < 268.

Dans [4], nous avons déja démontré I'inégalité inverse (|, < 5|f], pour toute
fe R(M). 11 en résulte donc que la norme de Fourier est équivalente a4 la norme
majorante dans I’espace Q. Comme I’a montré M. H. Bergstrém (voir [1], p. 64),
la norme de Gauss est équivalente & la norme majorante dans Q; dans cet espace,
toutes les trois normes sont donc équivalentes, c.q.f.d.
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