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Časopis pro pěttovánf matematiky, гoč. 95 (1970), Praha 

SUR LA NORME DE FOURIER, II 

FRANTIŠEK ZÍTEK, Praha 

(Reçu le 5 août 1968) 

Nous renvoyons notre Lecteur à notre travail antérieur [4] où il trouvera toutes les 
définitions et explications nécessaires. 

Le présent article a pour but de démontrer l'équivalence, dans l'espace Q, de toutes 
les trois normes dont on parle dans [4]: celle de Fourier, celle de Gauss et la norme 
majorante de H. Bergstrôm. Nous allons commencer par démontrer la proposition 
suivante: 

Il existe une constante positive C telle que Von ait pour toute fonction fe Q 
V inégalité 

pour tout a > 0. 

En effet, soit/eQ et posons a = / ( -oo) , b = /(+oo), C = max[0,/(0-) - / ( 0 + ) ] . 
Nous pouvons alors écrire/ sous la forme de/(f) = a + (b — a + c) H(t) — c E(t), 
où H 6 D, E est la fonction unité: E(t) = 0 pour t < 0, E(t) = 1 pour t > 0, £(0) = 
= i, et (b - a + c) ^ 0. Alors si <p(s) = $1% eist df(t), x(s) = J î£ eist dH(t)9 nous 
avons 

(2) q>(s) == (b - a + c)X(s) - c = (b - a + c) [X(s) - 1] + (b - a). 

D'après la définition de la norme de Fourier 

F||/||. = M + SUP k(s)l = 

= \a\ + sup |(6 - a + c) [/(s) - 1] + (b - a)\. 
\s\âV* 

On a donc 

(3) |a| ^ j , | | / | | , pour tout a > 0 
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et 

(4) \(b - a + c) 0(0) -i] + (b- a)\ = \b - a\ _ , | | / | # pour tout a > 0 , 

d'où 

(5) sup \(b-a + c) [x(s) - 1]| = 
Mâi/» 

= sup \(b-a + c) lx(s) - 1] + (b - a) - (b - a)\ _ 
Js|_l/<r 

_ sup \(b-a+ c)[x(s) - 1] + (b - a)| + \b - a\ _ 2 . , J / J . . 
JsJ_jl/tT 

Considérons maintenant l'expression 

M+fV(o i+r V(oi= 
J —00 J ff 

= |a| + (ft - a + c) f "dH(t) + (b - a + c) C^dHtf _ 
J -00 J ff 

_g \a\ + (b - a + c) f dff(*). 
J|r|__<r 

Nous appliquons l'inégalité (11.8) du premier chapitre de [2] où nous posons \i = a, 
g = c"1, A = [0, ff""1], a = o~x> ce qui donne l'inégalité 

Г d Я ( ř ) _; ( « " +_ 2

3

Я < 7" 1 ) 2 Г R e [1 - X(s)1 ds _ (1 + 2я)2 sup |1 - X(s)\, 
J|ř|__<г a JO И_Śl/<r 

(6) (è - a + c) f dH(t) _ (1 + 2TC)2 (è - a + c) sup |x(s) - l | _ 

J )r|_<r WS1/» 

_ 2 ( l + 2;t)2. r[|/ | |„, 

en vertu de (5). Il en résulte enfin l'inégalité 

(?) H + f |d/(0| + f V(0I = [2(1 + 2nf + 1] . , | / | . . 
J — oo Jtr 

Considérons maintenant l'expression 

a-2 f í2|d/(()| - o~2(b - a + c) f í2 diř(í). 
J\'\ú« J\t\$a 
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Nous appliquons une autre inégalité de [2], à savoir (11.9) du chapitre 1, et nous 
trouvons 

(8) a~2(b - a + c)[ t2 dH(t) ^ 
J\t\S<r 

S <J-2(b - a + c) (1 + 2TC)2 a3 [ *Re [1 - x(s)] ds ^ 

S (b - a + c) (1 + 2;r)2 sup \X(s) - l | û 2(1 + 2n)2 . F | | / | | , . 
|s|gl/<T 

Ensuite, en combinant (3) et (4) nous voyons que 

(9) |/(+oo)| = |b| = \b - a + a| = \b - a\ + |a| = 2 . F | | / | | , . 

Considérons enfin l'expression 

L-i f ïd/wUff"1^ - a + c) f tdH(f) . 
I Jl-is* I Ul-I=> 1 

Pour tout s tel que \sa\ ^ 1, nous avons 

x(s)-i = f+V'-i)dH(0 = 
J — 00 

= f (eist - 1) dH(t) + f (ei5t - 1 - ist) dH(t) + f îsf dff(r) , 
Jui><r J\t\£<r J|-I.S* 

donc 

f ist dH(t) - X(s) - 1 - f (efaf ~ 1) dH(0 - f (eist - 1 - «0 dH(t) , 
J\t\£* J|r|><r J M ^ * 

ce qui donne 

(10) \s\. I f t dfl(t)| â M») - 1| + 2 f dH(r) + is2 f t2 dH(f) ^ 
|J|f|£* I J|t|><T J\t\£<T 

S sup \X(s) - 1| + 2 f dH(t) + \a'2 f f2 dff(f) . 
M--1/* Ji.|>o- Jl'U* 

En multipliant (10) par (b - a + c) nous obtenons en vertu de (5), (6) et (8) 

| s | . (b - a + c) ľ t dH(t) й(Ь- a + c) sup |x(s) - l | + 
|J|«|š« I WžV 

+ 2(b - a + c) ľ dH(í) + i(т-2(ř» - a + c) ľ í2 dH(í) š 
J|r|žд J|«|š« 

= 2 . , | / | . + 4(1 + 2я)2 , | / | . + (1 + 2л)2 , | / | . = 

= [2 + 5(1 + 2я)2] . , | / | . . 
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Cette inégalité est vraie pour tout s tel que \s<r\ S h donc aussi pour s = a 1, c'est-
-à-dire que 

(H) ,--(6 - a + c)| f t dH(t)\ H [2 + 5(1 + 2*)*] . F | | / | | , . 

En somme, nous pouvons écrire les quatre inégalités suivantes 

(12) \f(-«>)\+r\df(t)\+r\df(t)\£ 
J -oo J a 

<; 2[(1 + 2nf + 1] . , | |/| |# ^ [2 + 5(1 + 2nf] . , | / | , 

en vertu de (7), 

(13) |/(+co)| ^ 2 . F | | / |„ <; [2 + 5(1 + 2nf] . r\\f\\a 

en vertu de (9), 

<Ş[2 + 5(l + 2я)2]. ғ |/| |в (14) a~A[ tdf(i) 
\JU\2*  

en vertu de (11) et 

(15) a'2 f t2 |d/(t)| û 2(1 + 2;r)2 . F||/||ff = [2 + 5(1 + 2K)2] . F | / | . 
J\t\â° 

en vertu de (8). 
En tenant compte de la définition de la norme majorante | / | „ (cfr. [ l ] ou bien [4], 

p. 350), nous voyons que pour toute fonction fe Q on a 

(16) | / M [2 + 5(1 + 2nf] . r\f\. 

ce qui signifie que la proposition énoncée au début est vraie et que l'on peut poser C = 
= 2 + 5(1 + 2TC)2 = 7 + 20TC + 20TI2 < 268. 

Dans [4], nous avons déjà démontré l'inégalité inverse F||/||<T -S 5|/|<- pour toute 
fe R(M). Il en résulte donc que la norme de Fourier est équivalente à la norme 
majorante dans l'espace Q. Comme l'a montré M. H. Bergstrôm (voir [1], p. 64), 
la norme de Gauss est équivalente à la norme majorante dans Q; dans cet espace, 
toutes les trois normes sont donc équivalentes, c.q.f.d. 
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